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Vorbemerkung: Zwei kleine Rechnungen

Eine Rechnung

Der Kurs wird mit 9 Leistungspunkten (LP) gewertet. Jeder Leistungs-
punkt entspricht 30h Arbeit. Damit geht es um

270h Arbeit
Davon gehen ab:
—90h (6 h Vorlesung und Ubung in 15 Wochen)

—80h (2 Woche Priifungsvorbereitung & 40 h).

Damit verbleiben noch 100 h Arbeit. Auf 15 Woche verteilt bedeutet
dies ca.
7 h Arbeit/ Woche

also
1 h Arbeit / Tag.

Eine andere Rechnung

Der Stoff der ersten drei Semester wurde beginnend mit Newton und
Leibniz um 1670 bis etwa 1920 entwickelt. Es handelt sich also um

250 Jahre Entwicklung.

Bei 45 Wochen fiir die ersten drei Semester, wird also in einer Woche
Vorlesung etwa

5 Jahre Entwicklung ~ 260 Wochen
behandelt.
Folgerung

Es muf3 gearbeitet werden!






Grundlagen

Wir setzen Grundtatsachen der Mengenlehre voraus und erinnern in
diesem Kapitel an einige Begriffe und Bezeichnungen.

1. Mengen

Seien X und Y Mengen. Dann bedeutet Y C X (lies: Y Teilmenge
von X), dafl jedes Element von Y auch zu X gehort. Es bezeichnet
X \Y (lies: X ohne Y) die Menge der Elemente von X, die nicht zu
Y gehoren. Der Durchschnitt X NY der Mengen X und Y ist gegeben
durch

XNY:={2:2z€ X und z €Y}
Die Vereinigung der Mengen X und Y ist gegeben durch

XUY ={z:2z€ XoderzeY}.

Die Potenzmenge P(X) einer Menge X ist die Menge aller Teilmengen
von X. Die leere Menge wird mit () bezeichnet.

Ist A eine Menge und zu jedem a € A eine Menge X, gegeben, so
nennt man X,, a € A, eine Familie von Mengen. Fiir eine Familie X,
a € A, von Mengen definiert man

U Xo = {% : z gehort zu (mindestens) einer der Mengen X, }
acA

sowie
ﬂ X, := {2z : z gehort z allen Mengen X, }.
acA

Ist X,, @ € A, eine Familie von Mengen und X eine Menge, so gilt
(siche Ubung)

X\ JXa =X\ Xq
X\[Xe=]JX\X..

Aus zwei Objkten a,b bilden wir das geordnete Paar (a,b). Damit
konnen wir aus zwei Mengen X, Y das kartesische Produkt
XxY  {(r,y):xeX,yeY}

bilden.
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2. Funktionen

Eine Abbildung oder Funktion f von einer Menge X in die Menge Y
ist eine Zuordnung, die jedem Element von X genau ein Element von
Y zuordnet. Wir schreiben

f: X —Yoder X —Y z— f(z).

Es heiit dann X der Definitionsbereich von f, Y der Wertebereich von
fund Bild(f) :={f(x) ;2 € X} CY dasBild von f. Ist f: X — Y
eine Funktion und A C Y, so heifit

YA ={z e X: f(x)ec A}
das Urbild von A unter f.

Beispiel. Sei X eine beliebige Menge. Dann ist idx : X — X die
Abbildung, die x € X auf x € X abbildet. Etwa: X = {1,2,3} —
{1,2,3},1+— 1,2+ 2,3+ 3.

Die Komposition g o f der Abbildungen f: X — Y, g:Y — Z ist
gegeben durch

gof:X — Zx— g(f(x)).

Komposition ist assoziativ d.h. es gilt
go(foh)=(gof)o.h
(Denn g o (f o h)(x) = g((f o h)(x)) = g((f(h(z)))) = (g © f)(h(z)) =

(go f)oh(z).) Damit kénnen wir also die Klammern weglassen.

Eine Abbildung f : X — Y heifit surjektiv, wenn zu jedem y € Y ein
x € X existiert mit y = f(x) (d.h. Bild(f) =Y).

Eine Abbildung f : X — Y heifit injektiv, wenn aus x # z folgt
f(@) # f(2).

Ist f: X — Y injektiv und surjektiv, so heifit es bijektiv.

Behauptung. Sei f: X — Y gegeben. Dann sind dquivalent:

(i) f bijektiv.

(ii) Es gibt ein g : Y — X mit fog =idy und go f = idx.
In diesem Fall, ist die Funktion g aus (7i) eindeutig bestimmt. Beweis.
(Ubung)

Die Funktion g wird Umkehrfunktion von f genannt und (oft) mit f~!
bezeichnet.

Schliefllich brauchen wir manchmal noch Einschrankungen von Funk-
tionen: Sei f : X — Y gegeben und A eine Teilmenge von X. Dann
bezeichnen wir mit f4 oder f|4 die Einschrankung von f auf A gegeben
durch

flatA—Y,z— f(z).
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3. Relationen

Eine Relation auf eine Menge X ist eine Teilmenge R von X x X. Statt

(x,y) € R schreibt man oft auch x Ly oder 2z ~ y.
Eine Relation auf X heifit

- reflexiv, wenn gilt:  ~ x fiir alle z € X, (Zeichnung)
- symmetrisch, wenn gilt: z ~ y = y ~ x, (Zeichnung)
- transitiv, wenn gilt: z ~ y und y ~ z = = ~ 2. (Zeichnung
in Ubung)
Eine dquivalenzrelation ist eine reflexive, symmetrische, transitive Re-
lation.
Beispiel. X = Bewohner von Jena und

R ={(x,y) : x und y haben am selben Tag Geburtstag}.

Eine Ordnungsrelation oder Ordnung auf einer Menge X ist eine Re-
lation <, die reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Dabei heif3t
antisymmetrisch, dafl

r<yundy <z=—z=y.

Ist < eine Ordnungsrelation auf X, so heifit das Paar (X, <) eine ge-
ordnete Menge. Eine geordnete Menge heifit total geordnet, wenn fiir
alle z,y € X immer x < y oder y < x gilt.

"Beispiele’. (N, <), (Z,<), (Q. <), (R,<)

4. Verkniipfungen

Eine Abbildung % : X x X — X heifit Verkniipfung auf X. Man
schreibt oft x *xy statt *(x,y). Die Verkniipfung  : X x X — X heifit
- kommutativ, wenn gilt x xy = y x x fiir alle z,y € X
- assoziativ, wenn gilt zx (zx2) = (zxy)* 2z fiir alle z,y, z € X.

Ist die Verkniipfung assoziativ, so kann man die Klammern auch weg-
lassen.






KAPITEL 1

Die natiirlichen Zahlen

In diesem Kapitel lernen wir einen axiomatischen Zugang zu den natiirli-
chen Zahlen kennen. Dieser Zugang liefert das Prinzip der vollstdndigen
Induktion und die Moglichkeit der rekursiven Definition. Das werden
wir genaiir studieren. Der Zugang erlaubt es ebenfalls, die iiblichen
Rechenregeln und Eigenschaften zu beweisen. Das werden wir nicht
verfolgen, da wir diese im folgenden Kapitel als Nebenprodukt einfach
erhalten.

Die charakteristische Struktur der natiirlichen Zahlen ist folgende:
+1 +1 +1 +1
Zeichnung. 1 - ——>2 - ——>3 ———>4———> ...

Das Problem sind die Punkte ’...! An der Zeichnung lesen wir ab:

e Jede natiirliche Zahl hat einen Nachfolger und verschiedene
Zahlen haben verschiedene Nachfolger.

e Beginnt man bei 1 und bildet sukzessive die Nachfolger, so
erhélt man alle natiirlichen Zahlen.

e Die Zahl 1 ist keine Nachfolger.

Eine préazise Fassung dieser Eigenschaften liefern die Peano Axiome.

DEFINITION. (Peano Aziome) Eine Triple (N, e, v) bestehend aus einer
Menge N zusammen mit einem ausgezeichneten Element e und einer
Abbildung v : N — N \ {e} geniigt den Peanoaximonen, wenn gilt:
(P1) v: N — N\ {e} ist injektiv.
(P2) (Induktionsaziom) Enthdlt eine Teilmenge M von N das Ele-
ment e und enthdlt sie mit jedem Element n immer auch v(n),
so gilt M = N.
Es heifst v die Nachfolgeabbildung und v(n) der Nachfolger von n.

Weiteres Vorgehen: Die Peano Axiome charakterisieren die natiirli-
chen Zahlen in folgendem Sinne: Man kann beweisen, daf} es ein System
gibt, dafl diesen Axiomen geniigt (wenn man Existenz einer unendlichen
Menge voraussetzt) und daf ein solches System eindeutig bestimmt ist
(bis auf Umbennenung). Dieses System werden wir spiter mit N be-
zeichnen. Wir werden die Eindeutigkeit eines solchen Systemes bald
beweisen und die Rechenoperationen im néchsten Kapitel einfiihren.

Bemerkung. (a) Eine Teilmenge M von N mit e € M und v(n) € N
fiir alle n € M wird auch induktiv genannt.

11
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(b) Hinter (P1) verbergen sich mehrere Forderungen, insbesondere fol-
gende:

- v bildet von N nach N ab.

- v ist injektiv.

- Es ist e kein Nachfolger.
Diese Forderungen zusammen mit (P2) werden liefern, daf

- v: N — N\ {e} sogar bijektiv ist (s.u.).
Die vorangegangen vier Spiegelstriche werden manchmal als eigene
Axiome aufgelistet.
(c) Das Induktionsaxiom liefert eine Art mit ’..." umzugehen.
(d) In den Peano Axiomen ist die Forderung, dafl e kein Nachfolger
ist, wesentlich. Sie garantiert, daf§ die Menge unendlich viele Elemente
hat. Man kann eine endliche Menge N angeben mit ausgezeichnetem
Element e und einer injektiven Abbildung v : N — N, so daf} (P1)
und (P2) gelten (Ubung).

FOLGERUNG. Es geniige (N,e,v) den Peano Aziomen. Dann ist die
Abbildung v : N — N \ {e} bijektiv (d.h. e ist kein Nachfolger und
jedes andere Element von N ist ein Nachfolger) und es gilt v(n) # n
fiir alle n € N.

Beweis. Bijektivitdt. Es reicht zu zeigen, dafl v surjektiv ist.
Sei

M :={e}U{n € N : n ist ein Nachfolger d.h. es existiert m € N mit v(m) = n}.

Dann gilt also:

e€ M.

n € M impliziert v(n) € M (da jeder Nachfolger in M ist).
Aus (P2) folgt also M = N.
Es qilt v(n) # n fir alle n € N: Sei T die Menge der n € N mit
v(n) # n. Dann gilt e € T' (klar) und aufgrund der Injektivitiat von v
gilt auch, dass n € T impliziert v(n) € T. Damit ist 7" induktiv. i

Ende der 1. Vorlesung

Wir kommen nun zu einer wesentliche Konseqiinzen aus den Peano-
axiomen. Diese ist das Prinzip der vollstédndigen Induktion.

Prinzip der vollstdndigen Induktion. Sei (V, e, v) induktiv. Sei fiir
jedes n € N eine Aussage A(n) gegeben, sodaf gilt:

e A(1) ist wahr. (Induktionsanfang)

e Aus A(n) folgt A(n + 1). (Induktionsschluss)
Dann ist A(n) wahr fiir alle n € N.
Beweis. Sei T die Menge der n € N, so dafi A(n) wahr ist. Dann folgt
aus dem Induktionsaxiom und der Vorraussetzung, dal 7" = N. Das
ist gerade die Aussage. U
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Notation. Statt A(1) wahr’ und "Aus A(n) folgt A(n + 1) schreibt
man meist n =1"und 'n = n+1"

"Beispiel.” Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen S, := "}, k
ist gerade n(n + 1)/2.

Bew. n = 1: klar

n=>n+1: Spy1 = (n+1)+S, = (n+1)+(n+1)ni = (n+1)(1+nl) =
(n+1)(2+n)3.

Eine weitere wesentliche Konseqiinz der Peano Axiome ist die Moglich-
keit der rekursiven Definition. Um das auszufiihren, bedarf es einiger
Vorbereitungen. Dabei werden wir einige Folgerungen aus den Peano
Axiomen ziehen, die auch schon fiir sich von Interesse sind.

FOLGERUNG. (Menge der Zahlen, die grésser als n sind) Es geniige
(N,e,v) den Peanoaxiomen. Dann gibt es zu jedem n € N eine ein-
deutige Menge M, C N mit

(1) n & M,

(2) v(n) € M,

(3) Ist k € M,, so auch v(k).
Diese Mengen M, erfillen M, = N\ {e} und M, = M, \ {v(n)} fir
allen € N.

Beweis. Wir zeigen zunéchst Existenz und Eindeutigkeit von Mengen
M,, mit den angegebenen Eigenschaften (1), (2), (3). Sei T' die Men-
ge der Elemente n € N fiir die eine eindeutige Menge M,, mit den
gewiinschten Eigenschaften existiert. Wir zeigen, dafl T" induktiv ist.

Es gilt e € T
Ezistenz: Die Menge N \ {e} hat die gewiinschten Eigenschaften:

(1) e ¢ N\ {e}: Kklar.

(2) v(e) € N\ {e}: klar (dav: N — N\ {e}).

(3) ne N\ {e} = v(n) € M.: Kklar (dav: N — N\ {e})
Eindeutigkeit: Ist M, eine Menge mit den gewiinschten Eigenschaften,
so betrachten wir M := {e} U M,. Dann gilt e € M und n € M
impliziert v(n) € M (fiir n = e wegen (2) und fiir n # e wegen (3)).
Damit folgt also nach dem Induktionsaxiom M = N und damit M, =
N\ {e}. Das zeigt die Eindeutgkeit.

n € T impliziert v(n) € T:
Setze m := v(n).
Ezistenz: Wir betrachten die Menge M,, \ {m}. Diese Menge hat die
gewiinschten Eigenschaften:
(1) m ¢ M, \ {m}: klar .
(2) v(m) € M,\{m}: m =v(n) € M,, wegen (2),, alsov(m) € M,
wegen (3) angewendet auf M,,. Weiterhin v(m) # m (s.o0.).
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(3) l € M, \ {m} = v(l) € M, \ {m}: | € M,, impliziert v(l) €
M,,. Weiterhin v(l) # m = v(n), sonst n = | Widerspruch zu
Eindeutigkeit: Ist M;ﬂ eine Menge mit den gewiinschten Eigenschaften,
so erfiillt {m} U M die charakteristischen Eigenschaften der Menge
M,,:
(1) n¢ {mdUM :n#m=uwvn) (so.)und n ¢ M (da sonst
m = v(n) € M. Widerspruch zu (2),,.
(2) v(n) € {m} U M : Klar (da m = v(n)).
(3) 1 € {m} UM impliziert v(I) € {m} U M, : Fiir | = m wegen
(2),, und fiir I € M wegen (3),,.
Aufgrund der schon bewiesenen Eindeutigkeit gilt dann {m} U M, =
M, und damit also M = M, \ {m}. Das zeigt die Eindeutigkeit.

Die letzte Aussage wurde mitbewiesen. O

FOLGERUNG. (Menge der Zahlen, die kleiner gleich n sind) Es geniige
(N,e,v) den Peanoaziomen. Dann gibt es eine eindeutige Familie von
Mengen A, C N, n € N, mit

Ae={e} und A,y = A, U{rv(n)}.

Es qgilt n € A, fir alle n € N. Weiterhin gilt fiir beliebige k,n € N
noch Ay C A, falls k € A, und A,, C Ay falls k ¢ A,.

Beweis. Wir zeigen zunédchst Existenz und Eindeutigkeit solcher A,,:

Existenz. Seien M,, n € N, die Mengen aus der vorangehenden Fol-
gerung. Nach der vorangegangenen Folgerung gilt M, = N \ {e} und
M,y = M, \ {v(n)}. Dann erfiillen die Mengen A, := N \ M,

A. = {e}, sowie A, = A, U{r(n)}
fiir alle n € N.
Eindeutigkeit. Sei (A)), n € N, eine Familie von Teilmengen von N mit
Al = {e} und A;(n) =A U{r(n)}.SeiM :={ne N:A,=A} Dann
sieht man sofort, da} M induktiv ist, und es folgt die Eindeutigkeit.

Die Aussage n € A, folgt (mit der Fallunterscheidung n = e und n # e)
fiir alle n € N aus den charakteristischen Eigenschaften der A,,.

A, C A, falls k € A,:

Sei L die Menge aller n € N, fiir die gilt A, C A, falls k € A,,. Dann
gilt e € L sowie v(n) € L falls n € L. Damit folgt L = N, und es gilt
A, C A, falls k € A,.

A, C A falls k ¢ A,:

Wir miissen zeigen, dal M, C M, falls k € M,,. Es reicht zu zeigen, daf3
M, = My N M,. Dazu reicht es aufgrund der Eindeutigkeit zu zeigen,
dafl M ,; := M, N M,, die charakteristischen Eigenschaften von M)} hat.
Das folgt einfach:
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k¢ M, : k¢ M,

v(k) € M,: v(k) € My und v(k) € M, (da k € M, und M, der
Eigenschaft (3) geneugt.

1 € M;, = v(l) € M,: klar (da es fiir beide Bestandteile von M, gilt).

Damit ist die Folgerung bewiesen. O

Bemerkung. (a) Fiir die Menge A,, aus der Folgerung schreiben wir
meist {1,...,n}.

(b) Die Elemente von A, sind die 'Zahlen’ die ’kleiner oder gleich’ n
sind. Die Elemente von M, sind die Zahlen die ’grésser’ als n sind.
Tatséchlich kann man zeigen, daf3

r<y<= A, C A,

eine Ordnungrelation auf N definiert und sogar eine Totalordnung.
(Ubung. Es muss gezeigt werden, da y das einzige Element z ist mit
z € A, und v(z) € M,. Dazu betrachtet man die Menge L aller y € N
mit dieser Eigenschaft. Dann gehort offenbar e zu L. Weiterhin gehort
mit n auch v(n) zu L. Damit gilt die gewiinschte Eigenschaft fiir alle
y € N.) Beziiglich dieser Ordnungsrelation ist N wohlgeordnet, d.h. es
gilt, dafl jede nichtleere Teilmenge von N ein kleinstes Element besitzt.
(Ubung. Angenommen: M ist eine nichtleere Teilmenge von N, die kein
kleinstes Element besitzt. Zeige dann durch Induktion, dafl jedes A,
im Komplement von M liegt. Damit stimmt dieses Komplement mit
N iiberein und M ist die leere Menge.)

(c) Jede Menge, die genausoviele Elemente wie A,, hat, heiit n-elementig.

. oy . . . X . Ende der 2. Vorlesung
Rekursive Definition von Funktionen. Sei (NV, e, v) induktiv. Sei

X eine Menge und fiir n € N sei X" die Menge der Abbildungen von A,
nach X. Seien a € X sowie zu n € N\{e} Abbildungen V,, : X" — X
gegeben. Dann existiert eine eindeutige Funktion f: N — X mit

e f(1)=ua
e f(v(n)) = V,(f|a,). Hier bezeichnet f|4, die Einschrinkung
von f auf A, gegeben durch f|4, : A, — X, x — f(2).

Bemerkung. Das ist eine prizise Fassung von
X" = Menge der Tupel (f(1),..., f(n))

und
f)=a, fn+1)=Vo(f(1),.... f(n))
fir alle n € N.
Beweis. (Skizze) Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit eines solchen
f: Seien f und g zwei Funktionen mit den gewiinschten Eigenschaften.

Sei L :={n € N : f|a, = g|a,}. Dann ist L induktiv (einfach) und
muss also mit N iibereinstimmen. Das liefert die Eindeutigkeit.

Wir kommen nun zur Existenzaussage. Sei A(n) die Aussage:
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A(n) Es existiert eine eindeutige Funktion f, : A4, — X mit
fole) = aund f,(v(k)) = Vi(fula,) fir k € A, mit v(k) € A,.

Wir zeigen zunéchst durch Induktion, dafl A(n) fiir jedes n € N wahr
ist:
n = e: klar. (f.(e) = a.)
n = v(n):
Existenz: Definiere f, ) auf A, durch f, und setze es auf v(n) als
Vo(fn(1),..., fu(n)). Dann hat f,,) die gewiinschten Eigenschaften.
Findeutigkeit: Das ist einfach. (Auf A,, haben wir keine Wahl, da A(n)
wahr ist, und auf v(n) ist der Funktionswert nach der Vorschrift fest-
gelegt.)
Nun zeigen wir, dafl die f,,, n € N, miteinander vertréglich sind:
Seien k,n € N gegeben. Dann gilt (s.0.) A, C Ay oder Ay C A,,. Ohne
Einschrankung A,, C Ai. Aufgrund der Eindeutigkeit miissen dann f,
und f; auf A,, iibereinstimmen. Damit kann man dann die f,, zu einem
f auf N 'zusammensetzen’, indem man definiert

[N — X, f(n):= fu(n).
Dieses f stimmt auf jedem A, mit f;, iiberein und hat also die gewiinsch-

ten Eigenschaften. Il

Bemerkung. éhnlich wie man Funktionen rekursiv definieren kann,
kann man auch Mengen rekursiv definieren (siche Ubung).

Damit kénnen wir nun die schon angekiindigte Eindeutigkeit der natiirli-
chen Zahlen’ beweisen.

THEOREM. (Eindeutigkeit der natirlichen Zahlen) Es geniigen (N1, eq, 1)
und (N, e2,15) den Peano Aziomen. Dann gibt es eindeutige Abbildun-
gen k: Ny — Ny und [ : Ny — Ny mit

k(er) = ex und k(vi(n)) = va(k(n)) fir alle n € Ny
bzw.

l(eg) = €1 und l(va(n)) = v1(l(n)) fir alle n € Ns.
Es qilt lok =idy, und kol =1idy,. Damit sind also | und k bijektiv.

Zeichnung. Kommutatives Diagramm.

Beweis. Wir widmen uns zunéchst der Abbildung k:
Existenz von k: Das folgt durch rekursive Definition.

Eindeutigkeit von k: Seien k und k" Abbildungen mit der gewiinsch-
ten Bigenschaft. Sei M := {n € N; : k(n) = k'(n)}. Dann gilt nach
Definition e; € M und n € M impliziert v1(n) € M da

’

k(1 (n)) = va(k(n)) = va(K (n)) = K (1 (n)).
Damit folgt M = N; aus dem zweiten Peanoaxiom.

Analog konnen wir Existenz und Eindeutigkeit von [ beweisen.
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Wir zeigen nun [ o k = idy,: Sei S := {n € Ny : l o k(n) = n}. Dann
folgt ahnlich wie eben, dal S = Nj.

Die Aussage k ol = idy, lédsst sich analog beweisen. U

! Das vorangehende Theorem zeigt, dafl es (bis auf Umbenennung)
nur ein Triple (IV, e, v) gibt, das den Peano Axiomen geniigt. Wir be-
zeichnen dieses eindeutige Tripel ab jetzt als die natiirlichen Zahlen
und verwenden das Symbol N. Weiterhin schreiben wir dann (meist) 1
statt e und n + 1 statt v(n).

In gewissen Fillen wird es praktisch sein, noch ein weiteres Element 0
zur Verfiigung zu haben und mit Ny := N U {0} zu arbeiten. Auf Ny
zeichnen wir das Element 0 aus und definieren die Nachfolge Abbil-
dung vy auf N wie bisher und 0 + 1 = 1. Dann erfiillt (N, 0, ) die
Peanoaxiome. (Klar!)

Bemerkung. Wir kénnen nun N mit einer Addition und einer Multi-
plikation versehen geméss:

Addition : n+m: Fiir jedes feste n € N definieren wir die Abbildung
S, : N — N rekursive geméss

Sp(l)=n+1:=v(n)und S,(v(m)) :=v(n+m).
Dann liefert S,,(m) eine prizise Fassung des bisher nicht definierten
n+m.
Multiplikation : kn: Fiir jedes feste n € N definieren wir die Abbil-
dung M,, : N — N rekursiv gemaéss

M, (1) = nund M,(v(m)) := M,(m) + n.
Wir setzen kn := M, (k).

Weiterhin setzen wir 0 +n = n = n + 0 sowie On = n0 = 0 fir alle
n e No.

Es ist dann moglich zu zeigen, dafi Addition und Multiplikation den
iiblichen Regeln geniigen. Wir werden darauf im néchsten Abschnitt
(auf andere Art) eingehen. Hier geben wir aber schon einige Anwen-
dungen:

e Die Funktion N — N, n — n! (n-Fakultit) wird definiert

durch
I'=1und (n+ 1)!'=(n+1)nl
Damit ist sinngeméss n! =1-2 - ... - n. Zweckmaéssig: 0! = 1.
e Fiir a € N wird die Funktion N — N, n +— a" definiert durch
a'i=a, a"=a-a"

Zweckmiissig: a® 1= 1.
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e Zu jedem k € A, U {0} existiert ein eindeutiges m € Ny mit
k 4+ m = n. Wir schreiben dann auch n — k fiir m.

Bew. Sei L die Menge der n € N, fiir die A,, die behauptete
Eigenschaft hat. Dann gehort 0 zu L. (Denn 0 + 0 = 0 und
04+n =mn # 0 fir alle n € N. Weiterhin gehort mit n auch
v(n) zu L: (Ubung. Sei k € A,,). Zu zeigen Existenz und
Eindeutigkeit eines m mit k +m = v(n).

Eristenz: Falls k € A,,, gibt es m’ mit k +m' = n und wir
withlen m := v(m'). Falls k = v(n) setzen wir m := 0.

Findeutigkeit: Es gelte k +m = v(n). Ist m = 0 so folgt
k = v(n). Damit ist dann m = 0 die einzige Losung (denn
k + n € M, wie eine einfache Induktion zeigt und M}, enthélt
k nicht.)

Andernfalls ist m ein Nachfolger, also m = v(l). Dann gilt
k+v(l) =v(n), also v(k +1) = v(n) also k + 1 = n. Wegen
n € L ist dann [ eindeutig bestimmt und damit auch m = v(1).

e Die Anzahl der Teilmengen einer n-elementigen Menge ist ge-
rade 2". (vgl. Ubung)

Bew. n = 1: Es gibt zwei Teilmengen: die leere Menge und
gesamte Menge.

n = n + 1: Sei eine Menge M mit n + 1 Elementen ge-
geben. Sei p eine Element von M. Dann gibt es genausoviele
Teilmengen, die p enthalten, wie Teilmengen die p nicht ent-
halten (!). Es gibt 2" Teilmengen von M, die p nicht enthalten
(also Teilmengen der n elementigen Menge M \ {p} sind). Ins-
gesamt gibt es also 2 x 2" = 2""! Teilmengen. (Zeichnung: n
weisse Kugeln und eine schwarze Kugel.)

Weitere Beispiele in der Ubung. Ende der Bemerkung.

Mittels Rekursiver Definition kénnen wir auch ) und [] definieren.
Das wird spéter oft niitzlich sein. Daher gehen wir nun darauf ein.

Definition von []:

Ziel: Préazise Version von HZ:I ap = Qp, . ..0a7.

Sei K eine Menge mit einer Verkniipfung - (Beispiel: K = N,Z,Q, R).
Seien a, € K, n € N gegeben. Wir definieren dazu den Ausdruck
[ 15—, ax rekursiv durch

1 n+1 n
Hak = aq und H Q"= Qki1 Hak
k=1 k=1 k=1

(Die Funktion f : N — K, f(n) := [[,_, ax, wird also durch die
Bedingungen f(1) = ay und f(n+1) = a1 f(n) =: V,(fa, ) festgelegt.)
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Spezialfall: Sind alle ay = ¢ € K so setze man

¢"=]]e
k=1

Dann gilt also
1 n

¢ =q¢,q""" =qq".
Definition von ) :
Ziel: Prizise Version von Y ,_, ax = a, + - + a;.
Sei K eine Menge mit einer Verkniipfung + (Beispiel: K = N, Z, Q, R).
Seien a, € K, n € N gegeben.
Wir definieren dazu den Ausdruck ), ax rekursiv durch

n+1 n

1
E ar = a; und g ap = Qpy1 + E ag.
k=1 k=1 k=1

(Die Funktion f: N — K, f(n) = Y,_, ax wird also durch die Be-
dingungen f(1) = a; und f(n+1) = api1+f(n) =: Vo(fa,) festgelegt.)
Spezialfall: Sind alle a = ¢ € K so setzt man

ng = Z q.
k=1

Dann gilt also
lg=q,(n+1)g=q+ng.

Ende der 3. Vorlesung






KAPITEL 2

Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen sind charakterisiert durch das Zusammenspiel von
drei Strukturen:

e Korperaxiome (’Arithmetik’)

e Anordnungsaxiome (’<’)

e Vollsténdigkeitsaxiom (’Existenz von Suprema und Infima’)

(Liefert Existenz von Grenzwerten)

Die natiirlichen Zahlen lassen sich als Teilmengen der reellen Zahlen
auffassen und erben entsprechend Arithmetik und Anordnung. Dar-
um geht es in diesem Kapitel. Insbesondere werden wir dabei folgende
Zeichnung rechtfertigen:

Zeichnung. Linie mit

- 0 und Spiegelung (fiir Inversion im Korper),
- Positiv- und Negativteil (fir Ordnung)

- ohne Liicken (fiir Vollstandigkeit).

sowie

- natiirlichen Zahlen.

1. Die Korperstruktur
Die reellen Zahlen mit Multiplikation und Addition sind ein Koérper:

DEFINITION. (Kdérper) Eine Menge K zusammen mit den Verkniipfun-
gen
K x K — K,(x,y) — z+y (Addition)
und
Kx K — K, (z,y) — x -y (Multiplikation)
heifst Korper, wenn folgende Axiome gelten:
Aziome der Addition:
(A1) Assoziativgesetz: x + (y+2) = (v +y) + 2z fir alle x,y,z € K.
(A2) Kommutativgesetz: x +vy =y + x fir alle x,y € K.
(A3) Ewxistenz der 0: Es gibt ein 0 € K mit x40 =z fir alle x € K.
(A4) Ezistenz des Negativen: Zu jedem x € K existiert ein —x € K
mit x + (—x) = 0.
Axiome der Multiplikation:
(M1) Assoziativgesetz: x - (y - z) = (z - y) - z fur alle z,y,z € K.
(M2) Kommutativgesetz: x -y =y - x fir alle x,y € K.

21
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(M3) Ezistenz der 1: Es gibt ein 1 € K mit 1 # 0 und x-1 = x feur
alle v € K.
(M4) Ezistenz des Negativen: Zu jedem x € K mit x # 0 existiert
einx ' € K mit xa~' = 1.
Distributivgesetz:
(D1) Distributivgesetz: x(y + z) = xy + xz fir alle x,y,z € K.

Bemerkung. Man kann diese Definition auch so fassen: (K, +) ist ei-
ne kommutative Gruppe mit neutralem Element 0. (K \ {0}, ) ist eine
kommutative Gruppe mit neutralem Element 1. Es gilt das Distribu-
tivgesetz x(y + 2) = zy + zz fir alle x,y, 2z € K.

1

Notation. z — y statt  + (—y), x/y statt z - y~! und zy statt x - y.

Beispiel - (Kleinster Korper) Fy; = {0,1} mit Addition 0 + 0 =
0,0+1=14+0=1,1+1= 0 und Multiplikation 0 -1 =1-0 = 0,
1-1=1und 00 = 0 ist ein Korper. Es handelt sich gerade um das
"Rechnen modulo zwei’. Dabei steht 1 fiir alle ganzen Zahlen, deren Rest
bei Division durch gerade 1 ist (ungerade Zahlen) und 0 fiir alle ganzen
Zahlen, deren Rest bei Division durch 2 gerade 0 ist (gerade Zahlen).
Die Rechenregeln lassen sich dann verstehen als gerade + gerade =
gerade, gerade + ungerad = ungerade..... Allgemeiner liefert Rechnen
modulo N einen Korper, falls NV eine Primzahl ist (siehe Algebra).

’Beispiele.” C, Q, R.

PROPOSITION. (Charakteristische Eigenschaften des Inversen) Sei (K, +,-)
ein Korper. Dann gilt:

(a) y — x ist die eindeutige Losung z von x + z = y. Insbesondere sind
das Inverse bzgl. der Addition zu einem x und das neutrale Element
der Addition eindeutig bestimmt. Gilt x +y = 0 fir z,y € K so ist
r=—yundy = —x.

(b) x/y ist die eindeutige Losung z von zy = x. Insbesondere ist das
Inverse bzgl der Multiplikation zu einem y # 0 und das neutrale Ele-
ment der Multiplikation eindeutig bestimmt. Gilt xy = 1 fiir x,y € K,
sogilt v =y ' undy =21

Beweis. (a) Lisung: v+ (y—=x) = (y—x)+x =y+(—x+2) =y+0=1y.
Bindeutig: v = y+z = v -y =y+2)—y=-y+y+z) =
(—y+y)+z2=0+z2==z
(b) ahnlich wie (a).

U

PROPOSITION. (Rechnen mit 0 und 1) Sei (K,+,-) ein Korper. Dann
qgilt:

(a) Es gilt 0 = —0 und 1 =171,

(b) 0x =0 fir alle x € K.
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(c) (—1)x = —x fir allex € K.
(d) (—z)(—y) = xy fir alle x,y € K.

Beweis.

(a) Es gilt 0 =0+ 0 und 1 = 1-1. Damit folgt die Aussage aus der
vorigen Proposition.

(b) 0z = (04-0)z = 0z+0x. Nun Addieren von —0z auf beiden Seiten...

(c) Es ist zu zeigen, dafl z := (—1)x das Inverse von x (bzgl. Addition)
ist:
ztrx=(-lz+z=(-1)z+1lr=(-1+1)z =0z =0 (nach (c)).
(d) Ubung ( Reicht zu zeigen (—1)(—1) = 1. Das ist klar nach (c).)

U

FOLGERUNG. (Vertauschen der Inversionen) Sei (K, +,-) ein Korper.
Dann ist fiir jedes x # 0 auch —x # 0 und es gilt (—x)™ ' = —x~ L.

Beweis. Fiir x # 0 gilt auch —z #0 (sonst c =2 +0=xz+ (—z) =0
Widerspruch). Weiterhin gilt

(—2)(—z ) = (—x)(-D@ ) = (-(-2)a ' =z =1.

Damit folgt (s.0.) (—z)™t = —z7L.
U

Bemerkung. Ist (K, +,-) ein Korper und z € K mit x # 0, so liefert
rekursive Definition eine eindeutige Abbildung

J:N— K mit J(1y) =z und J(n + ly) = J(n) + = fiir alle n € N.

Wir definieren dann: n -z := J(n). Als Beispiel kénnen wir K = F
und x = 1 betrachten. Dann gilt fiir J : N — Fy, n — nlp,

J(n) =0 falls n gerade d.h. n = 2k fiir ein k € N
und

J(n) =1 falls n ungerade d.h. n = 2k + 1 fiir ein k € N.
Die folgenden beiden wichtigen Formeln gelten in jedem Korper.

PROPOSITION. (Geometrische Summenformel) Sei K ein Korper und
x,y € K. Dann gilt fir jedesn € N und x # y

" —y" Zxky(nl Zykznlk

Inbesondere gilt fiir ¢ # 1 und n € Ny die Formel

1—g""
Zq B l—q
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Beweis. Wir rechnen

n—1 n—1 n—1
(LC - y) Z xky(nfl)fk _ Z karly(nfl)fk . Z xkynfk
k=0 k=0 k=0

n n—1
(Teleskopsumme) = Z T Z T
k=1 k=0

Die zweite Gleichheit folgt durch Vertauschen von z und y. Das 'Inbe-
sondere’ folgt mit v =1 und y = q # 1. O

Bemerkung. Man kann die geometrische Summenformel auch durch
Induktion beweisen. (Ubung).

PROPOSITION. (Binomischer Satz) Sei K ein Korper,n € Nundz,y €
K. Dann gilt

n

(w+y)" =Y (nk)ay"*

k=0
mat
(n k) := Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n elementigen Menge.
Diese Zahlen (n k) erfillen die Rekusionsformel
(mk)+ (nk—1)=(n+1k).

Beweis. Die Rekursionsformel folgt direkt: Sei eine n + 1 elementi-
ge Menge gegeben. Sei ein Element p aus dieser Menge fixiert. Dann
gibt es (n k — 1) k-elementige Teilmgenen die p enthalten und (n k)
k-elementige Teilmengen, die p nicht enthalten. (Zeichnung: n weisse
Kugeln und eine schwarze Kugel....)

Ende der 4. Vorlesung Nun folgt die Aussage iiber (z + y)" durch Induktion:
n = 1: Klar.

n = (n + 1): Direkte Rechnung liefert
@+ = @+ya+y)”

An) = (z+y)> (nk)aty "
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(Dabei folgt die letzte Gleichung aus der Induktionsannahme fiir n.)

Damit konnen wir weiter rechnen
n

_ Z(n k)$k+1yn_k + Z(n k).iEkyn_k+1
k=0 k=0
n+1 n
(k—k—1) = 3 (nk—1Dary 43" (nk)aky ++!

k=1 k=0

(Rekursion) = 2"t + Z(n + 1 k)ahyn Tt 4yt
k=1
n+1
= Z(n + 1 k)aFym =,
k=0
Damit ist der Beweis abgeschlossen. U

Bemerkung. (a) Alternative Deutung: ’Ausmultiplizieren’ von

(z+y)" =@+y)(z+y) - (z+y)
und bestimmen, wie oft 2%y"~* vorkommt.

(b) Es gilt (n k) = k,(%k), (Bew. Induktion und Rekursionsformel.
Beachte dabei, dafl man zunéchst dem Quotienten a/b fiir natiirliche
Zahlen einen Sinn geben muss, etwa durch a/b = ¢ genau dann wenn

¢ € N die Gleichung m bc = a erfiillt.)

2. Die Ordnungsstruktur

Wir kommen nun zu einer weiteren Struktur auf R, der Ordnungsstruk-
tur.

DEFINITION. Ein Korper K zusammen mit einer ausgezeichneten Men-
ge K*, den sogenannten positiven Elementen, heifst angeordnet, wenn
die folgenden Figenschaften (Ordnungsazxiome) gelten:

(01) K = KTU{0}U{—x : x € KT}, wobei die Vereinigung disjunkt

15t.

(02) z,y € K impliziert x +y € K.

(03) z,y € K impliziert vy € K.
Die Elemente v € K mit —x € K heissen dann negativ. Die Elemente
aus KT U {0} heissen auch nicht negativ.

Bemerkungen. (a) Die Struktur einer Anordnung auf einem Korper
ist ‘'mehr’ als die Struktur einer Ordnung (s.u.).

(b) ’Q und R’ sind angeordnet.

(c) Fy ldsst sich nicht anordnen. (Denn 1 = —1.) C l&sst sich nicht
anordnen.

Notation. K angeordneter Korper. Wir schreiben
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x>yodery<zfallsz —ye K.
x>yodery <z fallsx —y e KT U{0}.

FOLGERUNG. (< liefert eine totale Ordnung) Sei K ein angeordneter
Koérper.
(a) Sind x,y,z € K mitx <y undy < z so gilt x < z.
(b) Gilt fir x,y € K sowohl x <y als auch y < x so folgt v =y.
(c) Fir xz,y € K gilt dann genau eine der drei folgenden Aussagen:
o <y.
oy < .
e =y.

Beweis. (a) Zu zeigen z —x € KTU{0}. Das folgt aus (02) in folgender
Weise:

z—z=z+(—y+y —x=(z-y)+(y—x)e K U{0}.
(c) Das folgt sofort aus (c), kann aber auch auf folgende Weise bewiesen
werden: Fiir z,y mit z < ynd y < x gilt x —y € Kt U {0} und
y—x € Kt U{0}. Damit folgt
r—ye(KTu{0})Nn({-2z:2¢€ K*})u{0} ={0}.
Dabei folgt die letzte Gleichheit aus (O1).
(c) Das ist lediglich eine Umformulierung von (O1). O

Bemerkung. Eine Relation < auf einer Menge B heifit Totalordnung,
wenn gilt
e [s ist < transitiv.
e Fiir alle 2,y € B gilt genau eine der drei folgenden Aussagen:
r<y,r=yy <z

In diesem Fall ist z <y :<= = < y oder x = y eine Ordnung auf B.

Wir untersuchen nun wie die Anordnung mit Bilden des Inversen ver-
traglich ist.

PROPOSITION. (Inversion und Quadrate) Sei K ein angeordneter Korper.
Dann gilt:

(a) x <y <= —x > —y. Insbesondere v < 0 <= —x > 0. .

(b)r € Kt < 2z e K*.

(c) 2* € KT fiir alle v # 0. Insbesondere 1 =1-1 > 0.

Beweis.
(a) x < y bedeutet gerade y — z € K*; —x > —y bedeutet gerade
—x +y € K. Das 'Insbesondere’ folgt mit x = z und y = 0.

(b) z € KT, insbesondere * # 0. Angenommen z~' ¢ KT. Dann
—z~' € K*. Damit —1 = z(—2~') € K. Damit 1 = (—1)(-1) € K.
Also 1 € Kt und (—1) € K*. Widerspruch zu (O1).
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(c) folgt aus 22 = zx = (—z)(—z),dafirz #0z € K™ oder —z € K+
gilt.
U

Wir kommen nun zu einigen niitzlichen Rechenregeln.

PROPOSITION. (Rechenregeln) Sei K ein angeordneter Korper. Dann
qgilt:

(a)z <y, o<y =uo+2' <y+vy.
(b)a<bundz>0= axr < bx

(¢)a<bundzr <0 = ax > bz.
(d)0<a<bund0<z<y= azr <by.

(e)0<z<y<—= 0<y <zl
Beweis. (a) @hnlich wie (a): Es gilt nach (02):
+y)—(@+a)=y—a)+ —2)e K"

(b) bx —ax = (b—a)x € K.
(c) a < b bedeutet b —a € K. x < 0 liefert —z € K nach voriger
Proposition. Damit gilt also

ar —bx = (a —b)x = (=1)(a —b)(=1)z = (b—a)(—x) € K.

(d) by —ax=by —bx +br —ar =bly —z) + x(b—a) € K.
(e) =>: Nach vorangegangener Proposition gilt 7!, y~! € K*. Damit
kénnen wir 0 < x < y mit 2~ 'y~! 'Durchmultiplizieren’ und erhalten

die Behauptung.

Die umgekehrte Richtung folgt dann durch Ersetzen von x durch z7!

und y durch y—1. O

FOLGERUNG. 0 <z <y, ke N = 0 < 2F < ¢*.

In allen angeordneten Korper gilt die folgende Bernoulli Ungleichung.
Um sie zu formulieren, brauchen wir noch eine kleine Vorbereitung:
In einem Koérper K konnen wir nx mit n € N und x € K rekursiv
definieren durch 1yz = z und (n + 1)z := nx + =.

PROPOSITION. (Bernoulli Ungleichung) Sei K ein angeordneter Kérper.
Dann gilt fir x > —1 und n € N

(14+2)" > 1+ nax.

Beweis. Induktion nach n.
n=114+z=1+x.
n—n-+1:

Ende der 5. Vorlesung



28 2. DIE REELLEN ZAHLEN

1+z)" = (1+z)(1+2z)"
(A(n), 1+22>0) > (1+z)(1+n)
= 1+ (n+ 1)z + na?
(Kleine Induktion zwischendurch ;-) > 1+ (n+ 1)x.

0

Bemerkungen. (a) Fiir z > 0 folgt das natiirlich aus dem binomi-
schen Satz. Denn (z + y)" = >_,_,(n k)z"y"* hat nur nichtnegative
Summanden.

(b) Wie ist die Lage fiir —2 < 2 < —1? (Ubung)

In einem angeordneten Korper konnen wir den Betrag definieren durch

z : x>0
|]: K — KT u{0},|z| := 0 : z=0
—x = x<0.

Der Betrag beschreibt so etwas wie eine Lange. Das Bilden des Betrages
ist in gewisser Weise mit Addition und Multipliktion vertréglich:

PROPOSITION. (Betrag und Multiplikation) Ist K ein angeordneter Korper,
so qilt fir alle x,y,z € K

|2l =]-2|
o |1/z| =1/|x| (falls x #0).
o [zy| = |x|ly]
Beweis.  Es gilt |z| = | — z|. Das folgt leicht durch Fallunterscheidung.

FEs gilt |1/x| = 1/|z|. Das ist klar fir z > 0. Fiir 2 < 0 gilt —2 > 0 und
27! < 0 und damit

el = o] " = |~ o] = (—2)" 2 2 = |a" | = [1/a].

Es gilt |xy| = |z||y|. Gilt x = 0 oder y = 0, so folgt die Aussage sofort.
Die iibrigen Fille folgen einfach durch Fallunterscheidung (4 Fiélle).
Etwa:

x> 0,y > 0: Dann gilt zy > 0 und damit |zy| = xy = |z|]y|.

x < 0,y > 0: Dann gilt —y > 0. Damit folgt unter Anwendung des
schon gezeigten:

2yl = |(=Day| = [2(—y)| = |z]| — y| = |[|y].
etc. U

PROPOSITION. (Dreiecksungleichung) Ist K ein angeordneter Korper,
so qilt fir alle v,y,z € K

2| = [ = z[ und — 2] < 2 <[]
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und
lz 4+ y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung)

also insbesondere
l|lz] = |yl|| < |z —y| (2. Dreieckungleichung).

Beweis. —|z| < z < |z: Fiir z = 0 ist die Aussage klar. Fiir z > 0 folgt
die Aussage leicht. Fiir z < 0 kénnen wir —z betrachten und erhalten
die Aussage.

Es gilt |x +y| < |z + |y|: Reicht z.z. x +y < |z| + |y| und —(z +y) <
[ +[yl.

Nun gilt aber aufgrund des schon gezeigten: z, —x < |z| und y, —y <
ly|. Addieren unter Verwendung der Rechenregeln liefert die Aussage.
Zum ’Insbesondere’: Aus |z| = |z —y+y| < |z —y|+]y| folgt |z]| —|y| <
|z — y| dhnlich folgt auch |y| — |z| < |y — z|. O

In einem angeordneten Korper K konnen wir ebenso induktiv Mini-
mum und Maximum von endlichen Mengen M definieren:

Ist M eine Menge in K mit einem Element m so definieren wir max M =
m und min M = m.

Sei nun M eine Menge in K mit n + 1 Elementen, also M = M’ U
{m} mit einer n elementigen Menge M . Dann definieren wir max M
durch max M := m falls m > maxM und max M := max M falls
m < max M und min M durch min M = m falls m < min M’ und
min M = min M’ falls m > min M.

3. Ordnungsvollstindigkeit

Wir kommen nun zur dritten Eigenschaft der reellen Zahlen, der Ord-
nungsvollstandigkeit. Auf dieser Eigenschaft beruhen die Aussagen iiber
Grenzwerte in der Analysis.

DEFINITION. (Beschrinkte Mengen) Sei K ein angeordneter Korper
und M C K nichtleer.

(a) Es heifit S € K eine obere/untere Schranke von M, wenn m < S
/m>S firalleme M.

(b) Hat M eine obere/untere Schranke, so heifst M nach oben / unten
beschrinkt. Hat M obere und untere Schranke, so heifst M beschrdnkt.

Wir fragen nun nach kleinsten oberen / grossten unteren Schrianken.

DEFINITION. Sei K ein angeordneter Korper und M eine nach oben
Junten beschrankte Menge in K. Eine obere /untere Schranke S von M
heifst dann Supremum /Infimum, wenn fir jede weitere obere / untere
Schrankte S" gilt S < S" /S > 8". Ist S ein Supremum / Infimum mit
S € M, so wird es als Mazimum / Minimum bezeichnet.
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Wichtig. (a) Das Supremum/Infimum einer beschriikten Menge muss ~Fnde der 6. Vorlesung
nicht existieren (so hat zum Beispiel in Q hat die Menge {z € Q : 2 <
2} keine Supremum. siehe Ubung.).

(b) Wenn ein Supremum / Infimum existiert, ist es eindeutig:
(Bew. S, 8" Suprema von M. Dann gilt S < " und S’ < S also § = 5".)

Notation. Wir schreiben sup M bzw. inf M fiir das Supremum bzw
Infimum einer Menge (falls existent).

PROPOSITION. (Charakterisierung Supremum) Sei K ein angeordneter
Kérper und Menge eine Menge in K. Das Supremum der Menge M ist
dadurch charakterisiert, daf$ gilt

e m < S fir allem € M. (S ist obere Schranke)

o Flirjedese > 0 gibt es einm € M mit S—e < m. (Jede kleine-
re Zahl ist NICHT Schranke d.h. jede Schranke ist mindestens
S)

Fiir das Infimum gilt entsprechendes (!).

Beweis. Das ist eigentlich nur eine einfache Umformulierung der De-
finitionen: Es ist S Supremum von M, wenn es eine obere Schrankte
von M ist und jede weitere obere Schranke nicht kleiner als S ist. Das
bedeutet, dal S Supremum ist, wenn es eine obere Schranke ist und
jede kleinere Element nicht obere Schranke ist. U

Damit kénnen wir nun die dritte Eigenschaft der reellen Zahlen defi-
niere.

DEFINITION. FEin angeordneter Korper heif$t ordnungsvollstindig, wenn
jede nach oben beschrdnkte Menge ein Supremum besitzt und jede nach
unten beschrdinkte Menge ein Infimum besitzt.

Bemerkung. Besitzt in einem angeordneten Korper jede nach oben
beschrénkte Menge ein Supremum, so besitzt auch jede nach unten
beschrankte Menge ein Infimum. (Ubung. Nutzt inf M = — sup(—M)).

4. Die Charakterisierung

THEOREM. (Charakterisierung von R). Es ist R der (bis auf Umbenen-
nung) einzige angeordnete, ordnungsvollstindige Korper.

Beweis. Es ist Existenz und Eineutigkeit zu zeigen. Wir geben nur eine
sehr grobe Skizze:

FExistenz. Natiirliche Zahlen werden mit Addition und Multiplikation
versehen; dann Grothendiek Konstruktion fiir (N, +). Das liefert (Z, +).

Tatséchlich kann man auch die Multiplikation fortsetzen in der offen-
sichtlichen Weise. Nun Grothendieck Konstruktion auf (Z\ {0}, -). Das
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liefert (Q, -). Tatsdchlich kann man auch die Addition fortsetzen. Das
liefert (Q, -, +). Nun Vervollsténdigen.

Eindeutigkeit. Konstruiere Abbildung von Q in die rationalen Zahlen
des Vergleichkorpers. Setze diese Abbildung fort. O

Zeichnung. Linie, 0, positive, negative Zahlen, Spiegelung. Keine Liicken!

Wir konnen die natiirlichen Zahlen in natiirlicher Weise als eine Teil-
menge von R auffasssen.

PROPOSITION. (Natiirliche Zahlen als Teilmenge von R) Sei J : N —
R die eindeutige Abbildung (s.o.) mit

J(1) = 1g und J(n+ 1) = J(n) + 1 fir alle n € N.

Dann ist J injektiv. Weiterhin ist J(N) abgeschlossen under Bildung
von Summen und Produkten (d.h. mit a,b € J(N) gehoren auch a + b
und ab wieder zu J(N)).

Beweis. Injektivitit: Sei
L:={neN:J(n)# J(m) fur alle m # n}.

Wir zeigen, dafl L induktiv ist:
Voriiberlegung: Es gilt J(n) > 0 fiir alle n € N.
Bew. Induktion (J(1) =1g >0, J(n+1) = J(n) + 15 > 0.)
Es gilt e € L. Sei m # e. Dann gilt m = k + 1 fiir ein k£ € N. Damit
folgt

J(m)=J(k+1)=Jk)+1g = J(k)+ J(1) > J(1).
Dabei verwenden wir im letzten Schritt die Voriiberlegung. Mit J(m) >
J(1) folgt J(m) # J(1).

n € L impliziert n+1 & L. Sei m # n + 1.

Falls m = 1 so gilt nach dem schon bewiesenen J(m) # J(n + 1) (da
n+1#1).

Falls m # 1, so gilt m = k + 1. Wegen m # n + 1 und der Injektivitét
der Nachfolgeabbildung folgt k # n. Damit konnen wir unter Nutzen
von J(n) # J(k) rechnen:

Jm)=Jk+1)=Jk)+1g # J(n)+ 1g = J(n+ 1).
Das liefert die Behauptung.

Abgeschlossenheit unter Addition. Sei
L:={neN:Jn)+ J(m)ec J(N) fir alle m € N}.

Danngilt 1 € Lda J(1)+J(m) = 1g+J(m) = J(m)+1g = J(m+1) €
J(N). Weiterhin gilt n € L = n+1 € L, denn

Jn+1)+J(m)=Jn)+1g+J(m)=J(n)+ J(m+1) € J(N),

wobei n € L fiir die letzten Schritt genutzt wurde.
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Abgeschlossenheit unter Multiplikation. Analog. Sei
L:={neN:Jn)J(m)e J(N) fir alle m € N}.

Dann gilt 1 € L da J(1)J(m) = 1gJ(m) = J(m) € J(N). Weiterhin

git ne L= n+1¢c L, denn

J(n+1)J(m) = (J(n)+1g)J(m) = J(n)+1gJ(m) = J(n)+J(m) € J(N),

wobei Abgeschlossenheit unter Addition im letzten Schritt genutzt wur-
de. O

Die vorangegangene Proposition bietet die Moglichkeit auf den natiirli-
chen Zahlen eine Multiplikation und eine Addition einzufiithren geméss

n+m:=J(J(n)+J(m)), nm:=J (J(n)J(m)).
Es gilt dann (Ubung. Nutzt Injektivitéit von J.):

n+1=wv(n) sowie n + v(m) = v(n +m) fir alle m € N.
In = n sowie v(k)n = kn + n fir alle k € N.

Damit handelt es sich genau um die in einer Bemerkung des letzten
Kapitel schon einmal kurz angedeutete Addition und Multiplikation.
Aus den entsprechenden Eigenschafter der Addition und Multiplikation
auf R folgen sofort Associativitdt, Kommutativitat der Addition und
Multiplikation auf N sowie das Distributivgesetz

(n4+m)k = nk + mk.

Wichtig! Wir werden im folgenden immer N als mit dieser Multiplika-
tion und Addition ausgestattet voraussetzen und (oft) nicht zwischen
N und J(N) unterscheiden.

Neben den natiirlichen Zahlen bilden noch die ganzen Zahlen
Z:={n:neN}u{0}u{—n:neN}
und die rationalen Zahlen

@::{%:n,mez,m#O}

wichtige Teilmengen der reellen Zahlen.

Gute Nachricht. Ab jetzt ’diirfen’ wir in N, Z, Q und R rechnen, wie
wir es gewohnt sind. Dann wir haben die entsprechenden Obejekte und
Rechenreglen eingefiihrt bzw. bewiesen.

Nach Hause nehmen: R charakterisiert durch Zusammenspiel von
drei Strukuren: Korper, Anordnung, Ordnunsvollstdndigkeit. Die natiirli-
chen Zahlen, die ganzen Zahlen und die rationalen Zahlen bilden Teil-
mengen von R (die unter gewissen Operationen abgeschlossen sind).
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Wir zeigen nun die Existenz von Wurzeln nichtnegativer reeller Zahlen.
Diese Existenz beruht wesentlich auf der Ordnungsvollstéandigkeit. Sie
gilt nicht im Korper der rationalen Zahlen (s.o.).

THEOREM. (Ezistenz k-ter Wurzeln) Sei k € N. Dann ezistiert fir
jedes x > 0 ein eindeutiges y > 0 mit y* = x. Man definiert {/x :=y.
Es gilt §/x < ¥/y falls v < y.

Beweis. Der Fall x = 0 ist klar. Wir betrachten nur noch x > 0.
Bindeutigkeit: Sei y* = y*. Ist y # ¥, so kénnen wir ohne Einschrink-
tung annehmen y < 7. Das fiihrt auf y* < 7*. Widerspruch.

Erxistenz: Sei M := {z > 0 : zF < x}. Dann ist M beschrinkt (Falls
x < 1ist 1 eine Schranke. Falls z > 1 ist = eine Schranke.) Ausserdem
ist M nichtleer (0 € M). Damit hat M ein Supremum S. Wir zeigen
Sk =z, indem wir S* < z und S* > 2 zum Widerspruch fiihren.

Angenommen S* < x: Wir zeigen, dal dann auch (S + &) < z fiir
geniigend kleine € > 0. Widerspruch zu S obere Schranke.

Hier sind die Details: D := x — S* > 0. Sei nun € > 0 mit
E—1
0<> (kDS'(e) <z—S*=D.
1=0
Dann gilt

k
(S+e)f = Z(S N
=0
k—1
= SF ) (k)S'(e)*!
=0
< S*+D

= X.

Angenommen S* > x: Wir zeigen dhnlich wie im ersten Fall, dafl dann
auch (S —¢)* > x fiir alle geniigende kleinen ¢ > 0. Dann ist also S — &
eine obere Schranke von M und, offenbar, kleiner als S. Widerspruch:
S kleinste obere Schranke.

Monotonie: Sei & < y. Nach der gezeigten Eindeutigkeit ist /z # /y.
Wiire {/z > {/y, so folgte z = ()¥ > ()* = y. Widerspruch. O

Fiir rationale Zahlen a = m/n mit m,n € N und > 0 kann man dann
definieren ) )

= (™) = (xn)™.
Das ist wohldefiniert i.e. es gilt die zweite Gleichung und es héangt nicht
von der Darstellung der rationalen Zahl ab. Fiir reelles s > 0 und z > 0
definiert man dann

z®:=sup{z?:qeQ:0<q<s}
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Auch das ist wohldefiniert i.e. stimmt fiir rationale s mit der schon
gegebenen Definition {iberein. Schliesslich definiert man fiir @ > 0 und
z > 0 noch

—a 1
xr = —.
xa
Dann kann man folgende Rechenregeln zeigen:
.CL’bSUc — xb+c
(mb)c — xj)c
Y’ = (xy)°.

fiir z,y > 0 und b, ¢ reell. Wir werden diese Definitionen und Rechen-
regeln spater als Nebenprodukt erhalten. Darum geben wir hier keine
weiteren Details.

Bemerkung. Der Ausdruck 0° stellt ein Problem dar:

a’ =1 fiir alle a > 0. Das suggeriert 0° = 1.

0° = 0 fiir alle s > 0. Das suggeriert 0° = 0.

Daher muss man diesen Fall getrennt und kontextabhéngig behandeln.



KAPITEL 3

Archimedisches Axiom und
Intervallschachtelungsprinzip

Die Ordnungsvollstindigkeit von R ist von entscheidender Bedeutung
fiir alle weiteren Untersuchungen. Sie kann in zwei Aspekte 'zerlegt’
werden, ndmlich Giiltigkeit des Archimedischen Axiom und Konvergenz
gewisser Folgen. Eine Moglichkeit, Konvergenz von Folgen zu fassen,
liefert das Intervallschachtelungsprinzip. Das behandeln wir in diesem
Abschnitt. Ausfithrliche weitere Untersuchungen zu Konvergenz von
Folgen finden sich im kommenden Kapitel.

1. Das Archimedische Axiom

In diesem Abschnitt lernen wir noch eine weitere Eigenschaft der re-
ellen Zahlen kennen, die in unserem Zugang eine Folgerung ist. Das
Archimedische Axiom liefert insbesondere Existenz von Nullfolgen und
Dichtheit von Q in R.

LEMMA. (Charakterisierung Archimedisches Axiom) Sei K ein ange-
ordneter Kérper. Dann sind dquivalent:

(i) Fiir alle x > 0 existiert ein m € N mit © < ml. Zeichnung

(ii) Fir alle € > 0 ezistiert ein m € N mit = < e. Zeichnung

(iii) Fir alle z,y > 0 existiert ein m € N mit y < max oder,
dquivalent, y/(ml) < x.

Beweis. (iii)== (ii): Das folgt sofort mit x = € und y = 1.
(il)== (i): (Nach (ii) angewendet auf € = 1/z) existiert ein m € N mit
1/ml < 1/x. Damit folgt dann durch Bilden des Kehrwertes < m1.
(i)== (iii): Wihle nach (i) ein m € N mit 1/x < ml also 1/(ml) < x.
Wiéhle weiter nach (i) ein [ € N mit y/({1) < 1. Dann gilt fir k = Im €
N also

y ly 1

2V <y
(Im)1 miil Smi

g

DEFINITION. (Archimedisches Azxiom) Ein angeordneter Korper K erfillt
das Archimedische Axiom, wenn eine der dquivalenten FEigenschaften
des vorigen Lemma gilt.

35
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FOLGERUNG. (Dichtheit von Q) Sei K ein angeordneter Korper, der
das Archimedische Axiom erfillt. Dann gibt es zu x,y > 0 mit ©z < y
Elemente n,m € N mit v < nl/ml < y. Insbesondere existiert zu
jedem x > 0 und € > 0 Elemente n,m € N mit |z —nl/ml| < e. Fir
x <0 gilt entsprechendes, wenn man m/n durch —m/n ersetzt.

Beweis. Sei § :=y — x > 0. Dann existiert nach dem Archimedischen
Axiom ein m € N mit 1 < md = my — max.

Beh. Es gibt ein n € N mit mz < nl < my.

Bew. Angenommen, die Behauptung gilt nicht. Dann ist die Menge
L :={k € Ny : k1 < ma} induktiv. (Denn 0 € L: klar. k € L =
k+1 € L: Sonst k1 < ma und (k+1)1 > ma, also k1 < mz < (k+1)1 <
my Widerspruch). Daher gilt L = Ny. Das ist ein Widerspruch zum
Archimedischen Axiom.

Sind n, m wie in der Behauptung, so folgt nach Division durch m1 also
r<nl/ml<uy. O

Bemerkung. In einem angeordenteren Korper, der das Archimedische
Axiom erfiillt gilt dann also fiir jedes s € K mit s > 0
nl nl nl nl
= — eN — < s} =inf{—: eN,— >
s sup{m1 n,m Yo s} =in {ml n,m S s}
und entsprechend fiir negative s.
FOLGERUNG. Sei K ein angeordneter Korper, der das Archimedische
Axiom erfiillt.
(a) Sei a > 1. Dann existiert zu jedem C' € K ein n € N mit a™ > C.

(b) Sei 0 < a < 1. Dann exisiert zu jedem € > 0 ein n € N mit
0<a" <e.

Beweis. (a) Das folgt aus der Bernoulli Ungleichung: ¢ = 1 + § mit
0 > 0. Also
a"=(1+0)">1+nd>C.

Hier wird im letzten Schritt das Archimedische Axiom verwendet.
(b) Das folgt aus (a) durch Bilden des Kehrwertes. O

THEOREM. (Archimedisches Aziom) In R gilt das archimedische Azi-
om.

Beweis. Zu zeigen: Sind x,y > 0 so existiert ein n € N mit ny > x.
Wir nehmen an, daf§ die Aussage nicht gilt. Dann ist die Menge

M :={ny :n € N}
also nach oben beschrénkt (durch z) und besitzt aufgrund der Ord-
nungsvollstdandigkeit ein Supremum S.
— (n+ 1)z < S fiir alle n € N,
= nx < S — z fiir alle n € N.
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— S — x ist obere Schranke von M. Widerspruch.
O

Bemerkung. Auch in Q gilt das Archimedische Axiom (Warum? n/m <
n). Nicht in jedem angeordneten Korper gilt das Archimedische Axiom
(— — — > Nichtstandard Analysis).

2. Intervallschachtelungsprinzip

In diesem Abschnitt lernen wir eine weitere Konseqiinz der Ordnungs-
vollstandigkeit kennen.

Zunéchst einige Bezeichnungen. Sei K ein angeordneter Koérper. Dann
definiert man fiir a < b die Intervalle:

[a,b] :={z € K :a <x <b} abgeschlossenes Intervall.

(a,b) :={zx € K : a < x < b) offenes Intervall (kann leer sein)
(a,b] := {zr € K : a < x < b} nach links halboffenes Intervall.
[a,b) := {z € K : a < x < x} nach rechts halboffenes Intervall.

Es heissen dann a,b die Randpunkte des Intervalles und |I| :== b —a
die Lange des Intervalles.

Idee zur Intervallschachtelung: Fine geschachtelte Folge von Intervallen,
die sich zusammenziehen. Zeichnung.

DEFINITION. Sei K ein angeordneter Korper. Eine Familie I,,, n € N,
von abgeschlossenen Intervallen in K heifst Intervallschachtelung, wenn
qgilt
e [,.1 CI, fir alle n € N ("Geschachtelt’)
o |I,| = 0, n— oo (dh. fir alle e > 0 existiert ein n(e) € N
mit |I,,| < € fir alle n > n.). ("Zusammenziehen’)

DEFINITION. (Intervallschachtelungsprinzip) Sei K ein angeordneter
Korper. Dann erfillt K das Intervallschachtelungsprinzip, wenn es zu
jeder Intervallschachtelung I,,, n € N, einen Punkt x € K gibt mit
x € I, fir allen € N.

Zeichnung.

Bemerkung. Ist [,,, n € N, eine Intervallschachtelung, so kann es
hochstens einen Punkt geben, der zu allen [,, gehort. Ein solcher Punkt
ist also eindeutig.

(Bew. Seien = und y zwei solcher Punkte, so gilt |x — y| < |I,,| fiir alle
n € N (da z,y € I,,). Wegen |I,,| — 0 gilt dann |z — y| < ¢ fiir alle
e > 0. Damit folgt |z —y| = 0.)

THEOREM. In R gilt das Intervallschachtelungsprinzip.

Beweis. Es bilden die Intervalle I,, = [a,, b,] eine Intervallschachtelung.
Zu zeigen: Es gibt ein z € R mit x € [, fiir alle n € N.
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Es gilt (Induktion) I,, C I, fiir alle m > n. Damit folgt
A < by, (%)

fiir alle n,m € N. (Fallunterscheidung n < m : a,, < b,, < b, und
m < n: a, < a, <b,. Zeichnung). Damit ist also die Menge

M :={a,, : m € N}
beschrénkt (zum Beispiel durch b;). Aufgrund der Ordnungsvollstéandig-
keit existiert dann also
x :=sup M.
Da x eine obere Schranke von M ist gilt
m < T (k%)

fiir alle m € N. Weiterhin ist aufgrund von (x) aber jedes b,, n € N,
eine obere Schranke von M und es gilt dann (aufgrund der Supremuns-
eigenschaft) also

r < b, (k%)
fiir jedes n € N. Mit (%) und (% % %) folgt z € I, fiir allen e N. O

Bemerkung. Der obige Schluss nutzt nicht, dafl sich die Intervalle
zusammenziehen. Er funktioniert fiir jede Folge von ineinenander ent-
haltenene Intervallen. Genaiir gilt (Ubung): Ist I,, n € N, eine Folge
von abgeschlossenen Intervallen I, = [ay,b,] in R mit I,,;, C I, fir
jedes n € N| so gilt

S := NI, = [sup a,, inf b,].
Insbesondere ist S also nichtleer und ein Intervall. Wenn sich diese
Intervalle zusammenziehen, so besteht S nur aus einem Punkt. Ein

entsprechende Aussage gilt im allgemeinen nicht, wenn die Intervalle
nicht abgeschlossen sind.

3. Eine Aquivalenz

THEOREM. Sei K ein angeordneter Kdorper. Dann sind dquivalent:

(i) Es ist K ordnungsvollstindig (d.h. K = R).
(ii) Fir K gilt das Intervallschachtelungsprinzip und das Archi-
medische Aziom.

Beweis. (1)== (ii): Die entsprechende Aussagen wurden in den beiden
vorigen Abschnitten gezeigt.

(ii)== (i): Sei M eine nach oben beschrénkte Menge in K. Zu zeigen:
M hat ein Supremum.
Sei C' eine obere Schranke von M. Sei u € K keine obere Schranke von
M zb. u=y—1 fiir ein y € M. Wir konstruieren induktiv Intervalle
I, = [ayn, by] mit

e Alle b, sind obere Schranken von M.

e Alle a,, sind keine oberen Schraken von M.
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e [,.1 CI, fir alle n € N.

VA A)

Dann bilden die I,,, n € N, eine Intervallschachtelung (die letzte Eigen-
schaft liefert nach dem Archimedischen Axiom, daf8 |I,| = 5= — 0). Fiir
den gemeinsamen Punkt x aller [, (der nach Voraussetzung existiert)
gilt dann

e 1 ist obere Schranke (sonst z € M mit x < z Widerspruch
zu b, beliebig nahe an z fiir grosse n und b,, obere Schranke.
Zeichnung)

e Es gibt keine kleinere obere Schranke als = (sonst M < z < x
Widerspruch zu a,, beliebig nahe an z fiir grosse n und a,, keine
obere Schranke. Zeichnung)

Nun zur Konstruktion: Wir setzen I := [u,C]. Seien Iy,..., 1, wie
oben schon konstruiert und I, = [a,, b,]. Sei

m = (a, + b,)/2
der Mittelpunkt von I,,. Wir unterscheiden zwei Fille (Zeichnung):

Fall 1: m ist obere Schranke von M. Wir setzen 1,11 := [a,, m]. Zeich-
nung.
Fall 2: m ist keine obere Schranke von M. Wir setzen I, 41 := [m, b,].

Dann hat I,,.; die gewiinschten Eigenschaften.
Zeichnung 'konvergierende Intervalle’. U






KAPITEL 4

Konvergenz von Folgen in R

In diesem Kapitel lernen wir das zentrale Konzept der Analysis kennen,
ndmlich das Konzept des Grenzwertes. Es ist grundlegend fiir alle weite-
ren Untersuchungen und (in gewisser Weise) das schwierigste Konzept
der Analysis.

1. Definitionen und Rechenregeln

DEFINITION. (Folge) Sei X eine Menge. Eine Abbildung x : N — X
heifit Folge (in X ).

Notation. (z,) oder (z,)nen oder (x,),.

Beispiele.

e Sei ¢ € R beliebigund z : N — R, n +— ¢, also x,, = c fiir alle
n. . Dann heifit (z,) die konstante Folge mit Wert c.

e z:N— R, n— (—1)" also x, = (—1)".

° m:N—>R,nr—>%, alsoxn:%.

Wir kommen nun zu einem zentralen Begriff der Analysis, dem Begriff
der Konvergenz.

Idee. Die Folge (z,,) konvergiert gegen den Wert x, wenn fiir alle geniigend grossen n
die Zahl x,, der Zahl z beliebig nahe ist.

Es wird nun darum gehen, diese Idee prézise zu fassen. Das verlangt
Arbeit, da es um das Verhalten der Folge im Unendlichen geht.

DEFINITION. (Konvergenz) Die Folge (x,) in R konvergiert gegen x,
wenn zu jedem € >0 einn. € N existiert, sodaf fir alle n > n. gilt

|z, — x| < e. Dann heifit © Grenzwert der Folge (x,). Eine Folge, die
nicht gegen ein x konvergiert heifit divergent.

Zeichnung e- Falle Ende der 9. Vorlesung
Zeichnung. ¢- Schlauch

Wichtig. Eine Folge (x,) kann nicht gegen zwei verschiedene Grenz-
werte konvergieren (d.h. der Grenwert ist eindeutig, wenn er existiert).

41
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Bew: Es konvergiere (z,) gegen = und gegen y. Sei ¢ > 0. Dann gibt
es also n, mit |z — z,| < ¢ fiir n > n,, und es gibt n, mit |y —z,| < ¢
fir n > n,. Mit n > n,,n, gilt dann also

lz—yl = |z —2p + 20 —y| < |v— 20| + |20 — Y| < 26
Da e > 0 beliebig war, folgt |x — y| = 0, also = = y.

Aufgrund der Eindeutigkeit kann man von dem Grenzwert einer Fol-
ge sprechen (falls existent). Man verwendet folgende
Notation. Konvergiert (z,) gegen x, so schreibt man auch

r = lim x, oder z, — x,n — 00

n—oo

und nennt = den Grenzwert der Folge (z,,).
DEFINITION. Fine Folge (x,) in R mit x,, — 0 heisst Nullfolge.

Bemerkung. Diese und &hnliche Definitionen lassen sich mit soge-
nannten Quantoren ausdriicken. Wir werden in dieser Vorlesung kaum
Quantoren benutzen (aber die zugrundeliegenden Konzepte natiirlich
standig verwenden). In Quantoren lautet die Definition von Konvergenz
einer Folge:

Ve>03dn. e NVn > n. |z —x,| <e.
Hier: 'V ¢’ steht fiir "Fiir alle ¢ gilt:’

"I’ steht fiir 'Es existiert d mit der Eigenschaft, dafl / soda$...”. Damit
ergibt sich auch, dafl Quantoren immer an den Anfang der Aussage
gestellt werden miissen.

Bemerkung. (Konvergenz entscheidet sich ganz weit draussen): x,, —
x.Sei N > 0 und (y,,) Folge mit z,, = y, fiir n > N. Dann gilt y,, — =.
Bew. Sei ¢ > 0. Es existiert ein n. € N mit |z, — x| < ¢ fir n > n..
Fiir n > n., N gilt also

|yn—[)3|:|[)3n—l"<€.

Drei Beispiele.

e Sei ¢ € R. Dann ist die konstante Folge z : N — R, x,, = ¢,
konvergent gegen c.
Bew...
e Seix:N—R, z, = % Dann konvergiert x,, geben 0.
Bew. Das folgt aus dem Archimedischen Axiom.
In gewisser Weise ist dies die einzige explizite konvergente
Folge, die wir kennen.
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e Seixz:N—R, z, =(—-1)"dh. z,, = —1 fiir ungerade n und
x, = 1 fiir gerade n. Dann ist (x,) nicht konvergent.
Bew. Wir beweisen ein allgemeines Kriterium.

Beh. Ist (z,) eine konvergente Folge in R, so ist die Folge
Yn := Tpi1 — T, eine Nullfolge (d.h. konvergent gegen 0).
Bew. ...

Mit diesem allgemeinen Kriterium sieht man sofort, dafs
x, = (—1)" nicht konvergiert, da y, immer den Betrag 2 hat.

Wir geben jetzt noch eine leichte Umformulierung der Definition von
Konvergenz. Zu = € R und ¢ > 0 sei die e-Umgebung (oder ¢ Kugel
um z) U.(z) von x definiert durch

Uc(z) :={zinR : |z — x| < }.
Es gilt also
Ucz) = (x — e,z +e).

Eine solche Umgebung ist dann nichts anderes als ein offenes Intervall
um z. In diesem Sinne héitten wir das Konzept der Umgebung also
nicht neu einfithren miissen. Fiir spitere Verallgemeinerungen erweist
sich aber das Denken mit Umgebungen als sehr niitztlich.

Bemerkung. Allegemein nennt man eine Menge U Umgebung von
x € R, wenn es ein ¢ > 0 gibt mit U.(z) C U.

PROPOSITION. (Charakterisierung Konvergenz) Sei (x,,) eine Folge in
R. Dann sind dquivalent:

(i) (x,) konvergiert gegen x
(il) Fir alle e > 0 existiert ein n. € N so daf fir alle n > n. gilt
z, € U(x).
(iii) Fir alle e > 0 ist die Menge {n € N : x,, & U.(x)} endlich
(d.h. fiir jedes feste € > 0 liegen bis auf endlich viele Ausnah-
men alle xx in der e-Umgebung von x).

Beweis. Die dquivalenz von (i) und (i7) ist klar. (Denn: z € U.(x) <=
|z —z| <€)

(1) <= (iii): Eine Teilmenge von N ist genau dann endlich, wenn ab
einem gewissen ng keine natiirliche Zahl mehr dazu gehort. U

Bevor wir uns der Existenz konvergenter Folgen widmen, sammeln wir
hier schon einmal ein paar niitzliche Eigenschaften.

FOLGERUNG. (z,) konvergent = (x,,) beschrinkt (d.h. die Menge
{z, : n € N} ist beschrinkt d.h. es existiert C > 0 mit |z,| < C
fiir allen € N).
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Beweis. Sei x :=limx,. Fiir n > ny gilt |z — z,| < 1, also
|Zn| = |20 — 2+ 2] < |2y — 2|+ |2] < 1+ [2].

Damit folgt
|z, < max{|z1],...,|Tn, 1], 1+ |z|}
fir alle n € N. O

Bemerkung. Beschrianktheit einer Folge hidngt nicht von den ersten
endlich vielen Gliedern ab.

Die folgenden Eigenschaften zeigen insbesondere, dafl Konvergenz mit
den Operationen +, -, : und | - | vertréglich ist.

PROPOSITION. (Rechenregeln) Seien (x,,) und (y,) Folgen in R. Dann
qgilt.

(@) Tn — T, Yo =Y = Tn+Yn = T+ Y.

(b) v, — x, Yo — Yy = Tpy, — xy. Insbesondere ax, — ax fir
a e R

(¢) xn — x, und y, —y mity # 0 =y, # 0 firn = ng und 3* — 7.

Bemerkung. Spiter: Die Abbildungen 4+ : RxR — R, (z,y) — z+vy,
RXxR — R, (z,y) - 2y und : R xR — R, (z,y) — z/y sind
stetig.

Beweis. (a) Sei € > 0. Wegen z,, — x gibt es ein n, mit |z, — 2| < §
fiir n > n,. Wegen y, — y gibt es ein n, mit |y, —y| < § fiir n > n,,.
Fir n > n, := max{n,,n,} gilt dann also nach Dreiecksungleichung

€

225.

19
|(wn+yn)—(x+y)|§!mn—$|+\yn—y!<§+

(b) Sei € > 0 beliebig.
Wihle C' > 0 mit |z,| < C fur alle n. Wegen x,, — z existiert n, € N

mit |z, — x| < W.Wegen Yn — y existiert n, € N mit [y, —y| < 55.

Damit gilt fiir n > max{n,,n,} also
ZnYn — Ty = |TpYn — 0y + 20y — 2yl < |20llyn — yl + [yl|zn — 2.

(c) Wegen y,, — y existiert ein ng mit |y, — y| < ‘—g' fiir n > ng. Damit
gilt also fiir n > ng

Yl 2 1yl = lyn — y| > |yl /2 > 0.
Sei nun € > 0 beliebig. Wegen x,, — x existiert ein n, mit

fir alle n > ny. Wegen y,, — y existiert ein n, mit

ely|?

n — < — .
[vn = 9l 20| + 1
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Fiir n > max{n,, n,,n} gilt dann

R
Yn Yy YYn
2
< W\ymn — TYy|
2
W(\y!!wn — x|+ [z||lyn — yl)
< €
Das beendet den Beweis. O

PROPOSITION. (Stetigkeit des Betrages)
Seien (x,,) eine Folge in R. Dann gilt: z,, — v = |x,| — |z|.
Beweis. Das folgt sofort aus der zweiten Dreiecksungleichung
[|zn] = [2|] < | = @],
U

PROPOSITION. (Vertrdglichkeit von Konvergenz mit <) Sei (x,) eine
Folge in R mit x, <c¢ /x, > cund x, — x. Dann gilt t < ¢ /x > c.

Beweis. Wir betrachten z,, < c¢. Angenommen x > ¢. Dann ist ¢ :=
x —c > 0. Wegen z,, — = miisste gelten x,, € U.(z) fiir grosse n, also
r, > c. Widerspruch.

O

Bemerkung. x,, < cx, — x impliziert nicht x < c. Beispiel x,, = 1—%.
Dann z,, < 1, aber x = limz, =1

PROPOSITION. Seien (x,) und (y,) Folgen in R und x,y € R mit x,, —
x und y, — y. Dann gilt max{x,,y,} — max{z,y} und min{z,,y,} —

min{z, y}.
Beweis. Es gilt

b—la—0b b —b
min{a, b} = o 2|a |, max{a,b} = o +2|a |
Nun folgt die Behauptung aus den schon gezeigten Aussagen. O

THEOREM. (Sandwichtheorem) Seien L € R und konvergente Folgen
(xn) und (y,) in R mit lim,, . x, = L = lim, . yn gegeben. Ist (z,)
eine weitere Folge in R mit x,, < z, <y, fir alle n ab einem gewissen
no € N, so konvergiert (z,) ebenfalls gegen L.

Beweis. Zeichnung.

Sei € > 0 beliebig.

Wegen L = lim z,, gibt es ein n, € N mit z,, > L — ¢ fiir alle n > n,.
Wegen L = limy, gibt es ein n, € N mit y, < L + ¢ fiir alle n > n,,.
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Fiir n > ng, ny, no gilt dann also

und damit
|zn — L] < €.
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Es ist sinnvoll in gewissen Féllen auch o0 als Wert zuzulassen:

Eine Folge in R, die nicht konvergiert, heifit divergent.

Unter den divergenten Folgen in R gibt es zwei Klassen von Folgen mit
besonders guten Eigenschaften:

e Eine Folge (z,,) in R heifit bestimmt divergent gegen oo, z,, —
oo, wenn fiir jedes C' € R ein n¢ € N existiert mit x,, > C fiir
alle n > nc.

e Eine Folge (z,) in R heifit bestimmt divergent gegen —oo,
x, — —oo, wenn fiir jedes C' € R ein ng € N existiert mit
x, < C fir alle n > nc.

Bei vorsichtigem Umgang mit oo bleiben einige Rechenregeln fiir kon-
vergente Folgen auch fiir bestimmt divergente Folgen noch giiltig. Eine
wichtige Ausnahme stellt der Umgang mit Termen der Form 0 - co
dar (siche Ubung).
dghnlich kann man fiir Supremum und Infimum von unbeschriankten
Mengen verfahren:

e Sei M eine Teilmenge von R. Ist M nicht nach oben / unten
beschrinkt, so setzten wir sup M = oo / inf M = —oc.

Beachte. (a) sup M = oo <= existiert Folge (z,) in M mit z,, — 0.
Entsprechend fiir Infimum.

(b) , — 00 <= 1/x,, — 0 und z,, > 0 fiir n gross

Beispiel. {/n! — oo, n — oo.
Bew.n! =1(n—1)---1>n/2-n/2 = (n/2)"/2. (n/2-Faktoren). Damit

Unl > 3/ (n2)"? = (n)2)V? — .

Mit den bisherigen Betrachtungen konnen wir Konvergenz einiger Fol-
gen untersuchen.

Beispiele. (a) Fiir jedes a # 0 konvergiert (a/n) gegen 0. (Nullfolge).
Bew. Archimedes oder Rechenregeln a/n = a - %

(b) (Exponentielles Fallen) Sei 0 < ¢ < 1. Dann konvergiert x,, = ¢"
gegen 0.

Bew. Das ist eine Folgerung aus dem Archimedischen Axiom und wurde
oben schon behandelt. (0 < ¢ < 1 impliziert 1/¢ = 1 + a mit a > 0.
Bernoulli impliziert dann (1/¢)" > 1+ na. und damit 0 < ¢" < na1+1 <
L — L1 Nun Sandwichtheorem und Beispiel (a).)

an an’
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(c) Verallgemeinerung von (b): (Exponentielles Fallen schlidgt polyno-
mielles Wachsen): Sei 0 < ¢ < 1 und k € N. Sei z,, = ¢"n*. Dann gilt
T, — 0, n — o0.
Beachte. ¢" — 0, aber n* — oo fiir @ > 1. Die Frage ist also, welcher
Effekt sich durchsetzt.

kn, kn

Bew. Plan: Schreibe ¢" also p?*" = p*"p*” mit geeignetem p. Dann gilt

also

Erster Term gegen Null; zweiter Term beschrinkt.

Hier sind die Details: p := /¢ < 1.

Also 1/p =1+ a mit a > 0. Bernoulli impliziert (1/p)"* > 1 + na und
damit 0 < p™ < =. Mit 0 < ¢" = p*" folgt also

0< q nk < pk pk nk Spk (_)knk :pk (_)k
na a

Damit folgt Aussage aus (b) und dem Sandwichtheorem.

(d) Sei a > 0 und z,, = /a. Dann gilt z,, — 1, n — 0.
Bew. Wir unterschieden drei Féllen:

a = 1. Das ist einfach.

a > 1: Wegen @ > 1 und a = z] gilt =, > 1. Weiterhin a = z], =
1+ (x,—1))">14n(z, —1)

— (a—1)/n>x,—12>0,

— (a—1)/n+1>2z,>1
Damit folgt nach (a) und dem Sandwichtheorem z,, — 1.

0 < a < 1: Das folgt nach Bilden des Kehrwertes aus dem schon
bewiesenen.

(e) Verallgemeinerung von (d)): Sei z, = {/n. Dann gilt z, — 1,
n — oo.
Beachte. Wettstreit zwischen {/a — 1 und n — oo fiir n — oo. Die
Frage ist also, welcher Effekt sich durchsetzt.
Bew. Es gilt z]: = n, also insbesondere x,, > 1. Mit binomischem Satz
folgt

n

n(n —1)

n=(1+(x,~1))" =Y (nk)1" *(z,—1)F > (n2)(z,—1)* = T(%—nﬁ,
k=0
also
2
>x,—12>0,
n—1
also
2
1<z, <1+
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Mit%—>0,n—>oo,f01gtauch,/%—>O,n—>oo(Denn:0§a<52

— 0 < y/a < e.) Daher folgt Behauptung aus dem Sandwichtheorem.

2. Aspekte der Vollstandigkeit

Die Vollstindigkeit von R liefert die Konvergenz ganzer Klassen von
Folgen. Tatséchlich ist diese Konvergenz zusammen mit dem Archime-
dischen Axiom ein Charakteristikum der reellen Zahlen. Das wird in
diesem Abschnitt studiert.

DEFINITION. Fine Folge (x,) in R heifit monoton wachsend / fallend
WeNnn Ty > Tp / Tper < xy, fiir alle n € N gilt.

Fine Folge (x,,) heifst nach oben / unten beschrdankt, wenn die Menge
{z,, : n € N} nach oben / unten beschrinkt ist.

Zeichungen einer nach oben beschrinkten monotonen Folge:
auf der Achse, oder als Graph...

THEOREM. (Konvergenz monotoner beschrinkter Folgen) Jede mono-
ton wachsende / fallende nach oben /unten beschrinkte Folge in R
konvergiert.

Beweis. Zeichnung. Sei (z,,) eine monoton wachsende, nach oben be-
schrinkte Folge. Dann existiert also aufgrund der Ordngungsvollstandig-
keit S := sup{z, : n € N}. Sei ¢ > 0 beliebig. Dann existiert nach
Definition des Supremum ein n. € N mit

Se—e < x,,.
Damit folgt also fiir alle n > n. aufgrund der Monotonie
S_ggxnegxngs

also |S — z,| < e.

Der Fall monoton fallender nach unten beschrénkter Folgen kann ana-
log behandelt werden. U

Bemerkung.

e Neben der Konvergenz von (1) gegen 0 haben wir also in un-
seren Zugang zu R eine Methode zur Erzeugung konvergenter
Folgen eingebaut.

e Ist die Folge (z,) wachsend/ fallend so gilt x, — C, wobei

CeRoderC=00/C=—00.
Beispiel - die Eulersche Zahl e: z,, := (1 + )" konvergiert.

Beachte. 1 + % — 0, aber " — oo fiir a > 1. Die Frage ist also,
welcher Effekt sich durchsetzt.
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Bew: Wir zeigen, daf (z,,) wachsend und beschriankt ist. Die Bernoulli
Ungleichung liefert

R I
also
= (" 2 A = g = G = e e

fiir alle n > 2. Die Folge (z,) ist also wachsend. Die Folge (z,) ist
beschrénkt durch 3:

r, = (1+-=)"

(Binomi) = Z(nk:)—

(Umsortieren) =

IN

"1
HZE
k=1

"1
(Induktion : k! > 2k_1) < 1+ Z
k=1

Qk—l

—17_ A2y

. <
(Geom.Summe) < 1+ —1/2 =

Damit existiert nach dem vorangehenden Satz der Grenzwert der Folge
(x,,). Dieser Grenzwert wird e genannt. Spéter:

1 "1 =1
=lm(1+—-)"=1 — = —.
o= fim (1 D=l D =g

Bemerkung. Die Zahl e spielt bei kontinuierlichen Wachstumsvorgéingen
eine Rolle, z.B. stetige Verzinsung: Kapital A Zinsatz 100 prozent.
Dann hat man nach einem Jahr bei

- 0 mal (aquidistant) Abheben und Einzahlen : A(1+ 1)

- 1 mal (dquidistant) Abheben und Einzahlen: A(1 +1/2)(1 +1/2)

- 2 mal (dquidistant) Abheben und Einzahlen: A(1+1/3)(1+1/3)(1+
1/3)

- ete.
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Beispiel - die Zahl e(a): Sei a > 0. Sei z, := (1 + a/n)". Dann
konvergiert (z,). Wir nennen den Grenzwert e(a). (Spéater: e(a) = e®.).

Bew. Wir zeigen Monotonie und Beschranktheit.

Monotonie:

T, = Z(nk:)ak
Zn(n—l)--~(n—k+1)a_k

(siehe voriges Bsp. ) =

-1 k!

Ufr<+1)/(r+1) < Z((Zi%n (Qfgl—(::g%
(et Dn (n+1-k+1)a*
- 2 (n+1)-(n+1)---(n+1) &
= Tpy1

(Alternativer direkter Beweis der Monotonie: Sei a > 0:

Tyl a (1—|—a/n—|—1>
Ty n+1 14+a/n
a (n+1+an \"
- n+1 (n+a n+1)
a n—+na
B n+1 (n—l—l n+a)
> (14 )= )

n+1 (n+1)(n+a)

(Bernoulli) = (1+a/n+1)(1- (n+1)(n+a)

n+l4+a (n+1)(n+a)—an

n+1 ) (n+1)(n+a)

n® +n?(a+2)n(1+2a) + a(l + a)
nd+n2(a+2)+n(l+2a)+a
a>0 > 1

)

Sortierenn.Potenzen =

)

Beschrdnkteit:
Die Betrachtungen des vorigen Beispiel fithren auf

n ok
k=0
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Wahle nun N € N mit N > 2a. Dann gilt

N nogk GVt qk—N-1 aN+1
L= —_—C — < C 3.
=) D g=Ct S X st w
k=0 k=N+1 k=N+1

(Grundidee a*/k! ist schliesslich a/l mit [ gross....)

Beispiel - die Zahl e(—a): Fiir b = —a < gilt lim(1 — 2)" = $

Bew. Ubung. Idee (1 + 2)(1—2) = (14 a®/n*)" konvergiert gegen 1...

Beispiel - k-te Wurzel. (Ubung) Sei a > 0 beliebig. Definiere induk-
tiv die Folge (x,) durch p := ¢ > 0 beliebig und

1 a T, [ a
= g (= D i) = (1)

Dann konvergiert die Folge (x,,) gegen /a.

Beweisskizze: Offenbar (?Induktion!) gilt =, > 0 fir alle n € N.
Bernoulli Ungleichung liefert (Wie?):

k
'rnJrl Z a

fiir alle n € N. Ausserdem gilt nach Definition

Ty a
xn—$n+1—? 1_1‘_1‘5 .
n

Damit ist also (Warum ?) (z,),>2 monoton fallend und durch 0 nach
unten beschriankt. Also konvergiert die Folge (x,,) nach dem Satz gegen
einen Grenzwert b. Dieser Grenzwert erfiillt (Wieso?)

b:%((k—1)b+b%)

und damit auch b* = a.
Bemerkung. Diese Betrachtungen sind ein Fall des sogenannten New-

ton Verfahren. Damit kann man (oft) eine Nullstelle einer Funktion f
(hier ¥ — a) auf folgende Art berechnen:

n = 0: Wéhle einen (geeigneten) Wert p.

n => n + 1: Ist z,, schon bestimmt, so berechnet man x,,; wie folgt:
Bilde die Tangente an (z, f(x)) und berechne ihren Schnitt mit der
x-Achse. Dieser Schnittpunkt ist dann z,1. (Zeichnung). Rechnung
liefert die Rekursion

f(@n)

n

Der Satz zur Konvergenz monotoner Folgen mag erst einmal speziell
erscheinen, da keineswegs jede Folge monoton ist. Aber er hat weitrei-
chende Konseqiinzen. Um das néher zu erldutern, brauchen wir noch
einen neiin Begriff:

Ende der 12. Vorlesung
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DEFINITION. Sei (x,,), eine Folge und (ny) eine strikt wachsende Folge
in N (d.h. ngy1 > ny fir alle k € N). Dann heifit (z,,) eine Teilfolge
von ().

Bemerkungen.

e Istn.:N— Nk ngund z: N — R, so ist (x,,) gerade
die Abbildung z o n..

e Fiir den Begriff der Teilfolge ist nicht wichtig, dafi die Werte
der Folge in R liegen.

Zeichnung. x1,25... VS Tp,, Tp, - - .

Beispiel. x,, = (—1)". Dann ist (xs,) die konstante Folge 1 und (z2,41)
die konstante Folge —1. Diese Teilfolgen sind konvergent also ’schoner’
als die Ursprungsfolge. Das ist ein allgemeines Phénomen (s.u.).

Das folgende Lemma zeigt, dafl der Unterschied zwischen beliebigen
Folgen und monotonen Folgen doch nicht so grof} ist.

LEMMA. Jede Folge in R enthdlt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei (x,) eine Folge in R. Ein N € N heifit Gipfelpunkt von
(), wenn gilt z > x,, fiir alle n > N. Wir unterscheiden zwei Félle.
Fall 1: Es gibt unendlich viele Gipfelpunkte. Sei n; = k-ter Gipfel-
punkt. Dann ist ny < ny < ...n; < die Folge von Gipfelpunkten.
Daher gilt also

A
fir alle £ € N und (z,, ) ist eine monoton fallende Teilfolge.

Fall 2: Es gibt nur endlich viele Gipfelpunkte. Wir konstruieren induk-
tiv streng monoton wachsende (ny), so daf x,, monoton wachsend ist.

k = 1: Wahle n; grosser als jeden Gipfelpunkt (moglich, da nur endlich
viele Gipfelpunkte).

k = k + 1: Seien n; < ng... < n; schon konstruiert. Da n, kein
Gipfelpunkt ist (ng > ny > jeder Gipfelpunkt ), gibt es ein ngq > ny
mit ,, < Tp,,,- ]

THEOREM. (Bolzsano - Weierstrass) Jede beschrinkte Folge in R enthdlt
eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma enthélt die Folge eine monotone
Teilfolge. Diese ist beschriankt (da die Ursprungsfolge beschrinkt ist).
Damit konvergiert die Teilfolge nach dem Satz {iber Konvergenz mo-
notoner beschrénkter Folgen. U

Wir werden nun Konvergenz von Folgen in R charakterisieren. Dazu
benétigen wir den folgenden Begriff.
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DEFINITION. (Cauchy Folge) Eine Folge (z,) in R heifit Cauchy-Folge
wenn gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein n. € N, sodafs fiir alle n,m > n.
qgilt

|Tp — T| < €.

In Quantorisch:

Ve >03dn. € NVn,m > n. |z, — x| <e.

Idee. Folgeglieder sind beliebig nahe aneinander fiir geniigend grosse
n und m.

LEMMA. Jede konvergente Folge in R ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. (Eigentlich klar: Wenn Folgeglieder nahe am Grenzwert sind,
sind sie auch nahe aneinander. Zeichnung.)

Details: Sei x,, — x, n — 00. Sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein
ne € N mit |z, — 2| < § fiir n > n.. Also

€
2
fir n,m > €. O

|Tp — | = |xn — 2+ 2 — 2| <y — x|+ |T) —2| < =4€/2=¢

LEMMA. Eine Cauchy-Folge in R mit einer konvergenten Teilfolge ist
konvergent (gegen den Grenzwert der Teilfolge).

Beweis. Sei (z,,) eine Cauchy-Folge und sei (x,, ) eine gegen x konver-
gente Teilfolge. Wir zeigen lim z,, = z.

Sei € > 0 gegeben.

Es existiert n. € N mit |z, — ,,| < § fiir alle m,n > n. (da Cauchy
Folge).

Es existiert ko € N mit |z, — 2| < § fiir k > ko (da Teilfolge konver-
gent).

Sei nun k > kg mit ng > n. gewéhlt.

Es gilt fiir alle n > n,

e €
|z, — | = |20 — Xy, + Tpp, — x| < |2, — 2 | + |20, — 2] < §+§ =e.
Das beendet den Beweis. U
Wir kommen nun zur angekiindigten Charakterisierung von Konver-
genz.

THEOREM. (Cauchy-Kriterium) Sei (z,) eine Folge in R. Dann sind
aquivalent:

(i) (x,) ist konvergent.
(i) (x,) ist eine Cauchy Folge.
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Beweis. Die Implikation (i) = (i¢) haben wir in einem vorausgehen-
den Lemma gezeigt.

(11) = (i): Sei (z,,) eine Cauchy Folge. Dann ist (x,) beschrinkt (
Wiéhle nqy mit |z, — z,,| < 1 fir n > ny. Dann gilt fiir n > ny also
|zn| < |z — Tpy | + |20, | < 1+ |2y, |....) Damit hat (z,,) also nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrass eine konvergente Teilfolge. Damit ist (x,,)
nach dem vorigen Lemma konvergent.

4

Bemerkung. Es handelt sich um eine wesentliche Eigenschaft der re-
ellen Zahlen (siehe folgendes Theorem). Die entscheidende Implikation
ist (i1) = (4).

In gewisser Weise charakterisieren (fast) alle in diesem Abschnitt ge-
gebenen Sétze die reellen Zahlen. Genaiir gilt folgendes.

THEOREM. (Die grosse Charakterisierung) Sei K ein angeordneter Korper.
Dann sind dquivalent:

(i) Es ist K ordnugsvollstindig (d.h. K =R).

(ii) Es erfillt K das Intervallschachtelungsprinzip und das Archi-
medische Azxiom.

(iii) Jede monotone beschrinkte Folge konvergiert, und es gilt das
Archimedische Aziom.

(iv) Jede beschrdnkte Folge hat eine konvertente Teilfolge, und es
gilt das Archimedische Aziom.

(v) Jede Cauchy-Folge konvergiert, und es gilt das Archimedische
Axiom.

Beweis. (i)<=> (ii): Das wurde schon in Kapitel 3 durchgefiihrt.
(i)= (iii): Siehe oben. (Definiere S := sup{x, : n € N}....)

(ili)== (iv): Jede beschrénkte Folge hat eine monotone Teilfolge (nach
dem oben gegebenen Beweis).

(iv)== (v): Jede Cauchy Folge ist beschrénkt (s.o.). Jede Cauchy Folge
mit konvergenter Teilfolge konvergiert (s.o.).

(v)= (ii): Ist I,, eine Intervallschachtelung, so bilden die Mittelpunk-
te (rechte Randpunkte, linke Randpunkte,...) eine Cauchy Folge. Der
Grenzwert = hat die gewiinschten Eigenschaften. O

Nach Hause nehmen: Die Ordnungsvollstandigkeit von R liefert kon-
vergente Folgen:

e Die Folge (+) ist eine Nullfolge.

e Monotone beschriinkte Folge konvergieren.

e Jede Cauchy Folge konvergiert.

Darauf beruhen mehr oder weniger alle Betrachtungen zu Konvergenz.

Ende der 13. Vorlesung
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3. Teilfolgen und Haufungspunkte

Wir kommen nun zu einem wichtigen Konzept, das das Konzept der
Teilfolge komplementiert.

Notation: Eine Menge X heifit endlich, wenn es ein n € N gibt und
eine bijektive Abbildung j : {1,...,n} — X. Andernfalls heifit sie
unendliche (siehe spiter).

LEMMA. (Charakterisierung Haufungspunkt) Sei (x,) eine Folge in R
und x € R gegeben. Dann sind aquivalent:

(i) Es gibt eine Teilfolge von (x,), die gegen x konvergiert.
(ii) Fir alle e > 0 ist die Menge {n € N : |z, —z| < e} unendlich.

Beweis. (i) = (ii): Sei € > 0. Aufgrund von (i) gibt es eine Teilfolge
Ty, mit x,, — x, k — oo. Damit folgt also fiir & > k.
|zp, — 2| <e.
Damit gilt
{neN:|z, —z|<e}D{ng: k >k}
und es folgt die Behauptung.
(1) = (i): Wir konstruieren induktiv eine Teilfolge mit
1
|z, — || < T
Diese Teilfolge konvergiert dann also gegen .
k = 1: Wahle ny mit |z, — x| < 1.
k = k + 1: Aufgrund von (i7) ist die Menge

1
A::{nEN:|xn—$|<k—+1}ﬂ{n€N:n>nk}

nichtleer. Wir kénnen also ny; aus A wéhlen z.B. als kleinstes Element
von A. Dann gilt

1
|y, — x| < T
Damit folgt (x,,) — x (nach Archimedischen Axiom). 0

Beachte: Beweis nutzt: z, — x <= Fiir alle k£ € N existiert ein
ng € N mit |z, — x| < 1/k fir n > ng.

DEFINITION. (Hdaufungspunkt) Sei (x,) eine Folge in R. Ein z € R
heifit Hdifungspunkt von (x,), wenn eine der beiden dquivalenten Be-
dingungen des vorigen Lemma gilt.
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Bemerkung. Gibt es eine Teilfolge von (z,,) die gegen oo / —oo kon-
vergiert, so spricht man manchmal vom uneigentlichen Haufeungspunkt
00 bzw. —oo0.

Erklire im Spaziergingermodell, das Hauffen.

Beispiele. (a) (—1)" hat die beiden Haufungspunkte —1 und 1.

(b) Die Folge x,, mit x, = = fiir n hat Rest 0 bei Division durch 3,
xr, = 7 fiir n mit Rest 1 bei Division durch 3, z,, = 42 fiir n mit Rest

2 bei Division durch 3 hat die drei Haufungspunkte 7,7 und 42.

(¢) Yn = xn + = (mit (x,) aus (b)) hat ebenfalls die Haufungspunkte

7,742 (obwohl diese Werte nicht angenommen werden; vgl. Konver-
genz!)

Beachte. Der Satz von Bolzano/Weierstrass ldsst sich nun so formu-
lieren: Jede beschrankte Folge in R hat einen Haufungspunkt.

Fiir beschranke Folgen in R gibe es zwei besondere Haufungspunkte,
ndmlich den grossten und den kleinsten Haufungspunkt. Das werden
wir jetzt genaiir untersuchen:

Sei (z,,) eine Folge in R.
Dann ist die Folge (Xy) mit
Xy :=sup{x, :n> N}
fallend in N. Damit existiert
lig:s;}pxn = z\}lféo Xy = nhir& sup{zy : k > n}.

und wird als 'Limsup’ oder "Limes superior’ von (x,,) bezeichnet. Hier
ist der Wert +o00 moglich (wenn néamlich die Folge nach oben nicht
beschrankt ist).

Analog sicht man, daf8 die Folge (X /) mit
Xy = inf{z, :n < M}
wachsend in M ist. Damit existiert

liminf z,, = A}im Xy = lim inf{xy : k > n}
und wird als 'Liminf’ oder 'Limes inferior’ von (x,) bezeichnet. Hier
ist der Wert —oo moglich (wenn némlich die Folge nach unten nicht
beschrénkt ist).

LEMMA. (Charakterisierung von limsup/liminf) Sei (x,) eine Folge
i R. Sei x € R. Dann sind aquivalent:
(i) = limsup,,_, ., Tn.
(i) Fir jedes e > 0 gilt:
— FEs gibt ein n. € N mit xp, < x + ¢ fiir alle k > n.
— Die Menge {n € N:z, >z — e} ist unendlich.
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(i) Es ist (x,) nach oben beschrinkt und es ist x der grisste
Hdufungspunkt von (x,) (d.h. x ist Hiufungspunkt von (z,)
und es gibt keinen grdsseren Hdaufungspunkt).

Analoge Aussagen gelten fiir liminf.

Beweis. (1)= (ii): Sei € > 0. Sei Xy := sup{z, : n > N}. Wegen
Xy — x fallend, existiert ein Ny € N mit

x <sup{x,:n> Ny} <z+e

fiir alle £ > Ny und es ist {n € N: x,, > z — e} unendlich.

(il)= (iii): (x,) nach oben beschrinkt. Das folgt aus der ersten Eigen-
schaft .
x ist Haufungspunkt. Das folgt aus den beiden Eigenschaften und der
Charakterisierung von Haufungspunkte.
Es gibt keinen griosseren Hdufungspunkt. Das ist klar nach der ersten
Eigenschaft.
(iii)= (i): Sei Xy :=sup{z,, :n > N}.
Sei € > 0. Dann gibt es ein n. mit z, < x + ¢ fir alle n > n. (an-
dernfalls gébe es nach Bolzano/Weiersterass eine Teilfolge, die gegen
eine grossere Zahl als x konvergiert. Widerspruch grasster HP.). Damit
folgt

Xy<z+e¢

fiir alle N > n.. Damit folgt
limsupx, =lim Xy < x +e¢.

Umgekehrt gibt es, da x ein Haufungspunkt ist, zu jedem € > 0 beliebig
grosse n mit x,, > x — . Damit folgt Xy > z — ¢ fiir alle N. Damit
folgt X > o — €. Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

FOLGERUNG. Es gilt limsup z, < C' genau dann wenn ein C' < C und
Ny € N ezistiert mit x,, < C" fir alle n > N. Enstprechendes gilt fiir
lim inf.

Beweis. =: Das folgt leicht aus (7).
<—=: Das folgt sofort aus der Definition. U

Bemerkung. Ist {z, : n € N} nicht nach oben beschrinkt, so gilt
sup{x, : n > N} = oo fiir alle N. Entsprechend folgt lim sup z,, = oc.
In diesem Fall gibt es eine Teilfolge, die gegen oo konvergiert. Man
kann also in diesem Sinne oo als den grossten Haufungspunkt auffassen.
Entsprechendes gilt fiir —oo und lim inf z,,.

Bemerkung. (Zweipunktkompaktifizierung) Wir betrachten +oo nicht
als Punkte einer geeigneten Fortsetzung von R. Ausdriicke wie z,, — oo
definieren wir direkt. dafl das gut moglich ist, liegt daran, dafl man diese



58 4. KONVERGENZ VON FOLGEN IN R

Punkte zu R dazunehmen kann und damit die sogenannte Zweipunkt-
kompaktifizierung von R erhélt. Wir machen das an einer Zeichnung
deutlich.



KAPITEL 5
Michtigkeit

In diesem Abschnitt untersuchen wir die 'Groflie’ von Mengen mittels
der Anzahl ihrer Elemente. Wir werden drei Abstufungen kennenlernen:
endliche Mengen, abzaehlbar unendliche Mengen und {iberabzéhlbare
Mengen.

DEFINITION. (Mdchtigkeit)

e Fine Menge X heifst endlich, wenn sie leer ist oder ein n € N
existiert und eine bijektive Abbildung j : {1,...,n} — X.
Dann heifit O bzw. n die Machtigkeit oder Kardinalitit von X .

e Fine Menge heifit unendlich, wenn sie nicht endlich ist.

e Fine Menge heifst abzdhlbar unendlich, wenn es eine bijek-
tive Abbildung J : N — X qibt. In diesem Fall heifit J
eine Abzdhlung und wir schreiben die Menge auch als X =
{J(1),J(2),...,}.

e Fine Menge, die weder endlich noch abzihlbar unendlich ist,

heif$t iberabzdihlbar.

Beachte. In dieser Vorlesung nennen wir eine Menge abzéhlbar, wenn
sie endlich oder abzahlbar unendlich ist. Diese Verwendung des Begrif-
fes "abzahlbar’ ist nicht einheitlich.

Beispiele.
e N ist abzéhlbar.
e Ny := NU {0} abzéhlbar.
e 7 ist abzdhlbar. (Bew. Ny — Z,2n — n,2n+1— —n. )

Wir wiederholen das Prinzip der Wohlordnung: Jede nichtleere Teil-
menge M von N hat ein kleinstes Element.

Anschaulich klar: Laufe N beginnend bei 1 ab, bis man auf die Menge
trifft. Details hier: Sei M eine solche Teilmenge. Angenommen: M hat
kein kleinstes Element. Dann ist B := {n € N: {1,...,n} € N\ M}
induktiv (1 € B: klar. n € B = (n+ 1) € B: klar. Damit ist M leer.)

LEMMA. Sei X eine Menge und H : N — X surjektiv. Dann ist
entweder X endlich oder abzdhlbar unendlich.

Beweis. Sei X nicht endlich. Zu zeigen: Es existiert ein J : N — X
bijektiv.
Wir konstruieren induktiv ein J : N — X mit
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e {J(1),J(2),...} D{H(1),...,H(n)}.

e Die Elemente J(1),...,J(n) sind paarweise verschieden.
Aufgrund des ersten Punktes ist J surjektiv. Aufgrund des zweiten
Punktes ist J injektiv.

Zur Konstruktion:

n=1:J(1)=H(1).

n = n+1: Betrachte M :={k >n: H(k) ¢ {J(1),...,J(n)}}. Dann
ist M nichtleer, da X unendlich ist. Damit hat M ein kleinstes Ele-

ment m. Dann setzt man J(n + 1) := m. Dann gelten die gewiinschten
Eigenschaften (Check!). O

LEMMA. Es sind NxN und Nx {1,...,n} fir beliebiges n € N abzihl-
bar. Insbesondere ist X X 'Y abzdihlbar fir alle abzdhlbaren X und Y .

Beweis. N x {1,...,n} abzihlbar. Zeichnung.
N x N abzihlbar. Zeichnung.

Das 'Insbesondere’ ist nun klar. O

Bemerkung. Das Lemma liefert leicht, dafi auch X ... X, abzéhl-
bar ist fiir abzédhlbare X, ..., X,,. (Ubung: Wie ist es mit abzdhlbaren
Produkten bestellt?)

THEOREM. FEs ist Q abzdhlbar.

Beweis. Betrachte
n

H:NyxNx{-1,1} — Q, H(n,m,q) =q—.
m
Dann ist H surjektiv und nach dem vorangehenden Lemma ist Ny x

Nx{—1,1} abzéhlbar. Damit folgt die Aussage aus dem ersten Lemma
des Abschnitts. O

THEOREM. FEs ist R dberabzdhlbar. Tatsdchlich ist jedes Interval posi-
tiver Linge in R diberabzdahlbar.

Beweis. Angenommen: R ist abzéihlbar.
Dann gibt es eine Abbildung J : N — R mit R = {J(1), J(2),..., }.
Wir konstruieren nun rekursiv eine Intervallschachtelung (1,,), n € N
mit

o J(n) ¢ I, fir alle n € N.

o |l = %|In|-
Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es einen Punkt x der zu

allen I,, gehort. Damit stimmt  dann mit keinem der J(n) iiberein (da
J(n) ¢ I,). Das ist ein Widerspruch.

Es bleibt die I,, zu konstruieren:
n = 1: Setze I, :== [J(1) + 1, J(1) + 2].
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n = (n+1): Teile I, in drei gleichlange abgeschlossene Teilintervalle.
Es kann J(n + 1) nicht in allen drei Teilintervallen liegen. Wéhle fiir
I,,+1 ein Teilinterval, das J(n + 1) nicht enthélt. O

FOLGERUNG. (Dichtheit von R\ Q) In jedem Interval positiver Linge
in R, gibt es Punkte von R\ Q.

Ende der 15. Vorlesung

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist jedes Interval positiver Lénge iiberabzéhl-

bar. Da Q abzéhlbar ist, kann auch der Schnitt von Q mit einem solchen
Interval nur abzéhlbar sein. Damit folgt die Behauptuung. O

Bemerkung. Auch wenn ein Intervall positiver Lange ’fast nur’ aus
Punkten aus R\ Q besteht, kann es schwierig sein, einen solchen Punkt
anzugeben.

Wir diskutieren nun, dass die Potenzmenge einer Menge immer ’echt
grofer’ als die Menge ist.

PROPOSITION. Sei X eine beliebige Mengen und P(X) die Potenz-

menge von X. Dann gibt es keine surjektive Abbildung j von X nach
P(X).

Beweis. Ubung. O






KAPITEL 6

Die komplexen Zahlen

Ziel. Finde Erweiterungskorper von R,, in dem 2% + 1 = 0 eine Losung
hat Nenne diese Losung ¢. Mit a,b € R ist dann auch a + b in diesem
Korper, und es gilt

(a +ib)(a’ + b)) = ad’ + iba’ + iab’ + itbt’ = aa’ — bb' + i(ba’ + ab').
Damit ist also die Menge a+ b unter Multiplikation abgeschlossen. Das
motiviert folgenden Satz.
THEOREM. Die Menge R xR versehen mit der Addition (a,b)+(c,d) =
(a+ ¢, b+ d) und der Multiplikation (a,b)(c,c) = (ac — bd,ad + be) ist
ein Korper mit neutralem Element (0,0) der Addition und neutralem
Element (1,0) der Multiplikation.

Die Inversen bzgl Addition von (a,b) ist gegeben durch (—a, —b).
Das Inverse bzgl der Multiplikation von (a,b) # (0,0) ist gegeben durch

a —b
a2+ a?+v?)

Beweis. Direkte Rechnungen (vgl. Algebravorlesung). U

Zeichnung. Ebene, imaginire Achse, reelle Achse.

DEFINITION. Der Kérper aus dem vorangehenden Satz wird mit C be-
zeichnet.

Notation. Wir schreiben ¢ fiir (0,1). Ausserdem identifizieren wir die
Element der Form (a,0) mit a € R. Damit ldsst sich das Element
(a,b) € C schreiben als (a,b) = (a,0) + bi = a + ib.

PROPOSITION. Es gilt i = —1.
Beweis. Nachrechnen. O
DEFINITION. Firz = a+1ib € C definieren wir den Imagindrteil Sz :=

b und den Realteil Rz := a, sowie die zu z konjugiert komplexe Zahl
Z:=a—1ibund |z| :=Vz -Z=+Va2+ b2

Beachte. (a) Komplex Konjugieren bedeutet gerade Spiegeln an der
reellen Achse.

(b) 2> = 2z
Folgende Regeln sind einfach zu beweisen.
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PROPOSITION. Fiir alle z,w € C gilt:

(a) z+w=Z+w.

fiir z # 0.

2%(2—2).

(b) zw==2w und 1 =
(c) Rz=1(z+7), 3z
(d)z;«é0:>z_1:%.

(e) |zw| = |z||w| und fir z # 0 |1/z| = 1/|z|.

I e

Beweis. Hausaufgabe. O

PROPOSITION. (Dreiecksungleichung) Fir z,w € C gilt
|z +w| < |z| + |wl.

Bemerkung. In C kann man Dreiecksungleichung gut deuten.)

Der Betrag erlaubt es uns dhnlich wie in R das Konzept der Konvergenz
und der Cauchy Folge zu definieren. Diesem Thema widmen wir uns
als néchstes.

DEFINITION. Eine Folge (z,) in C heifit konvergent gegen z € C, wenn
fiir jedes € > 0 ein n. € N existiert, sodaf fir alle n > n. gilt |z, —z| <
€.

Notation. Wieder kann eine Folge hochstens gegen einen Wert konver-
gieren und dieser Wert heiffit dann Grenzwert und schreiben z = lim z,
oder z, — z, n — o0.

Man definiert fiir € > 0 die e-Umgebung von w durch
U(w) ={z€C:|z—w| <e}.
Es heifit dann U.(w) auch die offene e-Kugel um w.

Bemerkung. Allgemein nennt man eine Menge U eine Umgebung von
z, wenn ein € > 0 existiert mit U.(w) C U.

LEMMA. Fir eine Folge (z,) in C und z € C sind dquivalent:
(i) Es konvergiert (z,) gegen z.
(ii) Fdr alle € > 0 existiert ein n. > 0 mit z, € U.(z) fir alle
n > ne.
(iii) |z — zn] = 0, n — 0.

Konvergenz in C und Konvergenz in R haben viel miteinander zu tun.
Tatséchlich lassen sich wesentliche Betrachtungen zu Konvergenz in C
auf die entsprechenden Betrachtungen in R zuriickfithren. Dazu dient
folgende Proposition.

PROPOSITION. Fiir z=a+1b € C gilt
|2 < la| + [b] sowielal, [b] < |2].
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Beweis. Nach Definition gilt |2| = Va2 + b2.
Erste Ungleichung: Es gilt
a* + 6% = [a|* + [b]* < |af* + 2]al[b] + [o*.

Damit folgt also

2> < (la] + [8]).
Da die Wurzelfunktion monoton ist (z < y = /z < ,/y) folgt damit
die Behauptung durch Wurzelziehen.
Zweite Ungleichung: Mit a?,b? < a® + b? folgt also

lal, [b] < |2].

Das beendet den Beweis. U

Als erste Folgerung zeigen wir:
PROPOSITION. Sei (z,) eine Folge in C und z, = a, + ib, mit a,,b, €
R. Dann sind dquivalent:

(i) Die Folge (z,) konvergiert in C.

(ii) Die Folgen (a,) und (b,) konvergieren in R.
In diesem Fall gilt lim z, = lim a,, + i(lim b,,).
Beweis. (i) = (71): Es gelte 2, — 2z = a+1b. Sei ¢ > 0. Dann existiert
also ein n. € N mit |z, — z| < ¢ fiir n > n.. Dann gilt fiir n > n. also
nach voriger Proposition

la, + al, |b, — b < |z, — 2| < e.
(i1) = (4). ap, — a, b, — b. Sei z := a + ib. Sei € > 0. Dann existiert
also ein n, € N mit |a, —a|] < § fir n > n, und ein n, € N mit
b — b] < § fiir n > ny. Fiir n > max{n,,ny} gilt also nach voriger
Proposition
|z — zp| = la+ib— (a, +ib,)| < |a — a,| + |b—b,| < e.
U

Damit kann man aus den Rechenregeln fiir Konvergenz in R leicht die
folgenden Rechenregeln fiir Konvergenz in C ableiten.

PROPOSITION. (Rechenregeln)

(a) zn — 2z, Wy, — W = 2z, + W, — 2 + W.

(b) zpn — 2z, W, = W = zZ W, — ZW.

(c) zn = 2, 2#0, 2z, #0 allen = 1/z, — 1/z.
(d) z, — 2z => |z,| — |2|.

Ahnlich wie in R definiert man folgende Konzepte.

DEFINITION. (Cauchy Folge) Eine Folge (z,) in C heifst Cauchy Folge,
wenn zu jedem € > 0 ein n. € N existiert, so daf8 fiir alle n,m > n.
gilt |z, — x| < €.
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THEOREM. Fiir eine Folge (x,) in C sind dquivalent:

(1) (2n) ist eine Cauchy Folge.
(ii) (z,) ist konvergent.

Beweis. Sei z, = a, + ib, mit a,,b, € R. Dann gilt:

(z,) Cauchy Folge <= (a,), (b,) Cauchy Folgen in R <= (a,), (by)
konvergent in R <= z,, konvergent.

(Dabei haben wir obige Charakterisierung von Konvergenz verwendet. )
O

FOLGERUNG. FEs ist C vollstindig d.h. jede Cauchy-Folge in C konver-
giert.

Beachte. Die Vollstindigkeit ist eine fundamentale analytische Eigen-
schaft der komplexen Zahlen.

Da es in C keine Anordnung gibt (Warum? 22 + 1 = 0 hat Losung!),
gibt es auch keine monotonen Folgen und also auch keine Konvergenz
monotoner Folgen. Aber es gibt eine komplexe Version des Satz von
Bolzano-Weierstrass gilt. Dazu fiihren wir noch folgenden Begriff ein:
Eine Folge (z,) heifit beschréankt, wenn ein C' > 0 existiert mit |z,| < C
fiir alle n € N.

THEOREM. (Bolzsano - Weierstrass - komplex). Sei (z,) eine beschrank-
te Folge in C. Dann hat (z,) eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei z, = a, + ib, mit a,,b, € R. Da (z,) beschrinkt ist, sind
auch die Folgen (a,) und (b,) beschrinkt. Da (a,) beschrankt ist, gibt
es nach der reellen Version des Satz von Bolzano - Weierstrass eine
konvergente Teilfolge (anﬁj))k' Dann ist aber auch (bn]il)) beschrankt

und hat also eine konvergente Teilfolge b,, . Dann konvergiert sowohl
(an, ) also auch (b, ). Damit konvergiert dann auch (z,, ). d
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Summen und Reihen

Reihen liefern (eigentlich nur) eine spezielle Art Folgen darzustellen.
Diese Art ist in vielerlei Zusammenhéngen von Interesse.

Ziel: Gegeben eine Folge (a,,) in C. Definiere
art+ay+ag+---.

b )

Problem: Das Problem sind wieder die ’..." oder anders gesagt, die
Tatsaeche, dass iindlich viele Summanden gibt.

Loésung. Summiere iiber endlich viele Summanden und bilde Grenz-
wert.

Zeichnung.

Si:aq

Sot ay + as

531 a1 + as + as

S a1 +as+as+ay

DEFINITION. (Reihe gleich Folge der Partialsummen) Sei (a,) eine
Folge in C. Zun € N ist dann die n-te Partialsumme der (a,) definiert

durch
S, = Z ay.
k=1

Die Folge (S,,) dieser Partialsummen wird dann als Reihe mit den Glie-
dern a, bezeichnet. Diese Reihe heifft konvergent (mit Grenzwert S),
wenn die Folge (S,,) konvergiert (mit Grenzwert S).

Notation. Wir schreiben

Z ay fiir die Reihe, d.h. die Folge der Partialsummen

k>1

und

Z ap fiir den Grenzwert der Reihe, d.h. lim,, .o, S,
k=1
(falls dieser existiert).

67

Ende der 16. Vorlesung
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Bemerkung. (z,) beliebige Folge in C. Dann ist z, = > ,_, aj fiir
ay = T, Gy ‘= T, — T,_1 n > 2. In diesem Sinne lésst sich jede Folge
(in C) als Reihe darstellen.

Beispiel. (Geometrische Reihe) Ist a € C beliebig und ¢ € C mit

lg| <1soist Y-, aq" konvergent gegen g
Bew. Es gilt |¢"| = |¢|™ — 0. Damit folgt die Aussage aus der Formel
fiir die geometrische Summe.

Anwendung. > 7 afft = NS Bk = OéﬁNHﬁ fiir [B] < 1.

Beispiel. ), ., m konvergiert gegen 1.

Bew. S, =% 1, m =Y i o(75—1) =1—=+ — 1. Die in der zwei-
ten Gleichung genutzte Technik ist unter dem Namen Partialbruchzer-
legung bekannt (s. spéter).

Da es sich um Folgen handelt, gelten fiir konvergente Reihen natiirlich
weiterhin die Rechenregeln fiir konvergente Folgen. Insbesondere

Zak + /\Zbk = Z(ak + )\bk)
k=1 k=1 k=1

THEOREM. (Charakterisierung Konvergenz) Sei (ax) in C gegeben. Dann
sind aquivalent:
(i) Die Reihe ), ar konvergiert.
(ii) Zu jedem e > 0 existiert n. € N mit | Y_p_, ., ax| < e fir alle
ne <m < n. (Zeichnung. Endstick der Reihe.)

Bemerkung. Esist | > ;. ax| =[Sy — Sw| gerade die Summe {iber
ein 'Endstiick’ der Reihe.
Beweis. Reihe konvergiert :<=> Folge (5,,) der Partialsummen konver-

giert <= (.5,) ist Cauchy Folge <> (i). O

Das Theorem liefert eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz.

FOLGERUNG. (Erster Test auf Konvergenz) Ist ) ;- ax konvergent, so
ist |ag| eine Nullfolge (d.h. |agx| — 0, k — o0).

Beweis. |ap| = | 35, a1l = |Sk — Sk_1| — 0,k — oo. O

Diese Bedingung ist nicht hinreichend:

Gegenbeispiel.(Harmonische Reihe ist divergent) >, ., 1/k ist diver-
gent (obwohl + — 0). -

Bew. 1+1/24(1/3+1/4)+(1/5+.. . +1/8)+.. .+ (57 +- - -+ 5o51) -
Besonders wichtig sind Reihen mit nichtnegativen Gliedern. Denn dar-
auf lassen sich viele Konvergenzbetrachtungen zuriickfithren. Fiir diese
Reihen gilt:
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LEMMA. (Konvergenz von Reihen mit nichtnegativen Gliedern) Sei Fol-
ge (a) mit ar, > 0 gegeben. Sei Sy, := Y ,_, ax. Dann sind aquivalent:
(i) Die Reihe ), ai, ist konvergent (d.h. (S,) konvergent).

(ii) Die Reihe 3", -, ay, ist beschrinkt (d.h. sup S, < o).
(iii) Fiir alle € > 0 ezistiert ein n. € N mit

an t+apy1+ ... +a, <¢

fir alle n,m € N mit n. <n <m.

Beweis. Wegen a;, > 0 ist (.S,,) monoton wachsend. Damit sind Konver-
genz (i) und Beschrénktheit (ii) dquivalent. Weiterhin ist Konvergenz
in R dquivélent dazu, dafl (S,,) eine Cauchy Folge ist. Das bedeutet
aber gerade (iii). O

Notation. Ist a; > 0, so schreiben wir ) ;- a5 < 0o, wenn eine der
Bedingungen des vorigen Lemma gilt.

Fiir Reihen erweist sich eine Verscharfung des Begriff der Konvergenz
als sinnvoll. Dies ist der Punkt, an dem sich die Theorie der Reihen
von der Theorie der Folgen unterscheidet.

DEFINITION. Sei (ay) eine Folge in C. Dann heifit die Reihe ) -, ax
absolut konvergent, wenn ), -, |ax| konvergiert, d.h. wenn gilt

o0
Z lag| < oco.
k=1

Beispiel. (Geometrische Reihe) Ist ¢ € C mit |¢| < 1 und a € C, so ist
> i>1 ag” absolut konvergent (gegen 1) Ist [q| = 1, so ist die Reihe
nicht konvergent.

Bew. Es gilt |aq"| = |a||q|™. Damit folgt absolute Konvergenz der Reihe
fir |¢| < 1 (s.0.). Ist |¢| > 1, so ist ¢" keine Nullfolge und es folgt
Divergenz.

Beispiel (Reihe, die konvergiert, aber nicht absolut konvergiert) Sei
ar := (—1)F12. Dann gilt:

- > |ag| nicht konvergent (harmonische Reihe).

- Es ist aber >, a; konvergent. (s.u.)

Bemerkung.

e Fiir Reihen mit nichtnegativen Gliedern ist Konvergenz gleich-
bedeutend mit absoluter Konvergenz.

e Absolute Konvergenz / Konvergenz éndert sich nicht, wenn
man endlich viele Glieder der Reihe abéndert. (Es geht immer
nur um aj mit grossen k.)

THEOREM. (Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz) Sei (ay) eine
Folge in C. Ist Y, -, ar absolut konvergent, so ist Y, -, ar konvergent.
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Beweis. S, 1= >} _, ax. Zu zeigen: (S,) ist Cauchy Folge. Sei ¢ > 0
beliebig. Aufgrund der absoluten Konvergenz, konvergiert >, ., |ax|.
Damit existiert also nach dem Lemma ein n, € N mit -

lan| + |ans1| + ...+ |am| <€
fiir alle n,m > n.. Damit gilt also fiir n,m > n. und n <m
lan + angr + - am] < lap| + |ani1| + -+ lam] < e.

Damit konvergiert die Reihe (nach dem Theorem zur Konvergenz von
Reihen mit nichtnegativen Gliedern). O

Bemerkung. (Absolute Konvergenz stabil bei Umordnungen) Absolu-
te Konvergenz ist stabil unter Umordnungen (s.u.). Konvergente aber
nicht absolut konvergente Reihen sind extrem instabil under Umord-
nung (s.u.). Daher ist absolute Konvergenz oft wesentlich niitzlicher als
Konvergenz, wenn es um Reihen geht.

PROPOSITION. (Dreieckungleichung fiir Reithen). Sei (a) eine Folge in
C. Euxistiert Y ay, so gilt | > oy ar| <> oo |ak|, wobei die rechte Seite
den Wert unendlich hat, wenn die Summe nicht absolut konvergiert.

Beweis. Esreicht den Fall zu betrachten, daf > a; absolut konvergiert.
Da Betrag mit Konvergenz von Folgen vertréglich ist, gilt
Sl = Yl = i | Yl < i 3 ol = 3ol

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
O

THEOREM. (Majorantenkriterium) Sei (ay) eine Folge in C. Gibt es
ko € N und b, > 0 mit
o |ay| < by fiir k > ko und
® > ok, b <00,
so ist Y ay absolut konvergent.
Beweis. Z.z. sup ) ,_, |ax| < oo (Lemma zur Konvergenz von Reihen

mit nichtnegativen Gliedern). Nach Voraussetzung gibt es C' > 0 mit
> ki 0k < C fiir all n > ko. Damit folgt

n ko—1 n ko—1 n ko—1
D larl < D lanl+ Y larl < D lal+ Y be < D el +C
k=1 k=1 k=ko k=1 k=ko k=1
fir alle n € N. O

Beispiel. (Dezimalzahldarstellung) Ist (a,) eine Folge mit Werten in
{0,1,2,...,9}, so konvergiert

Z aklo_k

k>1
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absolut.
Bew. Sei by, := 9/10%. Dann gilt |a;107%| < by und 3 by, existiert (da
geometrische Reihe).
Weitere Beispiele.

® > .51 72 konvergiert absolut.

Bew. 0 < 1/k* <1/k(k—1) und }_ 1/k(k — 1) konvergent.
Nun folgt Beh. aus Majorantenkriterium.
° Zkzl % konvergiert absolut.

Bew. % = 12-n < 9/p2 ypd Y %2 konvergiert. Nun folgt

Beh. aus Majorantenkriterium.
Man kann das Majorantenkriterium auch umdrehen.

FOLGERUNG. (Minorantenkriterium) Sei (ay) eine Folge in C und by, >
0, k € N. Gilt by > l|ay| fiir alle k € N ab einem ko und ist > ay,
divergent, so ist auch Y by divergent.

Beweis. ) by konvergent = Y _ |ay| absolut konvergent. Widerspruch.
O
Beispiele.

o > —L__ st divergent.

v/ n(n+1)

Bew.

- L = L g
\/n(n+1) = N R und ) -7 divergent

(harmonische Reihe).

e Sei
ay, := (k-te ungerade natiirliche Zahl)™' = 2k:1— .
und
by := (k-te gerade natiirliche Zahl) ™ = i

Dann ist Y a; und > by divergent.

Bew. Wiire eine der beiden Summen konvergent, so miisste
auch die andere konvergieren nach dem Majorantenkriterium.
Dann wire aber auch die harmonische Reihe konvergent.

THEOREM. (Quotientenkriterium) Sei (ax) eine Folge in C mit aj, # 0

fiir alle k ab einem ky. Gilt q = limsup,,_, aiZ;:II

> ay absolut. Gilt p := liminfy_ U=STS 1, so divergiert > ay.

lak|

< 1, so konvergiert

Beweis. q < 1 Sei ¢ eine Zahl mit ¢ < ¢ < 1. (Zeichnung.) Wegen
q = limsup,_, . el oipt e N € N mit

lak|

|ak+1|
|a|

<q
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fiir alle kK > N. Das impliziert
|an| < Qlan-1] < - <7 Van| < CT"

fir alle n > N. Weiterhin ist C' an ~ ¢" konvergent (als geometri-
sche Reihe). Damit folgt nach dem Majorantenkriterium die absolute
Konvergenz der urspriinglichen Reihe.

q > 1: dhnlich wie im vorigen Fall schliesst man, dal ein N € N existiert
mit

|41/ ]k = 1
fiir alle k£ > N. Damit folgt
lag| > |ag—1] > ... > |an]

fir alle & > N. Also ist |ax| keine Nullfolge. Damit konvergiert die
Reihe nicht. 4

Ende der 17. Vorlesung Bemerkung. Fiir ¢ = 1 bzw. p = 1 ist jedes Konvergenzverhalten

moglich.

-ap = % Dann g =p = hm% = limki+1 =1 und ) a; divergent.
- ap = # Dann ¢ = p = liml/(lljzg)z - 1jmﬁ = 1 und > ay
konvergent.

Beispiel - Exponentialreihe. Sei z € C beliebig und a;, = 2*/k!.
Dann ist die Exponentialreihe

Sk
2 w=2 5
k>0 k>0

absolut konvergent und der Grenzwert wird als e* bezeichnet.

Bew. Das folgt aus dem Quotientenkriterium wegen

Jawsa] _ [/ R+ 7]
|| |25 /K| |k +1]

—0<1.

THEOREM. (Wurzelkriterium) Sei (ay,) eine Folge in C und q := limsupy_ . &/]ax|.
Gilt ¢ < 1, so ist > ay absolut konvergent. Gilt ¢ > 1 so ist > ay di-
vergent.

Beweis. ¢ < 1: Sei ¢ mit g < g<1und N € N mit
mak‘ <q

fiir alle £ > N. Damit gilt also
|ay,| < ¢*

fiir alle & > N. Die Reihe ), \ ¢* konvergiert (geometrische Reihe).
Damit folgt aus dem Majorantenkriterium die absolute Konvergent von

Zak.
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q > 1: Es gibt undendlich viele k mit {/[ay| > 1, also |a;| > 1. Damit
ist |ax| keine Nullfolge.
O

Bemerkung. Fiir ¢ = 1 ist jedes Konvergenzverhalten moglich.
- a, = 1/k. Dann ¢ = lim v/1/k = 1 und _ a;, divergent.
- ap = 1/k? Dann ¢q = lim {“/I/k:2 =1 und ) a; konvergent.

Beispiel. a,, = (1 + %)”2 keine Nullfolge, b, = W Dann folgt aus
dem Wurzelkriterium wegen /b, = 1/e die Konvergenz.
Bemerkung. Das Quotientenkriterium ist (oft) leichter anzuwenden
als das Wurzelkriterium. Das Wurzelkriterium ist aber starker. Genauer
gilt:
e Ist b, > 0, so gilt limsup Vb, < limsup b’l;% = q. (siehe Weih-
nachtszettel). Idee :

b, = ‘b — ... ~ ) < Vg N =q.
”bl\/ b b \/ by b o VT T

e Es gibt Reihen, deren Konvergenz aus dem Wurzelkriterium
folgt aber nicht aus dem Quotientenkriterium. Ein Beispiel ist
folgendes:

3% . k ungerade

Dann ist /a,, gleich 1/2 oder 1/3, also limsup /a, =1/2 <1
aber es gilt

-k .
ap = { 2 .k gerade

Aht1 _ { 2;—;1 .k gerade

ay, sisr ¢k ungerade
Fiir reelle Reihen gibt es zwei weitere Konvergenzkriterien, die von der
Ordnungsstruktur von R Gebrauch machen.

THEOREM. (Leibnizkriterium) Sei (a,) eine monoton fallende Null-
folge in R (d.h. ar, > apy1 > -+ > 0 und ap — 0). Dann ist die
alternierende Reihe > (—1)kay konvergent.

Beweis. Sein > [. Dann gilt
D (D] = Jar = arer + arpn — - ag| < ] — 0,1 — oo
k=l

Hier: Erste Gleichung: Kein Vorzeichen bei a;, da Betrag; Zweite Glei-
chung: Formaler Beweis durch Induktion, Zeichnung, niitze Monotonie;
Konvergenz gegen 0, da Nullfolge).

Damit ist > (—1)*a; eine Cauchy-Folge, also konvergent. O

Bemerkung. Die Vorausetzungen sind notig:
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Nullfolge: Immer nétig.

Monotonie: a,, = 2/n n-gerade a, = 0 sonst. Dann ist Y (—1)"a, =
14+1/2+1/3 + ... divergent.

THEOREM. (Verdichtungskriterium) Sei (a,) eine nichtnegative fallen-
de Folge in R (d.h. a > apy1 > ...0.) Dann konvergiert Zk21ak
genau dann wenn szl 2Paqgp konvergiert.

Beweis. Zeichnung. Einteilung von N in die Abschnitte von [2P, 2PT1).

ortl_q

Fir p € N setze Cp, := ) i _5, ~ aj. (2P-Terme). Aufgrund der Monoto-
nie gilt

(¥)  2Page < Cp < 2Pag.
Aufgrund der Nichtnegativitdt der C), und aj reicht es jeweils Be-
schranktheit zu zeigen. Es gilt also

>_p>1 2Page konvergent <= | 2Pagr beschrinkt & > C, beschrinkt
<= Y ay beschrinkt <= > a; konvergent.
O

Beispiel. Sei o > 0. Dann gilt > 2% konvergent <= a > 1.

Bew. Nach dem Verdichtungskriterium ist » %a konvergent genau dann
wenn Y 27 /(2P)* = > 1/(2* )P konvergiert. Letzteres ist eine geome-
trische Reihe mit ¢ = 1/2971,

Ist @ > 1, soist 27t > 1 also 0 < ¢ < 1 und die geometrische Reihe
konvergiert.

Iste a < 1, so ist 2¢°! < 1 also 1 < ¢ und die geometrische Reihe
divergiert.

Wir betrachten jetzt noch Doppelsummen. Es geht also um
a:NxN-—C,(i,5) — a;; = a(i,j)
und wir fragen,

e ob > a(n,m) in irgendeinem Sinne existiert
e und, wenn ja, ob es egal ist, wie man summiert d.h. ob gilt:

N 00

lim a(i,j):ZZa(k,N—k+1):ZZaij:ZZaij.

ij=1 =1 k=1 i=1 j=1 j=1 i=1
Zeichnung zu den verschiedenen Summationsarten!

Das ist von eigenem Interesse und niitzlich zum Studium von Produk-
ten von Reihen und Umordnungen.

Achtung. Es geht um das Vertauschen von Grenzwerten!



7. SUMMEN UND REIHEN 75

Gegenbeispiel. Sei a;; gegeben, so dafl alle Eintrdge Null sind ausser
auf der Diagonalen und der ersten unteren Nebendiagonalen. Seien die
Eintrage auf der Diagonalen 1, 2,4, 8, ... und die Eintrdage auf der ersten
Nebendiagonalen —1, -2, —4, —8,.... Dann sind alle Spaltensummen
absolut konvergent und haben den Wert 0. Die k-te Zeilensumme ist
absolut konvergent und hat den Wert 2+,

Idee. Gilt eine gleichmissige Schranke an die Doppelsummen, so sitzt
die wesentliche "Masse’ in einem (grossen) Quadrat.

PROPOSITION. Seia: NxN — C. Es gebe C > 0 mit 3", |aj| < C
fiir alle m € N. Dann gilt:

(a) Y- aru fiir jedes injektive T : N — N x N absolut konvergent.

(b) Fiir jedes € > 0 existiert ein L = L(e) € N mit >, |aon)| < € fir
jedes injektive o : N — N x N mit o(k) ¢ {1,..., L} fiir jedes k € N.

Beweis. (a) Zun € Nexistiert m € Nmit {r(1),...,7(n)} C {1,...,m}>

Damit folgt

n m
D arw < lay| < C.
k=0 ij=1

Da n € N beliebig war, folgt (a).
(b) Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert

= lim Z la(j, k

k,j=1

(Das ist die Summe iiber alle |a;;|.) Daher existiert also ein L € N mit

. ..
A}E{;RIZ_L\GMI <e. (%)

Ist nun 0 : N — N x N injektiv mit o(k) € N x N\ {1,...,L}? so
folgt aus (x)

Z o] < hm Z law| < e.

ki=L
U

THEOREM. (Konvergenz von Doppelsummen) Sei a : N x N — C
gegeben. Es gebe ein C'> 0 mat Y77 |ai;| < C fir alle m € N. Dann
existiert Y37 | a;; fir jedes i € N und es existiert 3.2, a;; fir jedes
7 € N und die Reihen

i>1 \j=1 i>1 \i=1 E>1 \i=1

Ende der 18. Vorlesung
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sind absolut konvergent und haben den gleichen Grenzwert, ndamlich
limy_ oo 222:1 ;. j.

Zeichnung der Summen.

Beweis. Das folgt aus (a) und (b) der vorigen Proposition:

Ezistenz der “inneren’ Summen: Das folgt aus (a) der vorigen Proposi-
tion (z.B. 7: N — Nx N, 7(k) = a...)

Absolute Konvergenz der Doppelsummmen: Das ist klar nach Voraus-
setzung, etwa

m o0 m n m n

SIS = 3 im Y = i 3 el <

i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1
(Grenzwert vertauscht mit Betrdgen und mit endlichen Summen.

Gleichheit der Grenzwerte: Das folgt aus (b) der vorigen Proposition:
In allen Summen wird iiber beliebig grosse Quadrate in NxN summiert.
Nach (b) der vorigen Proposition sind Summen iiber Terme ausserhalb
solcher Quadrate beliebig klein. Damit folgt die Aussage (Check!). O

Wir ziehen nun einige Folgerungen aus dem Satz.

FOLGERUNG. (Cauchy-Produkt) Seien (b;), (¢;) Folgen in C sodafi > b;
und Y ¢; absolut konvergent sind. Dann gilt

00 ) o k
Qe b)) =D crinby

=1 1 k=1 l=1
Beacht k b =S cb
eachte. Y /" cr 1100 = D 1, abri41-

Beweis. C =377 |ei| < 00, B =377 |bj| < oc. Setze a;; = c;b;.
Dann gilt

Sl =3 lebsl = D leillbsl = Y leil D 1bj| < OB < o0
i=1 j=1

ij=1 ij=1 ij=1
fiir alle m € N. Damit erfiillt a die Voraussetzung des vorigen Satz.
Dessen Aussage liefert dann die Behauptung. O
Anwendung (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion):
Fiir die Exponentialfunktion exp : C — C,exp(z) =Y .~ %z“ gilt

e exp(0) =1 und

o exp(2; + 29) = exp(21) exp(z9) fiir alle 21, 29 € C (Funktional-

gleichung)
Insbesondere verschwindet exp nirgends und es gilt
1
m = exp(—z).

Beweis. exp(0) = 1. Das ist klar.
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Es gilt die Funktionalgleichung. Das folgt mittels Cauchy-Produkt:

explar) exp(z) = (32 2A/RD(Y /1Y

oo n m k—m
_ 21 %y
(Cauchy-Produkt) = nEO mEO l(n — )
g L n!
(Erweitern mit 1 = n'/n') = ngzo ﬁ mEZO mZ{nzgim

(Binomi) = Z

Zum ’Insbesondere’. Nach dem schon Bewiesenen gilt

1 =exp(0) = exp(z — 2) = exp(z) exp(—=2).
Das liefert die Aussage. O

Bemerkung. (Ubung) Eine stetige (s.u.) Funktion £ : R — R mit
E(z+y) = E(z)E(y) ist durch ihren Wert an der Stelle z = 1 eindeutig
bestimmt.

Wir kommen nun zur schon angesprochenen Stabilitit von absolut kon-
vergenter Reihen unter Umordnung.

DEFINITION. (Umordnung) Ist 3, ax eine Reihe und 7 : N — N
bijektiv, so heifit 3 -, a-y eine Umordnung der Reihe ), ax.

Beachte. Umordnung summiert iiber 'dieselben’ Terme in einer ande-
ren Reihenfolge.

FOLGERUNG. (Absolute Konvergenz impliziert Stabilitit unter Umord-
nung) Sei (ax) eine Folge in C. Ist 3, ay absolut konvergent, so ist
jede Umordnung absolut konvergent und hat denselben Grenzwert.

Beweis. Setze ¢;j := a,(;) = a; falls i = 7(j) und 0 sonst. Zeichnung
Dann gilt

e j-te Spalte enthélt a,(;) an der 7(j)-ten Stelle (und sonst Nul-
len).

o i-te Zeile enthélt a; an der Stelle j mit 7(j) = ¢ (und sonst
Nullen).

Damit gilt

oo
g Cij = Q4

J=1
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fiir jedes ¢ € N und

o0
E :Cz‘j = Ar(y)
=1

fiir jedes 7 € N sowie

m (e.)
D el < lar] = C < o0
k=1

ij=1
Damit liefert der vorige Satz die Behauptung. U

Nach Hause nehmen. Wenn die Reihen absolut konvergieren, darf
man summieren wie man will und erhélt immer den gleichen Grenzwert!

Gegenbeispiel. (Voraussetzung der absoluten Konverenz ist notig)
Betrachte die Reihe

1—1+1/2—1/241/3—1/3....

Dann gilt fiir die Partialsummen S,, also S,, = 0 falls n gerade und
Sn = 1/k falls n = 2k — 1. Damit folgt S,, — 0, n — oo. Andererseits
kann man die Summe so umordnen, daf sie divergiert:

1
(1+1/2)—1—|—(1/3—|—...—|—1/l<:)—1/2+(1/kz+1...5)—1/3..
so daf man immer wieder Summanden > 1/2 erhélt...

Dieses Verfahren lasst sich verallgemeinern und fiihrt auf den folgenden
Satz:

THEOREM. (Riemannscher Umordnungsatz) Ist (ay) eine Folge in R
und Y ay, konvergent aber nicht absolut konvergent, so ezistiert zu je-
dem s € R eine Umordnung 7 mit s = > -, a-xy- Ebenso existieren
bestimmt divergente Umordnungen zu +00 und —oo.

Beweis. Wir geben eine Skizze. Die Grundidee ist, dafl Konvergenz der
Reihe ohne absolute Konvergenz nur auftreten kann, wenn die Reihe
in zwei Teile zerlegt werden kann, die sich zu 400 bzw —oo addie-
ren. Durch geeignetes "Verschieben’ der Balance zwischen diesen bei-
den Teilen l&sst sich dann die gewiinschte Konvergenz der Umordnung
erzwingen.

Hier sind die Details: Teile die Folge (a) in positive und nichtpositive
Terme wie folgt: Sei

af == k-tes positives Element von (ay,)

und

a, = —k-tes nichtpositives Element von (ay).
Setze

n n
AT = lim E ay, A" := lim E a
n—oo n—oo
k=1 k=1
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wobei der Wert oo moglich ist. Dann gilt:

o AT :=1lim, o> p_,af =ocound A~ :=lim, 0o Y 1, G =
0.
e (af) und (a;) sind Nullfolgen.
(AT, A~ = oc:

Bew. Angenommen AT und A~ endlich: Widerspruch zu 3 a, nicht
absolut konvergent. Angenommen: A* endlich und A~ unendlich (oder
umgekehrt): Widerspruch zu ) a,, konvergent.

Nullfolge: klar (da Summe konvergiert). )

Nun gehe so vor: Summiere a; bis gerade s iiberschritten wird; sum-

miere nun a, bis s gerade unterschritten wird etc. Wegen AT, A~ = 0o
kann dieses Verfahren beliebig fortgesezt werden. Da (a;f) und (aj)
Nullfolgen sind, folgt die Behauptung. U

FOLGERUNG. (Absolute Konvergenz dquivalent zu unbedingter Konver-
genz) Sei (ay,) eine Folge in C. Dann sind dquivalent:

(i) Es ist > a, absolut konvergent.
(ii) Es konvergiert jede Umordnung von Y a, (gegen denselben
Grenzwert).

Beweis. (1)= (ii): s.o.
(ii)== (i): Anwenden des Riemanschen Umordnungssatzes auf Realteil

und Imaginérteil der Summe liefert absolute Konvergenz von »_ Ra,
und Y Sa,. Damit folgt die Aussage. O






KAPITEL 8

Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen

Stetigkeit von Funktionen ist ein fundamentales Konzept der Analy-
sis, das man als Anwendung des Grenzwertkonzeptes sehen kann. Die
Grundidee ist folgende: Eine Funktion f heifit stetig im Punkt p, wenn
sie Punkte ¢, die nahe an p liegen, auf Werte abbildet, die nahe an f(p)
liegen:

e '¢ nahe p impliziert f(q) nahe f(p)’.

Zeichnung 'typischer’ stetiger und unstetiger Funktionen.

DEFINITION. (Stetigkeit) Sei D C C und f : D — C. Dann heift f
stetig in p € D, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert mit

1f(q) = f(p)| <e

fiir alle x € D mit |q — p| < . Ist f in jedem p € D stetig, so heifit f
stetig auf D.

Unter Nutzen des Konzeptes der Kugel / r-Umgebung U,.(z) mit Radius
r >0 um z € C ldsst sich obige Definition der Stetigkeit offenbar auch
so ausdriicken: Es heifit f stetig in p, wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0
existiert mit

fUs(p) N D) € f(U(f(p)))-

Kurz:"Zu jeder offenen Kugel um f(p) existiert eine Kugel um p, die in
die Kugel um f(p) abgebildet wird.” Zeichnung.

Bemerkung. Eine Teilmenge von C heifit Umgebung von z € C wenn
ein r > 0 existiert mit z € U,(z) C U. Ist D eine Teilmenge von C und
z € D, so heifit eine Teilmenge U von D eine Umgebung von z in D,
wenn ein 7 > 0 existiert mit z € U,(z) N D C U. Damit ist dann eine
Funktion f : D — C stetig in z genau dann, wenn das Urbild jeder
Umgebung von f(z) eine Umgebung von z in D ist (Ubung).

Bemerkung

e Offenbar schliesst diese Definition die Félle ein, dafl D C R gilt
und/oder f nur reelle Werte annimmt. Diesen Féllen werden
wir uns spéter noch einmal besonders widmen.

81

Ende 19. Vorl.
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e Ist p € D ein isolierter Punkt von D (d.h. es existiert ein r > 0
mit {p} = DNU,(p) Zeichnung), so ist jedes f : D — Cin p
stetig. (Bew. Wéhle 6 < r.)

Beispiele.

e Die konstante Funktion D — C x — ¢, ist stetig.
Bew. Es kann 6 > 0 beliebig gewéhlt werden.
e id: D CR?— C, v — z, ist stetig.
Bew. Es kann 6 = ¢ gewéhlt werden.
e Der Betrag |- | : D C C — C, x +— |z|, ist stetig.
Bew. Dreiecksungleichung ||z| — |y|| < |z — y| zeigt, dal
0 = e gewahlt werden kann.
e Fiir jedes k € Nist g/ : [0,00) — [0, 00) ist stetig
Bew. Wir zeigen zunéchst eine Zwischenbehauptung:

[y =Vl < Vly — 2

fiir alle x,y > 0.
Beweis der ZB: Ohne Einschriankung sei z < y. Dann gilt

Yy > ¥/x. Es ist also
Vy<Vy—w+ e
zu zeigen. Es reicht also zu zeigen, dafl
(V) < (Vo= + va)"
Das ist wahr nach dem binomischen Satz.
Nach der ZB kann § = ¥ gewihlt werden.
Beachte: In bisherigen Beispielen konnte § unabhéngig von x

gewahlt werden konnte. Das wird sich im néchsten Beispiel
andern:

e Die Exponentialfunktion exp : C — C, z Z;O:Ozk_]? ist

stetig.
Bew. Es gilt:
00 1 00 1 -1
exp(z) —exp(zy) = HZ_ZO (z — 2o ZH AR Y

k=1 k=1 1=0
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Fir z mit |z] <|z| + 1 konnen wir dann abschétzen:

00 k—1
1
|exp(z) —exp(z0)| < |z — 20 Y 7 > (lzof + 1)F
T 1=0

k=1 =

=1
- |z—z0\zyk(|z0]+1)k_l
k=1

(s
(c:=lzo|l+1) = |z—zo|zmckl
k=1 '

= |z — 20| exp(c)
Damit folgt
lexp(z) — exp(20)| < C|z — 2

mit C' := exp(c). Fir z mit |z| < |z| + 1 und |z — 2| < /C
gilt dann also |exp(z) — exp(z9)| < €. Damit folgt Stetigkeit
(mit § = min{1,¢/C}).

Wir diskutieren nun noch kurz eine Verschirfung des Konzeptes der
Stetigkeit, die durch die Beispiele nahegelegt wird:

DEFINITION. Fine Funktion f : D — C heifit gleichmdssig stetig,
wenn zu jedem € > 0 ein 0 > 0 existiert mat

1f(p) = fl@)] <e
fiir alle p,q € D mit |p — q| < 9.

Kurzfassung: Stetigkeit: § = (e, x). Gleichméssige Stetigkeit 6 =
i(e).

Nach diesen einzelnen Beispielen kommen wir noch zu zwei Klassen
von stetigen Funktionen.

Potenzreihen. Sei (a,) in C mit limsup {/]a;| = p < oo und R :=
1/p (mit R = oo falls p = 0). Dann ist

[e.9]

f:UrCcC—C, f(2) ::Zakzk

k=0
durch eine absolut konvergente Reihe definiert und stetig.
Bew. Wir betrachten nur den Fall R < oo. (Der andere Fall ist leichter.)

Reihe ist absolut konvergent: Das folgt aus dem Wurzelkriterium mit

lim sup /] axz*| = limsup |z| &/|ax] = |2]p < Rp = 1.
Stetigkeit: Wie im Beispiel der Exponentialfunktion ergibt sich

00 k—1
1£(2) = f(z0)| <D anl(z = 20) > 2F 14
k=1 =0
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Fir z mit |z] < |Z°|T+R =: ¢ < R (Zeichnung) ergibt sich dann

() = f(z0)] < |2 =20 Y laxlke"™ = Clz = 2|
k=1

mit C := 5.7 | |ag|kc*™! < co. (Hier folgt Endlichkeit von C' nach dem
Wurzelkriterum, Check!) Damit folgt Stetigkeit (mit 6 = min{e/C, ¢ —
|20[})-
Es heiBt R der Konvergenzradius der Potenzreihe Y o axz*. Es ist R
charakterisiert durch folgende Eigenschaft:

e Fiir |2| < Rist > azz* absolut konvergent. (Bew. s.0.)

o Fiir |z] > R ist is > apz" divergent. (Klar, da dann |a;2"|

keine Nullfolge ist.)

Ist insbesondere Y axz" konvergent fiir ein z, so folgt |2| < R. Damit
gilt also

R = sup{r: Z apz® konvergent fiir ein z mit |z| = r }.

k=0

Lipschitzstetige Funktionen. Eine Funktion f : D — C heifit
lipschitzstetig, wenn ein C' > 0 existiert mit

[f (@) = f(y) < Cle—y]

fir alle x,y € D. Offenbar ist jede lipschitzstetige Funktion (gleichméssig)
stetig (mit 6 = &). Typische Beispiele von Lipschitzstetigen Funktio-
nen sind folgende:

e Lineare Funktionen f: C — C, f(z) = ax + b.

o ||, R, S, id auf C.

e (Ubung) Ist A C C, so ist die zugehérige Distanzfunktion

d=ds:C—[0,00), d(z) :=inf{|z —w|: w e A}
Lipschitzstetig mit C' = 1.

Die Wurzel g/ : [0,00) —) ist nicht lipschitzstetig. (Ubung)
Bemerkung. Eine noch allgemeinere Klasse stetiger Funktionen bil-
den die hélderstetige Funktionen. Eine Funktion f : D — C heifit
holderstetig mit Exponent o > 0, wenn ein C' > 0 existiert mit |f(z) —
f(y)] < Clx —y|* fir alle z,y € D mit |z —y| < 1. Jede Holderstetige
Funktion ist stetig.
(Bew. Ist a = 1/k so folgt dies aus der Stetigkeit der k-ten Wurzel. Zur
Behandlung eines beliebigen o > 0 wéhlt man ein £ € N mit % <o
und nutzt |z — y|* < |z — y|V* fir |2 —y| < 1.)
Ubung: Ist f : R — C Hoélderstetig mit Exponent o > 1, so ist f
konstant.

(Bemerkung. Manchmal wird auch in der Definition der Hoélderste-
tigkeit die Einschrankung |z — y| < 1 weggelassen. Dann wiirde man
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die oben definierte Klasse als lokal holderstetige Funktionen bezeich-
nen. Auf beschrankten Mengen D stimmen die beiden Definitionen
iiberein. Fiir unbeschriankte Mengen ist das im allgemeinen nicht der
Fall (so sind etwa lineare nichtkonstante Funktionen g auf R holderste-
tig im obigen Sinne, erfiillen aber nicht |g(z) — g(y)| < Clx — y|* fiir
0 < a < 1 fir alle z,y € R). Dann hat obige Definition den Vorteil,
dafl jede ipschitzstetige Funktion automatische holderstetig zu jedem
Exponente 0 < o < 1 ist.)

Zur Abgrenzung geben wir noch einige Beispiele von unstetigen Funk-
tionen:

Beispiel (Heaviside Funktion) Die Funktion H : R — {0,1} mit
H(z) =0 fir xt <0 und H(z) =1 fiir z > 0 ist unstetig in = 0 und
stetig in allen anderen Punkten.

Beispiel. Eine Funktion, die in keinem Punkt stetig ist, wird gegeben
durch
_ 1 z2zeQ
lo:R— (0.1 1o ={ 5 | R g
Bew. Das folgt, da Q und R\ Q dicht in R sind, also jede e-Kugel um
ein p € R sowohl Punkte von Q als auch von R \ Q enthélt.

Beispiel. (Ubung) Die Funktion

x irrational

N :R\{0} — R N(z) == { 1 r = q/p mit p € N und g € Z teilerfremd

p
ist stetig in allen irrationalen Punkten und unstetig in den rationalen
Punkten.

Es lasst sich Stetigkeit einer Funktion mit Konvergenz von Folgen cha-
rakterisieren und das ist sehr niitzlich (da wir gut mit konvergenten
Folgen umgehen kénnen).

LEMMA. (Folgencharakterisierung der Stetigkeit) Sei D C C und f :
D — C gegeben. Dann sind fiir p € D dquivalent:

(i) Es ist f stetig in p.

(ii) Fir jede Folge (p,) in D mit p, — p gilt f(p,) — f(p).

Beweis. Sei c= f(p).

(i)= (ii): pn — p (z.2. f(pn) — ¢.) Sei € > 0. Dann existiert nach (i)
ein § > 0 mit |f(z) — ¢| < € fiir alle ¢ € D mit |¢ — p| < §. Wegen
pn — p existiert ein N = Ny € N mit |p, — p| < 0 fir n > Ns. Damit
gilt fiir n > N also |f(p,) —c| < e.

(ii)== (i): Angenommen nein: Dann existiert ein € > 0 ’ohne §’, d.h.
mit der Eigenschaft, daf} fiir jedes n € N ein p, € D existiert mit
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lpn—p| < = aber | f(p,)—c| > . Dann gilt p, — p aber nicht f(p,) — c.
Widerspruch.
U

Aus dieser Charakterisierung von Stetigkeit erhalten wir sofort eini-
ge Rechenregeln fiir stetige Funktionen (die wir natiirlich auch direkt
zeigen konnten).

PROPOSITION. (Rechenregeln) D C C und f,g : D — C gegeben.
Seien f, g stetig in p. Dann gilt:

(a) Esist f +ag: D — C stetig in p.

(b) Es ist fg: D — C stetig in p.

(c¢) Gilt g(p) # 0, so existiert ein r > 0 mit g(q) # 0 fir alle ¢ € U,(p)
und es ist f/g: U.(p) N D — C stetig in p.

(d) Seien w : D C— C und v : E — C und p € C gegeben mit
u(D) C E. Ist u stetig in p und v stetig in u(p), so istvou: D — C
stetig in p.

Beweis. (a) und (b) folgen direkt aus den Recheneregeln fiir konver-
gente Folgen.

(c) folgt direkt aus den Recheneregeln fiir konvergente Folgen, wenn
man noch nutzt, daf§ ¢ aufgrund der Stetigkeit in einer Kugel um p
nicht verschwindet.

(d) pn — p = u(pn) — u(p) = v(u(p,) — v(u(p)).

Beispiel. Ist P ein Polynom d.h. P(z) = Y7 ja;27, so ist f(z) =
P/ exp stetig.

Wir systematisieren jetzt die obigen Betrachtungen durch das Konzept
des Grenzwertes einer Funktion in einem Punkt. Dabei werden
wir auch Punkte zulassen, in denen die Funktionen nicht definiert ist
(in deren Néhe sie aber definiert ist). Fiir solche Punkte ist die Frage
nach Existenz von Grenzwerten gerade die Frage nach stetiger Fortsetz-
barkeit der Funktion. Fiir Punkte, in denen die Funktion definiert ist,
ist Frage nach der Existenz von Grenzewerten gerade die Frage nach
Stetigkeit der Funktion.

Wir fithren zunéchst die Punkte ein, um die es uns geht.

DEFINITION. Sei D C C. Ewn x € C heifst Berihrpunkt von D, wenn
es eine Folge in D gibt die gegen x konvergiert.

Bemerkung.
e Es ist x Berithrpunkt von D genau dann, wenn D N U.(x) # ()
fir alle > 0. (Einfach)

e Es gibt zwei Typen von Beriihrpunkten von D: (Zeichnung)
(1) Punkte aus D (Wahle z,, = z.)
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(2) Punke aus C\ D, die von D den ’Abstand 0 haben’ d.h.
fiir die in jeder Umgebung ein Punkt von D liegt. Beispiel:
D = (a,b) hat die a,b.

LEMMA. (Grenzwert einer Funktion an Berihrpunkt) Sei D C C und
f D — C gegeben. Sei p ein Beriihrpunkt von D. Fir ¢ € C sind
dquivalent:
(i) Fir jede Folge (p,) in D mit p, — p gilt f(p,) — c.
(ii) Fir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0 mit |f(q) — ¢| < € fiir alle
g€ D mit|qg—p|l<9.

Beweis. Die Aussage verallgemeinert die Folgencharakterisierung der

Stetigkeit. Der Beweis kann wortwortlich von dort iibernommen wer-
den. U

Wieder lésst sich (i) mittels offener Kugeln ausdriicken: Zu jedem ¢ >
0 existiert ein > 0 mit

f(Us(p) N D) C Uc(c).

Kurzfassung: 'Zu jeder offenen Kugel um c existiert eine offene Kugel
um p, die durch f in die Kugel um ¢ abgebildet wird.” Zeichnung.

DEFINITION. (Grenzwert einer Funktion) In der Situation des Lemma,
heifit ¢ der Grenzwert von f bei p. Man schreibt ¢ = lim,_,, f(z) oder

flx) = ¢, z—p.

Beachte. Ist p € D, so muss gelten ¢ = f(p). (Wahle z,, = p).

Existenz des Grenzwertes in einem Punkt ist dquivalent zu Stetigkeit
(falls der Punkt zum Definitionsbereicht gehort) und zu Fortsetzbar-
keit zu einer im Punkt stetigen Funktion (falls der Punkt nicht zum
Definitionsbereich gehort):

FOLGERUNG. (Existenz des Grenzwertes und Stetigkeit) Sei f : D —
C gegeben. Sei p ein Bertihrpunkt von D. Dann gilt:
(a) Gehirt p zu D, so sind dquivalent:
(i) Es existiert lim,_,, f(z).
(ii) f ist stetig in p € D.
(b) Gehirt p zu C\ D, so sind dquivalent:
(i) Es existiert lim,_,, f(x).
(i) f besitzt eine stetige Fortsetzung f auf D U {p}.

In diesem Fuall ist diese Fortsetzung eindeutig bestimmt und gegeben
durch

flz) = f(x) firxe D und f(p) = c.

Ende der 20. Vorlesung.
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Beweis. Das folgt sofort aus den Definitionen und dem vorangegange-
nen Lemma. U

Wir betrachten nun noch zwei besondere Situationen, nédmlich einer-
seits den Fall, dal D C R ist und andererseits den Fall, da3 f nur reelle
Werte annimmt.

DEFINITION. Set D C R, f: D — C und p € D gegeben.

(a) Ist p ein Berihrpunkt von DN (p, 00), so nennt man, falls existent,
limg—, f|pn@p,ec) den rechtsseitigen Grenzwert von f in p und bezeichnet
thn auch als

ql—iglJr /().

(Bsp: D = (p,0)).

(b) Ist p ein Berihrpunkt von D N (—oo,p), so nennt man, falls exi-
stent, limg_, fpn(—cop) den linkssseitigen Grenzwert von f in p und
bezeichnet ihn auch als

(Bsp. D = (—00,p)).

Nach dem vorangehenden Lemma lautet das ausggeschrieben so: lim,_.,,+ f(¢) =
c:

<~
Fiir alle € > 0 existiert ein § > 0 mit |f(q) — ¢| < ¢ fur alle ¢ € D mit
lg—p|<dund ¢ >p

<
Es gilt f(p,) — f(p) fiir jede Folge (p,) in D mit p,, — p und p, > p.

lim, ., f(q) = ¢: Analog (zur Ubung iiberlassen).

Beispiele. (Existenz links- und rechtsseitiger Grenzwerte ohne Stetig-
keit)

o f =10 :R— {0,1}. Links- und rechtsseitige Grenzwerte
existieren in 0; es ist f aber nicht stetig in 0. Zeichnung.

e f: R — R, f(x) =0firz <0, f(z) =1/2 fir x =0
und f(z) = 1 fiir > 0. Links und rechtsseitige Grenzwerte
existieren in 1; es ist f aber nicht stetig in 0. Zeichnung.

e f:(0,2) — R, f(z) = fir x # 1, f(1) = 2. Links und
rechtsseitige Grenzwerte existieren in 1; es ist f aber nicht
stetig in 1.

THEOREM. (Charakterisierung Stetigkeit mit links- und rechtsseitigen
Grenzwerten) Set D C R, f : D — C und p € D gegeben. Dannn
sind dquivalent:
(i) Es ist f stetig in p.
(ii) Es existieren limg_,+ f(q) und lim,_,_ f(q) und stimmen mit
f(p) dberein.
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Beweis. (i) = (i1): f stetig = lim f(p,) = f(p) fur JEDE Folge
(pn) — p. Damit folgt (7).
(i1) = (7): Sei € > 0 beliebig. Dann gilt:
- lim,—,+ f(q) = f(p) = es existiert ein d; mit |f(¢) — f(p)| <
e fiir alle ¢ > p mit |q — p| < J;.
o lim, ., f(q) = f(p) = es existiert ein 0_ mit |f(q) — f(p)| <
e fiir alle ¢ < p mit | — p| < J_.

Mit 0 := min{d,d_} gilt dann

1f(p) = fla)] <e
fiir alle ¢ mit |¢ — p| < 0. O

Bemerkung. (Ubung) Analog lisst sich fiir f : D ¢ R — C zeigen:
lim f(p) = ¢ <= Es existieren links- und rechtsseitiger Grenzwert
lim,—,+ f(¢) und lim, ., f(¢) und sind gerade c.

In der betrachteten Situation gibt es noch Grenzwerte bei £oo: Sei
f: D — R, p Beriithrpunkt von D. Ist D C R nach oben / oder unten
unbeschrénkt, und ¢ € R, so definiert man

lim, 4o f(2) = ¢ :<=> Fiir jedes ¢ > 0 existiert C' € R mit |f(z)—c| <
e fir alle x € D mit x > C' / ¢ < C <= Fiir jede Folge (z,) in D mit
x, — +oo gilt f(x,) — c

Beispiel. Betrachte exp : R — R. Dann gilt lim,_,_, exp(z) = 0.

Wir kommen nun zu der Situation, daf§ f nur reelle Werte annimmt.

THEOREM. Sei D C C und f: D — R und p € D gegeben. Dann
sind dquivalent:
(i) Es ist f stetig in p.
(i) Es gilt:
- Fir jedes b > f(p) ewistiert ein 6 > 0 mit f(q) < b fir
alle g € D mit |q — p| < 0. (°f ist oberhalbstetig’)
- Fiir jedes a < f(p) existiert ein 6 > 0 mit f(q) > a fir
alle g € D mit |qg — p| < 0. (’f ist unterhalbstetig’)

Beweis. Das ist einfach und wird zur Ubung iiberlassen. O

In dieser Situation gibt es noch den Fall, dafl der Grenzwert £oo ist: Sei
f: D — R, p Berithrpunkt von D. Dann definiert man: lim,_,,, f(z) =
+00 <= Fiir jedes S € R existiert 6 > 0 mit f(xz) > C bzw f(z) < C
fir alle x € D mit |z — p| < 0 :<= Fiir jede Folge (x,) in D mit
&y, — Foo gilt f(x,) — £oo.

Beispiel. Betrachte f : R\ {0} — R mit f(z) = 1/z. Zeichnung.
Dann gilt
lim f(x) =00, lim f(x)=—cc.

rz—0+ rz—0—
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Fir f: D — R mit D C R gibt es noch einen weiteren Grenzwert:
lim, . f(z) = oo <= Fiir alle C' € R existiert ein S € R mit
f(z) > C bzw. f(x) < C feur alle x > § <= Fiir jede Folge (z,,) in R
mit x,, — oo gilt f(z,) — +oo.

Entsprechend definiert man lim, ., ., f(z) = +oo.

Wir kommen nun noch zu einer Stabilitdtseigenschaft der Menge aller
stetigen Funktionen auf einer Menge.

DEFINITION. Seien D C C und f,: D — C,neNund f: D — C
gegeben. Dann heifit (f,) gleichmdssig gegen f konvergent, wenn zu
jedem € > 0 ein N. € N existiert mat

[fu(z) = f(z)| <e

fir alle v € D und n > N,.
Beispiele.

e Sei f :R—R, fp(z) =4/22+ 2 und f: R — R, f(z) =
|z|. Dann konvergiert f, gleichméssig gegen f.
Bew. |fu(z) — f(z)| < \/% — 0, n — oo (unabhéngig von
x!).
e Sei f, : [0,1] — [0,1], z — 2" und f : [0,1] — R, f(z) =
0, z < 1 und f(1) = 1. Dann gilt f,(x) — f(x) fir jedes
€ [0,1], f, stetig fiir jedes n, aber f, konvergieren nicht
gleichméssig.
Bew. Das kann man direkt sehen durch Untersuchen von
x, die nahe an 1 liegen (Zeichnung.), oder aus dem folgenden
Satz folgern, da f nicht stetig ist.

THEOREM. Seien D C Cund f,, : D — C,ne N, und f: D — C
gegeben. Sind alle f, stetig und konvergiert (f,) gleichmdssig gegen f,
so ist auch f stetig.

Beweis. Der Beweis wird mit einem sogenannten £-Argument gefiihrt.
Sei p € D gegeben. Sei € > 0 beliebig.

e Aufgrund der gleichméssigen Konvergenz existiert ein NV € N
mit |f(q) — fn(q)| < /3 fiir alle ¢ € D.

e Da fy stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit |fn(q) — fv(p)| < /3
fir alle ¢ € D mit |¢ — p| < 0.

Damit gilt fiir ¢ mit |¢ — p| < ¢ also

1f(q) = f(p)l = 1f(q) — fn(q) + fn(a) — fn(p) + fn(p) — f(p)]
< 1f(q) = fv(@)] + [ fn(q) = v+ [fn(p) — f(p)]
37373

A\
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Das beendet den Beweis. O

Bemerkung. Der Beweis zeigt eigentlich noch mehr, ndmlich eine
punktweise Aussage: Konvergiert (f,) gleichméssig gegen f und sind
alle f,, in p stetig, so ist auch f in p stetig.






KAPITEL 9

Funktionen auf Intervallen

In diesem Kapitel geht es um Funktionen
f:I—R,

wobei I C R ein Intervall ist.

Dabei untersuchen wir zunéchst stetige Funktionen. Fiir diese Funk-
tionen gibt es (eigentlich nur) zwei Sétze und noch einen weiteren ;-)
Diese Satze lernen wir in diesem Abschnitt kennen.

Anschliessend diskutieren wir noch eine weitere Klasse von Funktionen,
namlich die monotonen Funktionen. Fiir diese lasst sich Stetigkeit der
Funktion und der Umkehrfunktion leicht charakterisieren.

Zeichnung. Stetigkeit mittels Intervallen.

THEOREM. (Zwischenwertsatz) Sei —oo < a < b < oo und f : [a,b] —
R stetig. Dann nimmt [ jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an. Zeich-
nung

Beweis. Ohne Einschrankung f(a) < f(b). Sei f(a) < v < f(b) be-
liebig. Zu zeigen: Es gibt ein ¢ € [a,b] mit f(c¢) = 7. Beginnend mit
la1,b1] = [a,b] konstruieren wir induktiv durch Halbierung der Inter-
valle eine Intervallschachtelung [a,, b,] mit

'f(an)SVSf(bn)

e b, — an| = 5|b—al.

Die Folgen (a,) und (b,) konvergieren dann gegen den (eindeutigen)

Punkt
cée ﬂ[an, by).
Aufgrund der (Folgen) Stetigkeit gilt:
f(c) =1lim f(a,) < f(c) =lim f(by) > .
Das beendet den Beweis. O

Wir geben jetzt noch eine Umformulierung des Satzes.

THEOREM. (Zwischenwertsatz - Variante) Sei I ein Intervall in R und
f 1 — R stetig. Dann ist J := f(I) ebenfalls ein Intervall. Genaiir
qgilt

(inf f(1),sup f(I)) € J C [inf f(I),sup f(I)]
falls inf f(I) und sup f(I) endlich sind.

93

Ende der 21. Vorlesung.
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Beweis. Ohne Einschrénkung seien inf f(7) und sup f(I) endlich.
Zweite Inklusion: klar.
Erste Inklusion: Reicht fiir jedes € > 0 zu zeigen, daf gilt

(inf f(I) +e,sup f(I) —¢) C f(I).
Wiéhle dazu a € I mit f(a) < inf f(I) +c und b € I mit f(b) >
sup f(I) —e. Nach dem Zwischenwertsatz gilt dann [f(a), f(b)] C f(I).
0

Bemerkung.
e Aus der Variante folgt der Zwischenwertsatz (und umgekehrt).
e Ist I ein offenes Intervall, so kann man iiber Offenheit / Abge-
schlossenheit von f(I) im allgemeinen keine Aussage treffen:
(Identitat auf (0,1); Hut auf (0,1)). Im Falle von abgeschlos-
senen Intervallen ist die Lage anders. Das werden wir gleich
untersuchen.

Offenbar impliziert der Zwischenwertsatz die folgende Aussage.

FOLGERUNG. Sei —oc0 < a < b < oo und f : [a,b] — R stetig. Gilt
fla) <0< f(b), so hat f in [a,b] eine Nullstelle. Zeichnung

Anwendung - Existenz der Wurzel. Ist « > 0so hat P : [0,00) —
R, P(x) = 2™ — « ein Nullstelle.

Bew. P(0) = —a < 0 und P(1+ «a) > a (nach Bernoulli-Ungleichung).
Anwendung des Zwischenwertsatzes auf die Einschrankung von P auf
0,1 + af liefert dann die Behauptung.

Anwendung- Fixpunkt von Selbstabbildungen Jede stetige Funk-
tion f : [a,b] — [a,b] hat einen Fixpunkt (d.h. es gibt ein ¢ € [a, D]
mit f(c) = ¢). Zeichnung
Bew. Betrachte
g9:la,0] — R, g(z) = f(z) — =

Dann gilt (wegen f([a,b]) C [a,b]) aber

g(a) = f(a) —a >0, g(b)=f(b)—b<0.
Aus dem Zwischenwertsatz folgt Existenz eines ¢ mit g(c¢) = 0 d.h.

fe)=ec.

Wir kommen nun zum anderen Satz iiber stetige Funktionen auf Inter-
vallen.

THEOREM. (Existenz Minimum und Mazimum stetiger Funktionen auf
abg. beschrankten Intevall) Sei —oo < a < b < oo und f :[a,b) — R
stetig. Dann nimmt f auf [a,b] Minimum und Mazimum an, d.h. es
gibt py, und pyr in a, b] mit

fom) < f(p) < fpm)
fiir alle p € [a, b].
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Bemerkung. Es ist nétig, dafl I ein abgeschlossenes und beschranktes
Intervall ist (vgl. id auf (0, 1) oder exp auf R).

Beweis. Wir zeigen nur die Aussage zum Maximum. Die Aussage zum
Minimum kann dhnlich bewiesen werden.

Sei M :=sup f(I). Sei (pn) eine Folge in [a, b] mit f(p,) — M.
e Da [a,b] beschréinkt ist, existiert nach dem Satz von Bolza-
no/Weierstrass eine konvergente Teilfolge (p,, ) von (p,).

e Da [a, b] abgeschlossen ist, gehort der Grenzwert p der konver-
genten Teilfolge (p,, ) wieder zu [a, b].

Es gilt also
Dn, — D € [a,b].
Da f in p stetig ist, folgt dann
f(p) = lim f(pn) = M.
Das beendet den Beweis. U

Nach diesen beiden Satzen kommen wir nun zum dritten Satz iiber
stetige Funktionen auf Intervallen.

THEOREM. (Gleichmdssige Stetigkeit von stetigen Funktionen auf ab-
geschlossenen beschradnkten Intervall) Sei —oo < a < b < oo und
f :la,b] — R stetig. Dann ist [ gleichmdssig stetig.

Beweis. Angenommen Nein! Dann existiert ein € > 0 ’ohne ¢’ d.h. mit
der Eigenschaft, dafl fiir jedes n € N Punkte x,,,y, € |a,b] existieren
mit

7 — il <+ aber |F(z) ~ f(y)| 2

Durch iibergang zu einer Teilfolge konnen wir ohne Einschrinkung an-
nehmen, dafl
Ty, — T € [a,b].

Wegen |y, — | < + gilt dann auch y,, — = € [a, b]. Damit folgt

e < [f(zn) = Syl
= [fln) = f(@) + f(2) = fya)]
< f(n) = F@)] 4+ (@) = fyn)l

— 0,n — oo.
Widerspruch. O

Bemerkung. Fiir die beiden vorangegangenen Schliisse ist die ent-
scheidende Eigenschaft der abgeschlossenen beschrinkten Intervalle I
die folgende:

(K) Jede Folge mit Werten in I hat eine konvergente Teilfolge,
deren Grenzwert wieder in I liegt.
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Die Schliisse gelten fiir jede andere Menge I mit dieser Eigenschaft
ebenfalls (Check!). Solche Mengen heissen kompakt (s.u.).
Wir kommen nun zu monotonen Funktionen auf Intervallen.

DEFINITION. Sei D C R und f : D — R. Dann heifit f monoton
wachsend/fallend, wenn fir alle x,y € D mit x <y gilt

f(x) < fly) /f(x) = fy).

Gilt eine strikte Ungleichung, so heifit f streng oder strikt monoton
wachsend/fallend.

Beispiele.
e Die k-te Potenz auf [0, 00) d.h. die Funktion (-)* : [0, 00) —
[0,00), 2 — z* ist streng monoton.
Bew. y > x impliziert y = x 4+ h mit h > 0. Damit folgt
Aussage aus binomischem Satz:
e Die k-te Wurzel V& : [0,00) — [0,00) ist streng monoton
wachsend.
Bew. Das wissen wir schon.
e Auf R ist die Exponentialfunktion exp : R — [0,00),2 +—
> om0 #m" streng monoton wachsend.
Bew. Das folgt mit der Funktionalgleichung: y > x impli-
ziert y = x + h mit A > 0. Damit folgt

exp(y) = exp(z + h) = exp(z) exp(h) > exp(z)
da fir h > 0 gilt exp(h) =1+ ... > 1.

LEMMA. (Hauptlemma monotone Funktionen) Sei —oo < a < b < 0o
und f : [a,b] — R monoton. Dann existieren in jedem Punkt ¢ €
la,b] die halbseitigen Grenzwerte f(cy) := lim, . f(x) und f(c_) :=
lim, .. f(x) und es gilt f(c_) < f(c) < f(c+).

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f monoton wachsend. Wir zeigen nur
die Aussage zum Grenzwert von links. Die andere Aussage folgt analog.
Es ist {f(z) : # < ¢} durch f(c) nach oben beschriankt und besitzt
daher ein Supremum M. Wir zeigen lim, . f(z) = M.

Ist nun £ > 0 beliebig, so existiert ein x. < cmit M —e < f(z.) < M.
Setzt man 0 := ¢ — ., so gilt dann also fiir alle x < ¢ mit |z —¢| < ¢
auch x. < x < c¢. Zeichnung. Damit gilt fiir solche x dann aufgrund
der Monotonie

M—€<f(x5)§f($)§M
also |f(x) — M| < e. O

THEOREM. (Stetigkeitseigenschaft monotoner Funktionen) Sei —oo <
a<b<oound f:|a,b — R monoton. Dann ist f in einem Punkt
¢ € [a,b] entweder stetig, oder hat dort eine Sprungstelle (d.h. es exi-
stiert s > 0 mit f(y) — f(z) > s fir alle z,y € [a,b] mit v < ¢ < y).
Genaiir gibt es vier Typen von Verhalten: Zeichnung.
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o Bs gilt f(c_) = f(ey). Dann ist f stetig.

o Es gilt f(c_) = f(c) und f(c) < f(cy) und f ist unstetig
o Es gilt f(c_) < f(c) = f(cy) und f ist unstetig.

o Es gilt f(c_) < f(c) < f(cy) und f ist unstetig.

Ende 22. Vorlesung
FOLGERUNG. Sei I ein Intervall in R und f : I — R monoton. Dann

ist f genau dann stetig, wenn f(I) ein Intervall ist.

Beweis. =: Das folgt aus dem Zwischenwertsatz (und hat nichts mit
Monotonie zu tun).

<=: Wenn f(I) ein Intervall ist, kann f keine Sprungstelle haben.
Damit folgt aus dem vorigen Korollar die Stetigkeit von f. U

Wir untersuchen nun Stetigkeit von Umkehrfunktionen monotoner Funk-
tionen: Ist D C R und
f:D—R
streng monoton, so ist f injektiv (klar...). Also existiert die Umkehr-
funktion
o1 - _
g=1[1":fU) — R, mit g(y) =z
fir x € I mit f(z) = y. Geometrisch entsteht die Umkehrfunktion
durch Spiegeln an der Winkelhalbierenden. Zeichnung Ist f streng
monoton wachsend /fallend, so ist auch g streng monoton wachsend /fallend.
(Bew. Ohne Einschrinkung f streng monoton wachsend. Sei y < ¢/
und z, 2’ mit f(z) =y, f(2’) = ¢'. Dann gilt also x # /. Wire = > a/,
so folgte y = f(z) > f(2') = v/. Widerspruch. )

Beispiel. [ : [0,00) — R, f(z) = z*. Dann ist f streng monoton
wachsend mit f([0,00) = [0, c0) und die Umkehrfunktion g : [0, c0) —
R ist gegeben durch g(y) = ¥/y.

THEOREM. (Umkehrfunktion stetiger streng monotoner Funktionen ist
stetig) Sei I eine Intervall in R und f : I — R stetig und streng
monoton. Dann ist f(I) ein Intervall und die Umkehrfunktion g =
ft: f(I) — I C R stetig.

Beweis. Es ist g streng monoton. Wegen ¢(f(I)) = I hat g keine
Sprungstellen. Also ist g stetig. O

Bemerkung.

e Aussage und Beweis bleiben auch ohne die Voraussetzung der
Stetigkeit an f giiltig. (Check!). Allerdings ist f(/) kein Inter-
vall, wenn f nicht stetig ist.

e (Ubung) Ist I C R ein Intervall und f : I — R stetig, so gilt:

f invertierbar <= f streng monoton.

(Ist I kein Intervall, so gilt diese dquivalenz nicht.)
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Beispiel. Sei exp : R — (0,00), exp(z) = ZZZO%T- Dann ist exp
streng monoton wachsend mit exp(R) = (0, 00) und die Umkehrfunk-
tion In : (0,00) — R ist stetig. Zeichnung.

Bew. Es reicht zu zeigen, dafl exp(R) = (0, 00) gilt: Wir wissen schon

exp(z) ' = exp(—2) und exp(x) >0
fiir alle z € R. Weiterhin gilt offenbar fiir alle £k € N

o0

kn
exp(k) = Z ] >k
n=0 ’
und damit also auch
1
exp(—k) < —.

k
Also enthélt (nach Zwischenwertsatz) exp(R) das Intervall [1/k, k] fiir
jedes k € N. Da k € N beliebig ist, folgt die gewiinschte Behauptung.

Der Logarithmus wird uns immer wieder begegenen (wie auch die Ex-
ponentialfunktion). Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
fithrt zur Giiltigkeit der folgenden Gleichung

1
Inz+Iny=In(zy) und Inz = —In—
x
fir z,y > 0.
Bew. z = €%, y = €. Dann gilt

Inz+Iny=Ine* +Ine’ =a+b=In(e") = In(zy).

Auch Monotonie ist stabil unter Konvergenz von Funktionen und zwar
sogar unter punktweiser Konvergenz.

PROPOSITION. Sei I eine Intervall und f, :— R, n € N, seinen mo-
notone wachsende Funktionen. Gibt es ein f : I — R mit f,(z) —
f(zx) fir alle x € I, soist f ebenfalls monoton wachsend. Entsprechen-
des gilt fiir monoton fallende Funktionen.

Beweis. Sei z < y. Dann gilt

f(l‘) = hmfn(x) < hmeL(@/) = f(y)
O

Man konnte denken, dal Funktionen auf einem Intervall, die stetig und
monoton sind, besonders einfach sind. Das ist nicht der Fall, wie man
an folgendem Beispiel sieht.

Beispiel - Teufelstreppe. Sei I = [0, 1].
Setze Cy := I und konstruiere rekursiv durch Herausnehmen der of-
fenen mittleren Drittelintervalle abgeschlossene Mengen C,, C [ mit
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C,, C C,,_1. Zeichnung. Damit besteht also C,, aus 2" Intervallen der
Léange 1/3™. Die 'Gesamtlinge’ von C,, ist damit
1
L, ==—2"
3n
und die 'Gesamtlidnge’ des Komplementes I \ C,, ist gegeben durch

1
L,=1-——2"
3n

C .= QC’n.

Dann ist die ’Gesamtliange’ des Komplementes I \ C' also gerade 1 und
C' hat die 'Lange’ 0. Nun definieren wir fiir n € N die Funktion

fo: I —10,1]
auf folgende Weise: Zeichnung
e [,(0)=0, fu(1) = 1.
e Auf den herausgenommenen 2" —1 ( = 14+2+-+2""!) Interval-
len ist die Funktion konstant mit den Werten 1/2™,2/2" ... (2"—
1)/2m.
e Auf den noch verbliebenen Intervallen wird die Funktion linear
interpoliert.
Dann gilt offenbar |f,(z) — f.(x)| < 1/2" fiir m > n. Damit ist fir
jedes x € I also (f,(x)) eine Cauchy-Folge und damit konvergent und
fiir die Grenzwert f(x) gilt

7(2) ~ @) = T |fu(2) ~ fulo)] < o

Damit konvergiert (f,,) also gleichméssig gegen f und f ist stetig und
monoton mit f(0) =0 und f(1) =1 und f konstant auf den einzelnen
Stucken von I \ C. Diese Funktion kann also nicht gezeichnet werden.

Sei

Bemerkung.

e In gewissen Weise sind Funktionen wie obige die typischen
stetigen monotonen Funktionen.

e Unsere Anschauung vom Zeichnen von Funktionen ist inso-
fern irrefithrend, als wir (eigentlich) nur Funktionen zeichnen
konnen, die - von wenigen Ausnahmepunkten abgesehen- lokal
lipschitzstetig sind.

e Im néchsten Abschnitt werden wir differenzierbare Funktionen
kennenlernen. Fiir diese Klasse 'gelten’ unsere Zeichnungen.






KAPITEL 10

Differenzierbare Funktionen

Eine Funktion ist in einem Punkt differenzierbar, wenn sie in der Nahe
des Punktes gut durch eine linear affine Funktion, ihre Tangente, ap-
proximiert wird. Die zugehorige lineare Funktion (gegeben durch eine
1 x 1 Matrix d.h. eine Zahl) heifit die Abbleitung.

Um iiber 'Néhe’ eines Punktes sprechen zu kénnen, brauchen wir Platz.
Daher wird es sich meist um Funktionen auf offenen Intervalle handeln.
"Gute Approximation’ wird bedeuten, dafl der "Fehler’ klein ist. Diffe-
renzierbare Funktionen haben viele gute Eigenschaften. Im wesentli-
chen lieferten unsere Zeichnungen meist differenzierbare Funktionen.

1. Definition und grundlegende Eigenschaften von
Differenzierbarkeit in einem Punkt.

Idee. Gegeben f : (a,b) — R, p € (a,b):
- fstetigin p: f(q) = f(p) +1¥(q), wobei der Fehler ¢(q) klein
wird fiir ¢ — p, d.h. f ist gut durch eine konstante Funktion
approximierbar in p.

- f differenzierbar in p: f(q) = f(p) + b(q — p) + ¢(q), wobei
der Fehler ¢(q) sehr klein wird fiir ¢ — p, naemlich ¢(q) =

¥(q)(q¢ — p) mit ¥(q) — 0, ¢ — p. Damit is f in p gut durch
eine lineare Funktion - die Tangente T'(x) = b+ c¢(x — p) ap-
proximierbar.

LEMMA. (Charakterisierung der Differenzierbarkeit in einer Dimensi-
on) Sei I C R offenenes Intervall und f: I — R gegeben. Seip € 1.
Dann sind dquivalent:

(i) Es existiert ein b € R mit

f(@) = f(p) + b(z —p) + ¢(),
wobei fir ¢ : I — R gilt

plr)
T—p,TFp |JJ - p|
(ii) Der Grenzwert lim,_., ;4. f(mi:g(p) existiert.
In diesem Fall gilt b = lim,_,, ,z, f(x;:;:(p).

101
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Beweis. (i) = (ii): Es gilt

@)~ 10, , el

r—p r—=p

z)— (

Tr—

fx) = f(p)+ @ p) + ¢(@)

— b,x — p.

(i1) = (i): Setze b := lim,_, 4, Z9=I® Dann erfiillt ¢ mit

also
ol) _F@=f0) o,
(z —p) T —p
Weitere Aussage: Schon gezeigt in (i1) = (1). O

DEFINITION. Sei f : (a,b) — gegegen. Falls die Bedingungen des
Lemma in p € (a,b) erfillt sind, so heifit f in p differenzierbar und
man nennt den Grenzwert
o)~ I
T—p,TFED r—0p
die Ableitung von f an der Stelle p und bezeichnet ihn mit D f(p) oder
f'(p). Ist f in allen Punkten von (a,b) differenzierbar, so heifit f dif-

ferenzierbar.

Bemerkung. Betrachtet man den Quotienten

flg) — f(p)
q—7p
fiir ¢ — p, so fallt auf, dal der Nenner gegen Null konvergiert. Damit
der Quotient endlich bleibt und gegen einen Grenzwert strebt, muss
also der Zahler auch gegen Null streben und zwar im wesentlichen im
‘gleichen Masse’. Damit folgt aus Differenzierbarkeit also Stetigkeit.

PROPOSITION. Sei I C R offenenes Intervall und f : I — R differen-
zierbar in p € 1. Dann ist f stetig in p.

Beweis. Es gilt

f(q) = f(p) +blqg —p) +¢(q)

mit ¢(q) = 0 fir ¢ = 0 und p(q) = %(q — p) fiir ¢ # p. Damit gilt
also ¢(q) — 0 fiir ¢ — p und es folgt (durch Betrachten der drei Terme

in der Gleichung) f(q) — f(p) fiir ¢ — p d.h. Stetigkeit von f in p. O

Wir kommentieren diese Definition mit einer Reihe von wichtigen Be-
merkungen:

Geometrische Deutung.

e Der Differenzenquotient £ (wgz:f @) gt gerade die Steigung der

p
Sekanten durch (z, f(z)) und (p, f(p)). Zeichnung.
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e Der Differentialquotient f’(p) = lim,_,, ! (92:}]; @ ist die Stei-
gung der Tangenten an den Graphen von f im Punkt (p, f(p)).
Zeichnung.

e Die Tangente durch (p, f(p)) ist gegeben durch die Gerade

T(x)=f(p)+ f(p)(x—p)
Das ist gerade die lineare Approximation.
e Es gilt

lim #(z)
iy Tz — ]
genau dann, wenn gilt
p(x) = ¢(x)(z —p)
mit ¢(x) — 0 fiir x — p, naemlich

(B ot
0 : z=np.

=0

e Eisist
im 28 g
T—p,TFp |13 — p’
eine préazise Fassung, der Aussage, dafl der Fehler bei der Ap-
proximation durch die Tangente sehr klein ist.

Hinweis: Ausrechnen des Grenzwertes. Es gilt

i F@) = f0) o fleth) — flp)

T—Dp T —Dp h—0,h#£0 h

Wir kommen nun zu einigen Rechenregeln im Umgang mit Ableitun-
gen.

PROPOSITION. (Rechenregeln) Sei —oo < a < b < oo, f,g: (a,b) — R
differenzierbar in p € (a,b). Dann gilt:
(a) f+ag ist differenzierbar in p mit (f+ag) (p) = f'(p)+ag'(p).
(b) (Produktregel) Das Produkt fg ist differenzierbar in p mit (fg) (p) =

F'(P)g(p) + f(p)g (p)-
(c) (Quotientenregel) g(p) # 0, so ist auch f/g differenzierbar in

p mit <§> '"(p) = F®ee)—t @) 1 shesondere gilt (1/9)(p) =

9*(p)
9 (p)/g*(p).
Beweis. (a) Einfach.

(b) L@ @el) — @I () 1 f(p) 910 Nun & — p..

(c) Es reicht das 'Insbesondere’ zu zeigen. (Dann folgt erste Aussage
durch Anwenden der Produktregel.) Es gilt

1/g(x) —1/g9(p) _ g(p) —g(x) 1

T —p r—p g(x)g(p)
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Nun z — p.... U

PROPOSITION. (Kettenregel) Sei f : (a,b) — R und g : (¢,d) —
(a,b) gegeben. Ist g differenzierbar in p und f differenzierbar in g(p),
so ist fog: (a,b) — R differenzierbar in p, und es gilt (f o g)'(p) =
f'(g(p)g' (p)-

Beweis. Die Idee ist klar:

fog(x)—foglp) _ fog(xr)—foglp)g@)—g) . :
P = ) =) P f(g(p)d (p).
Da g(z) — g(p) = 0 moglich ist, muss man etwas genaiir sein. Man

ersetzt dazu fiir g(x) = g(p) den Quotienten f(g(z)) — f(g9(p))/g(x) —
g(p) durch f'(g(p)). Genaiir:
Setze yo := ¢g(p) und definiere (wobei n = g(x) sein wird)

F(n)—f(yo)

(o) — T = - n# Yo
ro={ S i

Dann gilt

o lim, ., f*(n) = f'(y0) = f*(v0)-
e f(n) — f(wo) = f*(n)(n — o) fiir alle 7.

Damit kénnen wir nun mit 7 = g(x) schliessen

fog(x)—foglp) f(n)—flw) f*(n)g(x) —9(p)

x—p x—p T —p
Nun folgt die Behauptung leicht. O
Beispiele.
e Die konstante Funktion hat Ableitung 0.
Bew. klar.

e (Potenz) Die Funktion f : R — R, f(x) = 2* hat die Ablei-
tung f'(x) = ka*~L.
T)— zk—pk - jnk—1—7 -
Bew. £ a):—;]:(p) _ w_]lz — Zf:é pIpk=1=3 — fpk-1,
e (Polynom) f : R — R, f(z) = >°7 ja;z’ hat Ableitung
>y agja’ .
Bew. Linearkombination von Potenzen.
e (Inverse Potenz) f : R\ {0} — R, f(x) = 1/2"* hat Ableitung
fl(z) = =k
_ kaxk?

Bew. Quotientenregel liefert f'(x) = —*5—.

o (Exponentialfunktion): Es gilt fiir jedes zo € C

L exp(z) — exp(z)

2—20,27#20 Z— 2y

= exp(20)-

Insbesondere hat die Funktion exp : R — R, x +— expx die
Ableitung exp(z).



1. GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN 105

Bew. Aufgrund der Funktionalgleichung gilt

exp(z) — exp(zp) exp(z — 29) — 1.

= exp(2o)
Z — 20 Z— 20
Daher reicht es limy, exi(fz)_l = 1 zu zeigen. Dazu:
exp(h) =1 1 [ hF
h h Z_! -1
k=0
1 o= hF
S
k=1
0 hE-1
= 2
k=2
0 hF—2
= 1+h)_ o
k=2
Fiir [h] < 1 gilt | 3232, 27 < 3002, & < exp(1). Damit folgt
h)—1
% 1 h—o.
e Fiir die Funktionen sin : R — R, sin(z) = Sexp(iz) und
cos : R — R, cos(x) = R(exp(iz) sind differenzierbar mit
sin’ = cos und cos’ = — sin. Insbesondere gilt lim,_o ¥2% = 1.

Bemerkung (Beschreibung von sin und cos am Ein-
heitskreis): Eine kleine Rechnung zeigt, daf fiir u = exp(ix)
gilt |u| = 1. Damit handelt es sich also bei sin und cos in
der Tat um die Verhéltnisse der Seiten eines rechtwinklichen
Dreiecks am Einheitskreis. Zeichnung.

Bew. Wir betrachten nur sin. (Der andere Fall kann analog
behandelt werden.)

sin(z) — sin(p) %exp(ix) — exp(ip)
r—Dp rT—Dp
_ g &Xpliz) — exp(ip)
ix —ip
_ pexp(iz) — exp(ip)
ix —ip

— Rexp(ip) = cos(p).

Zum ’Insbesondere’:

sinz _ sinz —0  sinz —sin0 — sin’(0) = cos(0) = 1.

r  xr—-0 z—0



106 10. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Potenzreihe. Sei (a,) Folge in C mit p := limsup {/|a,| < oo und
R:= % und

fiUR(0) — C, f(2) =) an2".
Dann gilt

f(zi:i;(w)_)inanzn 1

Sind die a,, n € N alle reell, so ist die Einschrankung von f auf (—R, R)
differenzierbar mit f (z) = 3°°° | na,z" .

Beachte. Es handelt sich bei der Ableitung um die durch formale Dif-
ferentiation der Summanden gewonnene Funktion. Das Problem be-
steht darin, die Vertauschung von Summenbildung und Ableitung zu

begriinden. Wie iiblich verlangt diese Vertauschung von Grenzwerten
Arbeit!

Bew. Man sieht leicht p = limsup,,_,., ¥/n|a,|. Insbesondere ist

g:Ur(0) — C,2z— Znanz” !

wohldefiniert durch eine absolut konvergente Reihe. Wir betrachten
nun

fe) = Itw) Zw _— Zan(zzk kr)

Damit folgt fiir Jedes N eN

f(z; w(w) —g(w)

o)

= Zlan (sz ke 1))—§nanw”1

Mz

n=1 n=N+1
Sei S > 0 mit |w| < S < R beliebig. Ist z so nahe an w, dafi auch
|z| < S gilt, so kann man die jede einzelnde der beiden letzten Summen
im Betrag abschétzen durch

o0

Z nla,|S™ "

n=N+1

Dieser Term geht fiir N — oo gegen 0. Ausserdem geht bei festem N
aber der erste Term fiir z — w gegen 0. Damit folgt die gewiinschte

Konvergenz
[ -]

anankl wn—l) Zan<2knkl>_
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auf folgende Weise: Wihle zu beliebigem ¢ > 0 zunéchst N € N so
gross, dafl die obigen beiden letzten Terme kleiner als £/3 sind fiir
|z] < S. Wéhle anschliessend 6 > 0 so klein, daf fir |z —w| < ¢ sowohl
|z| < S also auch

Zanzzk nkl wn—l) <€/3
n=1

gilt. (Das ist moglich, da es sich um eine endliche Summe stetiger Funk-
tionen handelt).

PROPOSITION. (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei f : (a,b) — R
streng monoton, stetig und differenzierbar in p mit f'(p) # 0. Dann
ist die Umkehrfunktion g = f=' : f(a,b) — R differenzierbar in
yo = f(p), und es gilt

1 1

700 = 5} = Flatw)
Beweis. Sei y = f(x), yo = f(p), also z = g(y), p = g(yo). Dann folgt
r — p aus y — yo. Damit erhdlt man
9y) —9(y) _ _x—=p 1
Y=Y f@)=f)  f)
fir x — p. O

Zeichnung. Spiegeln

Bemerkung. Die Vorraussetzung f’(p) # 0 ist notig, andernfalls hat
man eine waagrechte Tangente. (Beispiel. Quadrat und Wurzel bei 0).

Beispiele (Umkehrfunktion)

e Lk — te Wurzel als Umkehrfunktion: Die Funktion g :
(0,00) — R, g(y) = ¥y = y"/* ist differenzierbar mit Ablei-
tung g'(y) = zy*/*

Bew. Es ist ¢ Umkehrfunktion von f(z) = z*. Damit gilt
mit y = f(z), = = g(y) = y*/* also
Lo 111
g\y) = Fix)  kab—1 gDk

e Der Logarithmus als Umkehrfunktion: Die Funktion In :
(0,00) — R, g(y) = Iny ist differenzierbar mit In'(y) = 1/y.
Bew. In ist Umkehrfunktion von exp. Damit gilt mit y =
exp(x), x = Iny also
1 1

oy _ _ 1
W= @ T el

Ende der 24. Vorlesung
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Nachdem wir nun den Logarithmus kennen, konnen wir noch die allge-
meine Potenz einfithren und auf Differenzierbarkeit untersuchen.

Beispiel. (Allgemeine Potenz) Fiir € R und = > 0 definiert man

xa = ealnx

und nennt dies die a-te Potenz von z. Dann folgt sofort
Inz® = alnzx.

Es ist
P, :(0,00) — (0,00), Py(z) = z°
differenzierbar mit

/

P (1) = aP,_i(x) = az® .

Zeichnung. (fira<0,0<a<1l,a=1,1<a).
Bew. Nach Kettenregel gilt
1

1
P ({L‘) — ealna:a_ — ealna:a — e(a l)lnwa'
T elnz

Fiir a > 0 ist
exp, : R — (0,00), z — a”
differenzierbar mit
exp, (z) = Inaexp,(z).
Bew. Es gilt exp,(z) = e*. Damit folgt die Behauptung sofort aus
der Kettenregel.

Fiir die allgemeine Potenz gilt:

z%2? = o sowie z%y* = (xy)*
Bew. Erste Aussage folgt direkt aus der Definition:

8 _ ealnme,ﬁlnm a+B)Inz — l,a—l—ﬁ'

%z — el

Zweite Aussage folgt mit
IQZ"B _ ealnmealny _ ea(lnm+lny) _ ealn(my'
(Nutzt Rechenregel In(zy) = Inz + Iny): Bew. 2 = €%, y = €. Dann
gilt
Inz+Iny=Ine” +Ine’ =a+b=In(e"") = In(zy).)

Beachte. Fiir k € Z haben wir nun 2* und x* auf zwei Arten defi-
niert. Man kann sich aber leicht {iberlegen, dafl beide Arten iiberein-
stimmen:

Sei k € N. Dann gilt Py(z) = eFln® = ¢lne In

Y = e%lnm

y = x'/k,

...e"* = 2% Ebenso gilt fiir
— elnac

offenbar y > 0 sowie y* = ... = z. Damit gilt also

Beispiel - nichtdifferenzierbare Funktion
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e Die Funktion abs : R — R, z + |z| ist in = # 0 diffe-
renzierbar und in x = 0 nicht differenzierbar. (Dort existieren
die links und rechtsseitigen Ableitungen und sind verschieden).

Zeichnung.
Bew. Fﬁrp>0gilt8ms@+zw:i—:§:1—>l,x—>p.
Fir p < 0 gile AS@-abse) _ —oCo) g
xr — p.
Fiir p = 0 gilt %})&bw = |z|/x = %1 fiir x > 0 bzw.

x < 0. Damit existiert die Ableitung nicht.

e Die Funktion v : R — R mit u(z) = 0 falls = rational ist
und u(z) = z? falls x irrational ist, ist in allen x # 0 unste-
tig also nicht differenzierbar und in x = 0 differenzierbar mit
Ableitung Null. (Ubung).

DEFINITION. Ist f : (a,b) — R differenzierbar und f : (a,b) — R
stetig, so heifst f stetig differenzierbar.

Bemerkung. Unter Umsténden ist es praktisch auch die Ableitungen
in Randpunkten bilden zu konnen. Dazu definiert man (falls existiert)
fir f: [a,b) — R bzw. f: (a,b] — R

/ . f(x) — f(a)

fla)= lim ——
und

don v fla)— f(b)

f0) = Jim ==

2. Differenzierbare Funktionen auf Intervallen

In diesem Abschnitt wollen wir differenzierbare Funktionen auf Inter-
vallen detaillierter behandeln. Wir werden sehen, da die Ableitung
wichtige Informationen iiber Monotonie und Extremwerte von Funk-
tionen kodiert. Eine wesentliche Rolle in den Betrachtungen spielt der
Mittelwertsatz. Konkret betrachten wir Funktionen

f:la,b) = R
und nehmen meist an:
o f stetig auf [a, b]
e f differenzierbar in (a,b)
DEFINITION (Lokale Extrema). Sei f: I — R gegeben.

e Es hat f m ¢ € I ein lokales Mazimum yyenn ein § > 0 existiert

mztfg furallex61m2t|x—§|<5

o Gilt fE ;; 8 fir alle x € 1, so hat f in & ein globalen Yfgwimum,



110 10. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Sind die entsprechenden Ungleichungen strikt fir x # &, so spricht
man von einem strikten Mazimum - Nazima und Minima werden auch als
Extrema bezeichnet.

THEOREM (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema). Sei f : (a,b) —
R differenzierbar. Hat f in & € (a,b) ein lokales Extremum, so gilt
f'(€) = 0. Zeichnung.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall, dafl f in £ ein lokales Maximum
besitzt (fiir Minimum ist der Beweis analog).

Fiir x > & und x nahe an & gilt: % < 0. Damit folgt
- flz) = f(§)
() = lim ———>2 <0
fe) =lim =———= <
Fiir x < & und x nahe an & gilt: % > 0. Damit folgt
- fle) = f(E)
/ -1 >0
F(§) = lim ——"— e 2
Damit ergibt sich insgesamt f'(£) = 0. O

Bemerkung zu Chancen und Schwichen des vorigen Satzes.

e Es handelt sich um eine notwendige Bedingung, aber keine hin-
reichende Bedingung, wie das Beispiel f : (—1,1) = R, f(x) =
23 in € = 0 zeigt.

e Eine differenzierbare Funktion muss auf (a,b) kein Extremum
haben (siehe etwa f: (0,1) = R, f(z) = x).

e Eine stetige Funktion f : [a,0] — R muss Minimum und
Maximum annehmen (s.o.). Allerdings kénnten diese Extrema
am Rand liegen.

o Ist f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b) und
liegen die Extrema nicht am Rand, so werden sie (sowie mogli-
cherweise weitere Punkte) durch Losen der Gleichung f'(£) =
0 gefunden.

THEOREM (Rolle). Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf
(a,b) mit f(a) = f(b). Dann existiert mindestens ein & € (a,b) mit

f'(€) = 0.

Zeichnung.
Beweis. Idee: In Extrema verschwindet die Ableitung.

f ist stetig auf dem kompakten Intervall [a,b]. Daher nimmt f ein
Minimum und ein Maximum an.
Fall 1: Es ist f konstant = 0. Dann kann man jedes £ € (a,b) wéhlen.

Fall 2: Es ist f nicht konstant. Sei ¢ :== f(a) = f(b). Dann gilt min f #
¢ oder max f # c. Sei 0.E. max f # ¢ und sei { € (a,b) ein Punkt in
dem f das Maximum annimmt. Dann gilt aber f/(§) = 0. O
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THEOREM (Mittelwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetig und differenzier-
bar in (a,b). Dann ezistiert ein £ € (a,b) mit
f(b) = f(a)
/ J—
Zeichnung.

Beweis. Idee: Ziehe von f die Gerade durch (a, f(a)) und (b, f(b)) ab
Zeichnung: Betrachte

EFofa, 0] - R, F(QJ):f(x)—(f(a)Jrﬁ(ﬂ?—a))-

Gerade durch (a,f(a)),(b,f(b))

Dann ist F stetig und differenzierbar auf (a,b) und es gilt F(a) =
0 = F(b). Nach dem Satz von Rolle existiert daher ein £ € (a,b) mit

0=F'(¢) = f'(€) - FO)=f(a) 0

b—a

THEOREM (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f,g: [a,b] — R
stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann ezistiert ein £ € (a,b) mit

(f(b) = f(a))g'(€) = (9(b) — g(a)) f'(£)-

Beachte. Das kann man (wenn entsprechende Terme nicht verschwin-
den) auch so schreiben:

IO )~ fa)  F(€)

aa=a®  g(b) —gla) ')

In diesem Sinne handelt es sich um eine ’simultane’ Mittelwertbildung.

Beweis. Betrachte

F(x) = (f(b) = f(a))(g(x) — g(a)) = (9(b) — g(a))(f(x) = f(a))
Damit ist F' stetig, differenzierbar auf (a,b) und F(a) = 0, F(b) = 0.
Der Satz von Rolle liefert £ € (a,b) mit

0= F'(&) = (f(b) — f(a))g'(§) — (9(b) — g(a)) ['(&)
und damit die Behauptung. U

Bemerkungen. Es sind Mittelwertsatz, Satz von Rolle und verallge-
meinerter Mittelwertsatz dquivilent in folgendem Sinne:

e Aus dem Satz von Rolle folgt die Verallgemeinerung des Mit-
telwertsatzes (siehe Beweis).

e Aus der Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes folgt der Mit-
telwertsatz mit f = f und g = id.

e Aus dem Mittelwertsatz folgt der Satz von Rolle (Klar.)

THEOREM (Charakterisierung von Monotonie mittels Ableitungen).
Sei f: [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Dann gilt:



Ende der 25. Vorlesung.

112 10. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

(a) f konstant < f'=0 auf (a,b)
(b) f monoton wg;/;;;gd & ;Eg auf (a,b)
(c) $.20 = [ ist strikt “fisen
Beweis. (a) Das folgt sofort aus (b). (Ubung: Direkter Beweis.)

(b) Wir zeigen zundchst =>: Wir behandeln nur monoton wachsendes
f. (Der andere Fall kann analog behandelt werden). Fiir £ € (a,b) und
x # £ gilt aufgrund der Monotonie dann

HORFIGIN

T =8
Damit folgt

. f(x) = fE)

/ -1 > ()
F(§) = lim =" e 2
Wir zeigen nun <=: Seien x,y € [a,b] mit x < y. Aus dem Mittelwert-
satz folgt
— flz
y—z

und damit

(c¢) Wir betrachten nur f’ > 0. (Der andere Fall kann analog behandelt
werden). Sei < y. Nach dem Mittelwertsatz gilt

f(y) B f(J:) _ f,(f) >0
y—x
also
fly) = f(x) = f(Ey—z) > 0.
Das beendet den Beweis. U

Bemerkung. Die Umkehrung in ¢) gilt nicht. Betrachte dazu f :
(-=1,1) = R, f(z) =23 in 0.

FOLGERUNG (Ableitung bestimmt Funktion bis auf eine Konstante).
Seien f,g: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar mit f' = ¢'.
Dann ist f — g konstant. Gibt es in diesem Fall ein ¢ mit f(c) = g(c),
so folgt f = g.

Beweis. Setze h := f — g. Dann gilt A’ = f' — ¢’ = 0 auf (a,b) und
nach obigem Satz ist h =const. O

Nachdem wir nun die erste Ableitung untersucht haben, wollen wir
sehen, was man aus der zweiten Ableitung lernen kann.
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DEFINITION. Ist f : (a,b) — R differenzierbar und f': (a,b) — R
ebenfalls differenzierbar, so heifit f zweimal diffferenzierbar und man
nennt f" := (f') die zweite Ableitung von f.

Bemerkung. Offenbar ist f stetig, wenn f zweimal differenzierbar
ist.

THEOREM (Hinreichende Bedingung fiir strikte lokale Extrema). Sei
I (a,b) = R zweimal differenzierbar. Gilt fir ein £ € (a,b)

— f1(€)<0
f/(g) =0 und f/lgfgioj

so hat f in & ein striktes lokales Yorimum  Zejchnung. (f, f, f in
beiden Fillen)

Beweis. Wir betrachten f'(£) = 0, f"(£) < 0 (anderer Fall analog).
Wegen

" T f/(l‘) — f(g)
0> 18 = lim ———— = lm "~
gilt fiir alle  nahe an ¢ also

f'(z)
=&

< 0.

Damit gibt es ein ¢ > 0 mit

o f'(x) <0 firxe (§E+0)
o f'(x) >0 fir x € (£ —0,§)

Also st f strikt falend i ($£19)

Daher hat f striktes Maximum in &. O

Bemerkung. Diese Bedingung ist nicht notwendig. (Beispiel: f : (—1,1) —
R, f(z) = z*. Dann hat f ein striktes Minimum in ¢ = 0. Aber
f"(€) = 1262 =0.)

Die Betrachtungen zum Verhalten von Extremwerten mit f*(£) < 0
bzw. f'(€) > 0 lassen sich verallgemeinern. Dazu brauchen wir noch
einen Begriff.

DEFINITION (konkav und konvex). f : [a,b] — R heifst Forkav wenn
fir alle ¢,d € [a,b] mit ¢ < d und X € (0,1) gilt

flet Ad = c)2f(e) + Mf(d) = f(c)).
Beachte. Sei A € [0,1] und g =1 — A. Dann gilt

c+ANd—c)=Ad+(1—=XNe=(1—-p)d+ pc=d+ u(c—d)
und mit der Geraden

9:R—R, g(z) = f(c) +
durch (¢, f(¢)) und (d, f(d)) gilt
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gle+Ad —c)) = f(c) + A(f(d) — f(c)) = Af(d) + (1 = A) f(c).
Zeichnung. Konvex: Sekantenabschnitt verlauuft oberhalb der Funk-
tion
Konkav: Sekantenabschnitt verlauft unterhalb der Funktion

Bemerkung. f konvex < —f konkav

PROPOSITION. Sei I ein offenes Intervall in R und f: I — R gege-
ben. Ist f konvex oder konkav, so ist f stetig.

Beweis. Wir betrachten nur konvexes f. (Der andere Fall kann analog
behandelt werden.) Sei & € I beliebig. Wéhle z < £ < y aus I beliebig.
Sei g; die Sekante durch (z, f(z)) und (&, f(€)) und g die Sekante
durch (&, f(€)) und (y, f(y)). Dann verlduft nach Konvexitét also fiir
s > ¢ Zeichnung.

e g5 oberhalb des Graphen von f auf [£, y]
e g, unterhalb des Graphen von f auf [, y].

Damit folgt leicht lim, .¢1 f(s) = f(§). Der Grenwert von links kann
analog untersucht werden. U

Wir kommen nun zur schon angekiindigten Verallgemeinerung der Be-
trachtungen um Minima/Maxima zweimal differenzierbarer Funktio-
nen.

THEOREM (Charakterisierung konkaver und konvexer Funktionen). Sei
f: (a,b) — R stetig. Dann gilt:

(a) Ist f differenzierbar, so ist f ¥omkav genay dann, wenn f monoton

konvex
fallend ist.
wachsend

, ; ; ; ] konkav
(b) Ist f zweimal c(i)zﬁerenzzerbar, 50 1st 80 ist f {0 genau dann, wenn

gilt f" monoton go-

Beweis. Offenbar folgt (b) aus (a) und der schon gegebenen Charakte-
risierung von Monotonie. Es bleibt also (a) zu zeigen. Wir betrachten
nur konvexe f bzw. monoton wachsende f.

Sei f" monoton wachsend: Sei < £ < y in (a,b). Sei g, die Gerade
durch (z, f(z)) und (&, f(§)) und ¢ die Gerade durch (&, f(£)) und
(y, f(y). Zeichnung. Nach dem Mittelwertsatz und der Monotonie von

' ist die Steigung von ¢; kleiner gleich der Steigung von g,. Damit folgt,
daBl (&, f(§)) unterhalb der Geraden durch (z, f(x)) und (y, f(y)) liegt.

Sei f konvex. Zeichnung. Sei z < y. Sei ¢ die Steigung der Geraden
durch (z, f(z)) und (y, f(y)). Sei & € (z,y). Dann ist die Steigung der
Geraden durch (&, f(£)) kleiner oder gleich ¢ aufgrund der Konvexitét.
Da ¢ € (x,y) beliebig war, folgt, da8 f'(z) < c. dhnlich sicht man aber
c< f(y): O
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Beispiele
e Die Funktion In: (0,00) — R, z + In(z) ist konkav.
Bew. In'(z) = 1 = In"(z) = —% < 0.
e Die Exponentialfunktion exp : R — R, = — exp x ist konvex.
Bew. exp”(z) = expz > 0.

Bemerkung. Ist f konvex und streng monoton wachsend mit der Um-
kehrfunktion ¢, so ist ¢ konkav und umgekehrt. Ist f nicht monoton
wachsend so gilt die Aussage im allgemeinen nicht (vgl. etwa die Funk-

tion f(z)=1/x.)
3. Taylorscher Satz und L’Hospitalsche Regel
In diesem Abschnitt diskutieren wir Taylorschen Satz und L’Hospitalsche

Regel. Dabei geht es um

e Approximation von Funktionen durch Polynome (Taylorscher
Satz)
e Verhalten von Termen der Form 0/0 bzw oo /oo bzw 0oo (L’Hospitalsche
Regel).
Wir werden beides als Konseqiinzen aus dem verallgemeinerten Mittel-
wertsatz erhalten.

Wir beginnen mit dem Taylorschen Satz.
DEFINITION (k-te Ableitung). Sei I C R ein offenens Intervall und
f I — R eine Funktion. Man definiert induktiv die k-te Ableitung
f®) durch

FO = g f = (f Y

(falls f* aquf I differenzierbar ist). Evistiert f*) fiir jedes k € N, so
heift f beliebig oft differenzierbar oder auch unendlich oft differenzier-
bar.

Idee - Taylorscher Satz

o f stetig in p:
f(x) = f(p) +r(z)

mit 7(z) — 0 x — p.
o f differenzierbar in p:
f(@) = flp)+ f'(p) - (x = p) +r(x)(x —p)

mit r(x) — 0 fiir x — p (némlich r(x) = r;(_x;'

— 0, z—p)
e f k-mal differenzierbar in p:



116 10. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

DEFINITION (Das n-te Taylorpolynom). Sei f : (a,b) — R n-mal dif-
ferenzierbar. Dann definiert man zu p € (a,b) das n-te Taylorpolynom
von f im Punkt p durch

" fk)
P, ,(x) = Z / k'(p) (z — p)*.

PROPOSITION. Sei P ein Polynom vom Grad n (oder kleiner) mit
P(c)=P'(c)=...= P"(c) =0

fir ein c. Dann gilt P = 0.

Beweis. Das folgt durch Induktion. (Beachte. P(x) = >"}'_, a;z*. Dann

gilt P =aq,n! ....) O

LEMMA (Charakterisierung Taylorpolynom). Sei f : (a,b) — R n-
mal differenzierbar und p € (a,b). Dann ist P,, das eindeutige Poly-
nom vom Grad hochstens n mait

P, () = f®p) k=0,...,n.
(’P und [ stimmen bis zur n-ten Ableitung in p iberein.’)
Beweis. FEindeutigkeit. Das folgt aus vorangehender Proposition.

Gewiinschte Eigenschaften: Das folgt durch eine direkte Rechnung.

Diese Rechnnung nutzt, daf8 die I-te Ableitung von (z — p)* an
der Stelle p gegeben ist durch

k! =k
0 >k
0 I<k (x=p)
Das beendet den Beweis. O

Die Frage ist nun, wie sich f von P, , unterscheidet. Eine erste Antwort
gibt der folgende Satz.

THEOREM (Taylorsche Formel mit Lagrange Restglied). Sei f : (a,b) —
R (n + 1)-mal differenzierbar und p € (a,b). Dann ezistiert zu jedem
x € (a,b) eint =t(x) zwischen x und p mit

f(z) = Ppp(z) + Rosap(1)
mit dem Lagrange Restglied

Fr()
(n+1)!

(und natiirlich P, ,(x) =3 ,_, %@ —-p)*.)

)n—i—l

Rpi1p(t) = (z—p
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Beweis. Beachte x, p gegeben! Wir entwickeln um . Sei dazu

h(g) = (z — &)™

k)
k=0 ’

Dann gilt:
) 9(z) = f(z) (k=0)
) 9(p) = Py (ff)
) g€ =1 (g)( — &)™ (1) Teleskopsumme

Nach verallgemelnertem Mittelwertsatz existiert ein ¢ zwischen x und

p mit:
(9(x) — g(p)'(t) = (h(z) — h(p))g'(t).

Also gilt
(n+1)
(F@) = o))+ (D@ — )" = (- —py Ty
(n+1)
= f(2) - Paylz) = ﬁ(w -
=Rut1,5(0)
= [(2) = Pop(x) + Bni1p(t)
(Es bleibt noch (!) zu begriinden:
nof(k)
g6 =S Ly
— k!
g'(é") _ f(k:-&-l')(g) (.T _ g)k _ f(k)(g) k($ _ f)kfl
— k! — k!
n+1 n
FM(g) 1 A 1
; . T &
(n+1)
1), gy
Damit ist der Beweis von (!) abgeschlossen). O

Bemerkung. (Ubung). Ist g : (a,b) — R (n + 1)-mal differenzierbar
mit ¢+ = 0, so it g ist Polynom vom Grad héchstens n.

Ende der 26. Vorlesung
THEOREM (Taylorsche Formel mit Abschétzung). Sei f : (a,b) — R
n-mal differenzierbar mit n > 1 und p € (a,b). Dann gibt es eine
Funktion r : (a,b) — R mit r(z) — 0, x — p und

" fk)
f@) =3 P ) ) (@)
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Beachte: Fiir n = 1 ist uns das wohlbekannt:
x
1) = F0) + £ (-5 + ),
——

=r(z)

Beweis. Wir setzen g(x) = f(x) — P, (). Dann gilt:
9P =g =...=9"p) =0.

Zu zeigen: Es existiert r : (a,b) — R mit r(z) — 0, x — p und
l9(x)] < r(z) |z —p[".

Es gilt nun

(n—1)
o) <220, e

fiir ein t, zwischen x und p (einschliefllich). (Denn: Gilt n = 1 so wéhle
t, = x; im Falle n > 2 wende Taylorformel mit (n — 2) an).

Nun ist ¢~V differenzierbar, d.h.

9" (te) = " V() + 9™ (p) (te — p) +(ts) (00)
—_— —
=0 =0
mit
ply) 0. y—p.
y—0p
o(ts) e
{63} = lo@) < 7yl =
(n—1! [t, —p| [v—pl
—0, z—p <1
HOTng
=:r(z) |v —p|"
Das beendet den Beweis. O

Mithilfe des Satzes von Taylor kénnen wir Funktionen mit ’vielen’
verschwindenden Ableitungen auf Extrema untersuchen: Sei also f :
(a,b) — R n > 2-mal differenzierbar mit
fo)=...= " Vp) =0, f0) #0.
Dann gilt:
e Ist n ungerade, so hat f in p einen Wendepunkt (d.h. f(z)—f(p)
wechselt in p das Vorzeichen).

£ (p)<0

e Ist n gerade, so hat f in p ein lokales Jazimum fa]]g ) ()>0°



3. TAYLORSCHER SATZ UND L’HOSPITALSCHE REGEL 119

Beweis. Voriger Satz liefert

t@) =1+ (T @) -y

F'ur 2 nahe p hat (...) daBelbe Vorzeichen wie f™(p) (da r(z) —
0, z — p) Damit folgt

f(x) ~ f(p) + (Vorzeichen) (x — p)".

f™(p)

n!

d

Notation - Landausymbole. Eine passende Notation fiir obige Re-
sultate liefern die Landausymbole: o ’klein ohhh von’ und O ’grofs Ohhh
von’ definiert wie folgt: Sei f, g : D — R, p Beriithrpunkt von D. Dann:

fz)
g(x)
f(x) =0(g(x)), v —p:= FC >0mit|f(x)] < C-g(x)|fir x nahe p.

f(z)=o0(9(z)), ©— p:& lim =0

r—p

Damit konnen wir die Abschéatzungen aus dem Taylorschen Satz wie
folgt formulieren.

FOLGERUNG. Sei I ein offenes Intervall und f : I — R gegeben.
Dann gilt:
(a) Ist f n-mal differenzierbar (mit n > 1), so gilt f(x) = P, ,(x) +
oz — p)").
(b) Ist f (n+1)-mal differenzierbar (mitn > 1) so gilt f(z) = P, ,(x)+

O((z —p)")
(a

Beweis. (a) folgt sofort aus der vorangehenden Variante des Satz von
Taylor.
(b) Das folgt leicht wegen

S (p)

f(z) = Pp(x) “’\(n 1)l

(z—p)"" +o((z—p)"").

J/

=O((a=p)™+1)

Das beendet den Beweis.

4

Wir kommen nun noch zu einem weiteren Thema (das oft mit dem
Taylorschen Satz verwechselt wird).

DEFINITION (Taylor-Reihe). Ist f : (a,b) — R beliebig oft differen-
zierbar, so kénnen wir die sogenannte Taylor-Rethe von [ im Ent-
wicklungspunkt p

- f k)(P k
Tyl Z k! ‘
k=0
bilden.
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Bemerkungen.

° ' Der Satz von Taylor behandelt NICHT die Taylorreihe:
Beim Satz von Taylor geht es (bei festem n) um die Frage, wie
nahe P, ,(z) an f(x) ist fiir x nahe p. Bei Taylorreihen geht es
(bei festem x) um die Frage, wie nahe P, ,(z) an f(z) ist fur
grosse n.

° ' Es ist nicht klar, daf§ Reihe fiir z # p konvergiert.

. ' Selbst wenn 7Ty(x) konvergiert, ist nicht automatisch auch
f(z) = T¢(z). Dazu ein Beispiel: Sei

e%l x>0
'R R =

Dann ist f fiir x < 0 beliebig oft differenzierbar mit Ablei-
tung 0. Ebenso ist f fiir £ > 0 beliebig oft differenzierbar und
die Ableitung hat die Form

f(”)(x) =P, (i) e

mit geeigneten Polynomen P, (Induktion). Damit folgt (In-
duktion), da f™(0) = 0 fiir alle n € Ny. (Denn: n = 0: klar.
n=(n+1):

f) = f™o) ()
z—0 N T

LA CO T .
s xXr
n 1 _71 L

fOz)  _ Pa(3) e 1 <1> e
xXr s s xXr

50 ,z—0"

z—0t T X y—00

1 1 -1 (y=1
I'lim —P, (—) ew v=s) lim yP,(y) ¢ = 0.

Insgesamt gilt also

| o

(z)* = 0.

!

0 N
f#0 aber Tjo(z) = Z X (z)F = Z
k=0 k=0
o Ist R, (z) = f(x) — P,p(x), so gilt
f(z) =T¢p(x) & Ry(z) — 0, n — oo.
Die vorhergehende Bemerkung zeigt, dal Taylorreihen nur mit grosser

Vorsicht zu behandeln sind. Im Falle von Potenzreihen ist die Lage (wie
iiblich) sehr schon:

I
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PROPOSITION. (Potenzreihe ist Taylorreihe) Sei (a,) eine Folge in R
mit p = limsup {/|a,| < oo und R := % und

f:(=R+pR+p)—R, fla)=> anz—p)"
n=0

Dann ist f beliebig oft differenzierbar und es gilt f™(p) = a,n! fiir alle
n € N. Insbesondere ist die Taylorreihe von f gerade die f definierende
Potenzreihe.

Beweis. Wir wissen schon, daB f differenzierbar ist mit f'(z) = g(x) =
> o> nay(x—p)", wobei die Reihe fiir g auch auf (p— R, p+ R) absolut
konvergiert. Damit gilt also f (p) = a; und eine Induktion liefert die
erste Aussage. Das 'Insbesondere’ folgt dann sofort. U

Wir kommen nun zu den Regeln von L’Hospital. Dabei geht es um
Grenzwerte der Form 0/0 bzw oo/oo (bzw. 0 x 0o0). Wir betrachten
also Funktionen f und g mit f(x) — 0,g(z) — 0 bzw. f(z) — oo und
g(x) — oo und untersuchen f(z)/g(z).

Zur Einstimmung betrachten wir eine einfache Situation: Seien f, g
differenzierbar in a € R mit

Dann gilt

0>

Allgemein kénnen wir Ausdriicke der Form

Satzen behandeln.

und "2’ mit folgenden

THEOREM (L’Hospital f’ur ’(9)’ bei a € R). Seien a < b und f,g :
la,b) — R stetig und differenzierbar in (a,b) mit ¢'(x) # 0 fir alle
x € (a,b)) gegeben, und es gelte

fla) = 0=g(a).
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Existiert der Grezwert lim,_, ,+ % (g99f. mit Wert £00), so existiert

auch lim,_,,+ % und es gilt

/
lim @ = lim M
v—at g(x)  a—at g'(z)
FEine entsprechende Aussage gilt fir f,g: (a,b] — R.
Bemerkung. Die Vorausetzungen implizieren g(z) # 0 fiir z # a
wegen

g(z) = g(z) =0 =g (§)(x —a) #0.
Beweis. Es gilt nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz
@) _ (@) = f(a) maws £16)
g(x)  g(x) —g(a) g'(€)

mit einem £ zwischen x und a. Nach Vorrausetzung existiert

!
lim f,(:v)
z—at g'(z)
und damit auch /
G
im —=-.
z—at @ (5)
Damit folgt die Behauptung. O

TueEOREM (L’Hospital fiir '2” bei Too). Seien ¢ > 0 und differenzier-
bare f,q in (c,00) mit g (z) # 0 auf (c,00) gegeben und es gelte

lim f(z)=0= lim g(x).

Existiert lim, % (g9g9f. mit Wert +00, so existiert auch
lim _f(m)
a—+o0 g(x)

und es gilt
/
lim M = lim &
a=00 g(x)  a—oc g'()
Analoge Aussage gilt bei —oc.

Bewers. Falls jeweils der Grenzwert auf der rechten Seite existiert, gilt

F@) omb T v BCG) P () esh @

lim —= "="" lim = lim - = :
o gl@) ot g () =0t mg (1) g (3) g
Da der letzte Grenzwert nach Voraussetzung existiert, folgt die Be-
hauptung. O

. / .
Ende der 27. Vorlesung - Nachdem wir den Fall ‘3" behandelt haben, kommen wir nun zum Fall
oo/
20/,
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THEOREM (L’Hospital f'ur "2’ von links bzw. rechts). Seia € R bzuw.
a = oco. Seien f,g stetig und differenzierbar mit g (x) # 0 auf einem
offenen Intervall links von a (d.h. auf (a—r,a) fir einr > 0 fallsa € R
bezw (c,00) fiir ein ¢ > 0 falls a = 00) und es gelte

oo = lim f(x)= zlfﬁ g(x).

r—a—

Existiert lim,_, ,— % (g9gf. mit Wert 00 ), so existiert auch lim, - %

und es gilt

v—a- g(x)  a—a g'(x)
Entsprechende Aussagen gelten fiir Grenzwerte von rechts.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall a = oo, lim,_,,- % = 0.

lim @) = lim J'@)

Nach Voraussetzung existiert zu jedem S > 0 ein d > 0 mit ;:Eg > S

f’ur x > d. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gilt dann
fl@) = f(d) wmaws F'E)
g(x) — g(d) g€ ~

und damit
f(x) = f(d) > S(g(x) — g(d))

fir 2 > d. (Da ¢ nicht verschwindet, ist g streng monoton. Wegen
g — oo muss g wachsend sein. also gilt g(x) — g(d) > 0.) Es folgt

@) g g 9@ @)

g() g9() g()
0 0

und nach Bilden des Grenzwertes also

lim inf M > S.
2= g(x)
Da S > 0 beliebig war, folgt
lim M = 00
200 g(x)
Das beendet den Beweis. U
Bemerkungen.
. ' Die Sitze von L’Hospital haben zwei Vorausetzungen: (1)

Konvergenz von f und g gegen 0 bzw. oo und (2) Konver-
genz von ?. Beide Vorausetzungen sind notig, wie man an
folgendem Beispiel sieht: f(z) = 1, g(z) = = + 7. Dann gilt

lim,_o f(x)/g(z) = 1/7 und lim,_¢ f (z)/g (z) = 0.
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o Ist f stetig differenzierbar in (a,b) und p € (a,b), so liefert die
L’Hospitalsche Regel

T—D,TED r—0p T—p 1
Tatséichlich kann man das auch ohne L’Hospitalsche Regel und
ohne Stetigkeit der Ableitung direkt aus der Definition der

Differenzierbarkeit folgen ;-)

Beispiele - L’Hospital:
o hmx_}O M = hma}—>0 M =1 hma:—>0 _Sin(m) == l.
A w£0 2 27 %40 2

o lim, ... % = limy o0

H|H =

<+ = lim, \/LE =0.

vz

Zur Anwendung noch zwei Tipps.

e Gegebenenfalls kann man L’Hospital auch iterieren (d.h. mehr-
mals hintereinander anwenden):
lim :5—2 falls ex. lim 2_33 falls ex. lim 3 =0.
r—o00 ¥ r—o0 e¥ r—o00 €T
e Man kann L’Hospital auch verwenden, um Ausdriicke der Form
0 x oo zu untersuchen. Dazu schreibt man diese in der Form
00/o0 bzw. 0/0: Sei a > 0 :

1
. . log(x . =
lim z%log(z) = lim 8(@) = lim —&—

0+ a0t T z—0+ —ar~e !

1 xa—&-l

= lim ——
z—0t o T

=—— lim 2=0
o x—0+



KAPITEL 11

Das Riemann Integral in einer Dimension

Ziel. Ordne fiir geeignetes f : [a,b] — R der Fliche zwischen dem
Graphen von f und der xz-Achse einen Wert zu (wobei unterhalb der

x-Achse negativ gezéhlt wird). Der Wert der Fliache wird mit fab f(z)dx
bezeichnet. Dabei soll gelten:

o f(z)=c = fabf(:v)dac =c(b—a)
e cclab] = fab f(x)de = [ f(x)dz + fcbf(m)dm
o f<g = fff(x)dx < ffg(x)dx

Ausserdem soll folgende Stetigkeitseigenschaft gelten:

e Sind f,,, g,, n € N, zuléssig und gilt f,, < f < g, sowie f;(gn—
fn)dx — 0, so ist auch f zulédssig und es gilt

b b
/ f(x)de = lim [ f,(z)dx.

Es zeigt sich, dafl durch diese Forderungen fab fdx eindeutig bestimmt

ist. Es wird als das Riemann-Integral von f bezeichnet. Das Riemann-

Integral ist dann linear d.h.

b b b
/ f(z) + Ag(z)dz :/ f(z)dz + )\/ g(x)dx
und positiv d.h.
b
f>0 = / f(z)dx >0

und mit gleichméssiger Konvergenz vertraglich. Stetige Funktionen und
monotone Funktionen sind Riemann-integrierbar. Ebenso stiickweise
stetige und stiickweise monotone Funktionen.

Bemerkung. Die entscheidende Einschrinkung des Riemannintegrals
ist die vergleichsweise unflexible Stetigkeitseigenschaft. Es gibt eine
Reihe von zum Teil deutlich flexibleren Integralbegriffen (Lebesgii-
Integral, Bochner-Integral, Daniell-Integral, Darboux-Integral, Petis-
Integral). Das wird zumindest zum Teil in spéteren Vorlesungen be-
handelt.

Um iiber Riemann-Integrale sprechen zu kénnen, miissen wir voraus-
setzen:

125
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e Das Intervall [a, b] ist beschrénkt und abgeschlossen d.h. —oo <
a<b< oo,
e Die Funktion f : [a,b] — R ist beschrinkt.

Wir gehen nun in zwei Schritten vor: Im ersten Schritt zerlegen wir
das Intervall in Teilintervalle und approximieren f auf den Teilstiicken
durch konstante Funktionen. Fiir diese Approximation ist das Inte-
gral durch obige Forderungen eindeutig festgelegt. Im zweiten Schritt
fithren wir einen Grenziibergang durch. Dieser Grenziibergang muss
gerechtfertigt werden. Diese Rechtfertigung wird durch eine Definition
geliefert: Die Funktionen, wo er gelingt, heissen Riemann-integrierbar.

DEFINITION (Zerlegung). Sei —oo < a < b < co. Ein Tupel
Z = (xg,..., %)

mit a =9 < 11 < ... <z, =b heifst Zerlegung von [a,b].
Die Feinheit |Z| der Zerlequng Z ist definiert als

|Z| = max{x; —x;—1, i=1,...,n}.

Fine Zerlegung Z' = (Yo, - - ., yx) heifit Verfeinerung von Z = (zg, ..., x,),
wenn gilt

{yi: i=0,...;k} D{z;: 1=0,...,n}.
Man schreibt dann Z' O Z. Zur Zerlegung Z = (xo,...,%,) und Z' =
(Yo, - - -, yx) definieren wir die Vereinigung Z U Z' als die Zerlegung mit
den Punkten {x;: i =0,...,n}U{y;: i=0,...,k}.

Approximiert man f entlang einer Zerlegung Z, so gibt es mehrere
Moglichkeiten Zeichnung.

e ‘Durch Rechtecke von unten” (jeweils kleinster Funktionswert
auf [l’i_h Iz])
e “Durch Rechtecke von oben” (jeweils grofiter Funktionswert
auf [z;_1,x;])
e ‘Durch irgendwelche Rechtecke” (irgendein Funktionswert auf
(i1, w5])
Uns wird es um Funktionen gehen, bei denen alle drei Moglichkeiten
im Grenzwert den selben Wert ergeben.

DEFINITION (Obersumme und Untersumme). Zu f : [a,b] — R be-
schrinkt und Zerlequng Z = (xq,...,x,) von [a,b] definieren wir die
Obersumme von f beziiglich Z durch

n

Oz(f) = Z(‘T’ —x;21) sup f(z)

i=1 xi*lgzgzi

die Untersumme von f beziiglich Z durch

n

Uz(f) = Z(Iz — ;) inf  f(z)

- Ti—1<az<w;
i=1 e
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ProposITION (Eigenschaften von Uz, Oz). Es gilt:
(a) Uz(f) < O2(f) fiir alle

(b) Z1 € Zy = Uz (f) SUzx(f), Oz(f) 2 Oz(f)
(c) Zy, Zy beliebig = Uy (f) < Oz,(f)

Beweis. (a) klar.

(b) Wir betrachten nur Uz (Oz kann analog behandelt werden).

o.E.: Z5 hat genau einen Punkt mehr als 7.
Zita=p<...<a<f<...=b
Zy:a=p<..<a<y<pB<...=0

In Zy: (=) infacop f(2) = (8—7) infacacp f(2)+(7—a) infacocp f(2)
In Zy: (B—a)infacecs f(z) < (6—7) infacecs f2)+(7—0a) infacacs f(2)

Damit folgt die Behauptung (b).

b) a)
(C) UZl (f) < UZlez(f) < 021UZ2(f> < OZz(f) Das beendet den Be-
weis. U

DEFINITION (Riemann-Summe). Ist Z = (p,...,z,) eine Zerlegung
von |a,b] und & = (&, ...,&,) mit & € [x;_1, ;] gegeben.

So definiert man die Riemann-Summe von f beziglich der Zerlequng
Z und den Stiitzstellen & als

n

Sze(f) =) (i — 2i-1) (&)

=1

LEMMA (Charakterisierung Riemann-integrierbarkeit). Sei —oo < a <
b<oowund f: [a,b] = R beschrinkt. Dann sind dquivalent:

(i) supy Uz(f) = infz Oz(f)
(ii) Fir allee > 0 ezistiert eine Zerlegung Z von [a,b] mit Oz(f)—

Uz(f) <e
(ii) Es ewxistiert ein Iy € R, sodaff zu jedem ¢ > 0 ein § > 0
existiert mat

1Sze(f) — Il < e
fir alle Zerlegungen Z mit Feinheit |Z| < 6.
In diesem Fall gilt:

Iy =supUz(f) = ilef Oz(f)
Z

Beweis. (ii) = (i): Da Uz (f) < Og,(f) fir alle Z;, Z5 (s.o.) folgt
sup UZl (f) < 1?5 OZz(f)

Z
Wiéhle nun Z; = Z; = Z. Damit ergibt sich:

0 <infOz(f) —supUz(f) <e
Da e > 0 beliebig, gilt (7).
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(1) = (4i): Zu € > 0 existieren Z; und Zy mit
0< OZ2<f) - UZl(f) <e€
Da OZz(f) > OZ1U22(f) und UZI (f) < UZIUZQ( ) folgt

OZIUZ2 (f) - UZ1UZ2<f) <e
und damit (ii) mit Z = Z; U Z,.

(1)/(ii) = (zii): Sei C' > 0 mit |z| < C fiir alle z € [a, b]. Sei
Ij:= Sup Uz(f) = inf Oz(f)

und e > 0 beliebig. Nach (i) /(ii) existiert eine Zerlegung Z = (zg, ..., zy)
mit
€ €
Iy =5 <Uz(N) < 0z(f) < Iy + 5.
Fiir eine sehr feine Zerlegung Z liegen nun die Terme von Sz ¢ zwischen

den Termen von O4(f) und Ujz(f) auBer an den Punkten z,...,zy
Zeichnung. Fir Z = (yo, ..., yx) mit Feinheit § gilt:

Uz(f) = ONC < Sz¢(f) < Oz(f) +0NC
wobei N die Anzahl der Intervalle ist. Nach der Definition von Iy ergibt
sich

ff—g—azvc <UL (f)—0NC < Sz¢(f) < O4(f)+INC < If+g+6NC'

Fir alle 6 > 0 mit INC < 5 ergibt sich also

1Sze(f) — Il <&
(13i) = (i7): Sei € > 0 beliebig und § > 0 geméf (iii) gewéhlt. Dann
gilt

lf+e=8z¢(f) 21—«
fiir jede Wahl der Stiitzstellen £. Damit folgt auch
Ir+e>0z(f) 2 Uz(f) > Iy — ¢
Das liefert gerade
Oz(f) —Uz(f) < 2¢

und da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. U

Bemerkung. Hinter (iii) verbirgt sich Konvergenz eines Netzes. Man
schreibt dann auch limz_o Sz (&) fuer den Grenzwert ;.

DEFINITION (Riemann-Integrierbarkeit). Eine beschrinkte Funktion f
[a,b] — R heifft Riemann-integrierbar, wenn eine der Bedingungen des
vorigen Lemmas erfillt ist. Dann definiert man das Riemann-Integral
von f in [a,b] als

/ f(@)d = / i i= sup U () = 0 O5(f) = Iy == lim, Sze(/)

|Z]|—0
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Weiterhin setzt man [, f(z) = — fabf(x)dx sowie [ f(x)dx = 0.

Es gibt im wesentlichen drei Klassen von Riemann-integrierbaren Funk-
tionen:

e Treppenfunktionen
e stetige Funktionen
e monotone Funktionen

DEFINITION (Treppenfunktion). Eine Funktion f : [a,b] — R heifit
Treppenfunktion, wenn es eine Zerlequng Z = (xo,...,x,) von [a,b]
und c; € R, 1 =1,...,n gibt mit

f=c¢ auf (1, x;)

Bemerkung. Die Werte einer Treppenfunktion in den Stellen x; sind
unerheblich.

PROPOSITION (Treppenfunktionen sind Riemann-integrierbar). Jede
Treppenfunktion ist Riemann-integrierbar und es gilt

n

/abf(x)dff =D (@wi—zim)e

=1

wenn f = ¢; auf (z;_1, ;) fir die Zerlequng Z = (xq, ..., x,) von [a,b.

Beweis. Ubung U

PROPOSITION (Stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar). Jede
stetige Funktion ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Da [a,b] beschrénkt und abgeschlossen ist, ist das stetig f auf
la, b] beschrénkt und gleichméfig stetig, d. h. fiir jedes € > 0 existiert
ein 6 > 0 mit |f(z) — f(z)] <e fir |z — 2| <.

Sei € > 0 gegeben. Ziel: Finde Z mit Oz(f) — Uz(f) < e.

Da f gleichméfBig stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit

_ 5
B 1) - @] <5
Wiéhle nun eine beliebige Zerlegung Z mit |Z| < §. Dann gilt

fir v — 2| <6
—a

n

O7(f) = Un(f) = 3 (@i =wia) (swp_ f(x) = inf_ f(x))

N J/
-

<+£-, nach (%)

b—a

n
< (x; — i)
i—1

=(b—a)

€
b—a

€
b—a

=¢&.



130 11. DAS RIEMANN INTEGRAL IN EINER DIMENSION
Das beendet den Beweis. O

PROPOSITION (Monotone Funktionen sind Riemann-integrierbar). Je-
de monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei f o.E. monoton wachsend (anderer Fall analog). Sei
b— b—1
7 = <a,a+—a,...,a+(n— 1)—,b)
n n

eine dquidistante Zerlegung mit Feinheit b_Ta Dann gilt wegen der Mo-
notonie:

sup  f(x) = f(2) inf_ f(z) = f(xi1)

zi—1<x<z; Ti—1 ST

Damit folgt

n

Oz(f) = Uz(f) = Z(% —zi1)(f (@) = f(2i1))

=1

_ b ; - Z(f(xi) — f(zi-1))
(Teleskopsumme) = b ; - (f(b) = f(a))

— 0, n— o0
Damit folgt die Riemann-Integrierbarkeit. U

Bemerkung. Die vorangehenden beiden Aussagen gelten auch, wenn
man das Intervall [a,b] in abgeschlossene Intervalle teilen kann, auf
denen f die entsprechende Eigenschaft hat.

PROPOSITION (Eigenschaften: Linear und positiv). Seien f,g: [a,b] —
R Riemann-integrierbar und o € R. Dann gilt:
(a) [+ ag ist Riemann-integrierbar mit

b b b
/f+agdx:/fdx+a/ gdx

(b) f<0 = [*fdz <0
Insbesondere gilt also g < f = fab gdr < f; fdx

Beweis. (a) folgt aus Betrachtungen zu Riemann-Summen durch Grenziiber-
gang.

(b) folgt aus Betrachtungen zu Riemann-Summen durch Grenziiber-
gang.

Das "Insbesondere’ folgt dann mit (a) und (b). (¢ < f = 0< f—g =
fabf—gd:sz = fabfdx—f:gda:.) O
Bemerkung. Die Riemann-integrierbaren Funktionen bilden einen un-
endlichdimensionalen Vektorraum (vgl. Lineare Algebra).
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PropPoOSITION (Eigenschaften: Zusammensetzen von Intervallen). Sei-
en —o00 < a < b< oo undc € (a,b) gegeben. Dann gilt:

o st f : [a,b] Riemann-integrierbar, so sind auch die Ein-
schrankungen flja.q, fliey Riemann-integrierbar und es gilt

LU@zlv®+1%m

o Ist f: [a,c] — R Riemann-integrierbar und g : [c,b] — R
Riemann-integrierbar, so ist auch

flz): x€la,c)
h: [a,b] = R, h(x) =1<0: r=c
g(x): x € (cb

Riemann-integrierbar und es gilt:

b c b
/hdx:/fdx+/gd:p

Beweis.
e Einfach (Einschrinkung von ’‘guten” Zerlegungen auf [a, ]
bzw. [c,b])
e Einfach (Zusammensetzen von "‘guten” Zerlegungen)
Das beendet den Beweis. |

PROPOSITION (Rechenregeln: Einfache Operationen). Seien f,g: [a,b] —
R Riemann-integrierbar. Dann gilt:

o |f| ist Riemann-integrierbar und

/abf(:c)d:v < /ab\f\dyc

e Die Funktionen min{ f, g}, max{f, g} : [a,b] — R sind Riemann-
integrierbar und es gilt

/ab min . g} < minf | ' fae / gla)dr)
/ab max{f, gydw = maxi / 'fe, / g},

Beweis. Zum ersten Punkt: Eine einfache Fallunterscheidung zeigt

sup /()| — inf | f(2)] < sup f(z) — inf f(2)
J J

fiir jedes Teilintervall J von [a, b]. Damit folgt
Oz(If) = Uz(|f]) < Oz(f) = Uz(f)



132 11. DAS RIEMANN INTEGRAL IN EINER DIMENSION

Da f Riemann-integrierbar ist, folgt nun, dafl | f| Riemann integrierbar
ist. Wegen —|f| < f < |f] folgt dann aus der Positivitat des Integrals

—/ab|f|dx§/abfdx§/ab\f]dx.

Das liefert die Behauptung. (Alternativ kann die Abschitzung auch
mit der Dreiecksungleichung fiir Riemann-Summen beweisen werden:
|Sze(f)] < Sze(]f]). Nach Grenziibergang folgt dann die Behauptung.)

Zum zweiten Punkt: Es gilt

: fH9—1f—y fHog+1f—yg
min{f, g} = 2' | max{f, g} = 2' |
Nun folgt die Behauptung aus dem ersten Punkt und der Linearitét
des Integrals. U

Beispiel - nicht Riemann-integrierbare Funktion. Sei

1: x rational

0: « irrational

£:00,1 >R, f@):{

gegeben. Dann gilt fiir jede Zerlegung z von [0, 1]
Uz(f) =0und Ogz(f) =1

Insbesondere ist f nicht Riemann-integrierbar.
Beweis. Da Q und R\ Q dicht in R sind, gilt

n

Uz(f) = (@i —xi1)  inf  f(z)=0

- zi—1<w<z;
i=1

n

Oz(f) = (wi—wiy) sup  flz)=1

im1 zi—1<T<wz;
O
Beispiel- Ausrechnen einer Riemannsumme. Sei f : [a,0] —
R, f = ¢ = const. gegeben. Dann gilt:
b
/ f(x)dx = c(b—a)
Beweis. Es handelt sich um eine Treppenfunktion. U
Beispiel - Ausrechnen einer Riemannsumme. Sei f : [a,b] —

R, f = x gegeben. Dann gilt:

/abf(x)dx _ b2 ; CL2

Zeichnung - Differenz der Flichen zweier Dreiecke.
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Beweis. Es ist f stetig und damit Riemann-integrierbar. Damit ergibt
sich das Integral aus

|2[—=0

Seien Z,, = (a,a—i— b%“,a—i—@,...,b) und &, = (z1,...,2,). Dann
gilt:

Szn,ﬁn(f):ib;af <a+ib;a> :ib;a (a+ib;a)

i=1 i=1
- b—a\b—a b—a b—a e .
—i:1 (a+z n) . (na+ - ;z>
b—ab— 1 b? — 2ab 2 1
— (b—a)a+ ab—an(n+ ):ba—a2—|— ab+a*n(n+1)
n n 2 2 n?
, 2 a2
— ba —a” + 5 ab + 5
b a®
92

O
Das war miihsam!!!

Fiir stetige Funktionen gibt es eine andere Methode das Riemann-
Integral zu berechnen. Diese lernen wir jetzt kennen.

DEFINITION (Stammfunktion). Sei f : [a,b] — R gegeben. Fine Funk-
tion F : [a,b] — R heifst Stammfunktion zu f, wenn F differenzierbar
ist mit F' = f.

Bemerkungen.

e Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich durch eine Kon-
stante (denn F' = G impliziert F — G = constant (nach
Mittelwertsatz s.o.)).

e Seien F, f : [a,b] — R gegeben, f stetig und F' = f auf (a,b).
Dann gilt: In a existiert die rechtsseitige Ableitung von F' und
es gilt F'(a) = f(a). In b existiert die linksseitige Ableitung
von F und es gilt F'(b) = f(b).

(Bew. W = f(&) und f ist stetig....)

o f = F' impliziert, da f(I) ein Intervall ist (Zwischenwertsatz
fiir Ableitungen, vgl. Ubung). Damit hat man einen ersten
Test, ob ein f eine Stammfunktion haben kann.

Nun zur angekiindigten Methode zur Integration stetiger Funktionen:

THEOREM (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung - HDI ).
Sei —o0o < a<b<oound f: [a,b — R stetig. Dann gilt:

Ende der 29. Vorlesung
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e Die Funktion G : |a,b] — R, G(x f f(t)dt ist eine
Stammfunktion von f.
e [st F' eine Stammfunktion von f, so gilt

/f@ﬁzF@—F@

Bemerkung. Der HDI besagt insbesondere, dafl jede stetige Funktion
eine Stammfunktion besitzt und liefert dann eine Methode zur Inte-
gration, ndmlich “Finde Stammfunktion”. In diesem Sinne ist die Inte-
gration die Umkehrung der Differentiation. Den Differentiationsregeln
"Kettenregel’ und "Produtkregel’” entsprechen dabei die Substitutions-
regel und die partielle Integration (s.u.).

Beweis. Zum ersten Punkt: Aus der Definition von G folgt

G(x+h) — / (@)

Idee. G(z + h) — G(x) ~ h(f( ) + kleiner Fehler).
Durch Multiplizieren von + und Trick! Subtrahieren von

/ fa
erhalt man

G(m+h}1—G(I) _f(m):%/: (f(t) = f(x)) dt

Daraus folgt dann durch Bilden des Betrages
G(x + h) — G(z)

1 z+h
e T AR EIT
</ Kggﬁﬂﬁ—f@ﬂﬁ
1
=5 =g [
= s [f(s) — f(2)
r<s<z+h

— 0, h — 0, da f stetig

Nun zum zweiten Punkt: Ist F' eine Stammfunktion zu f, so gilt F’' =
f=G"also (F—G) = 0. Nach dem Mittelwertsatz existiert dann also
eine Konstante ¢ mit

also
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Damit folgt

F(b)—F(a) = (G(b)4+c)—(G(a)+c) = G(b)—G(a) = G(b) = / ft)dt
Das beendet den Beweis. O

Bemerkung. Zum Beweis des ersten Punktes des Haupsatzes der Dif-
ferential und Integralrechnung kann man auch nutzen:

z+h
hmin{f(t):x§t§x+h}§/+ f@®)dt < hmax{f(t):z <t <xz+h}.

Bemerkung. Integrale unstetiger Funktionen sind im allgemeinen nicht
differenzierbar: Betrachtet man zum Beispiel

f(x>:{o: z <0

1: >0

So ist G(x f f(t)dt gegeben durch

G(x):{o: r<0

rx: x>0

Damit ist G in = 0 nicht differenzierbar.

Notation. Man schreibt F' = [ f(z)dz oder F+C = [ f(x)dz, falls F

eine Stammfunktion zu f ist also f; = F(b) — F(a) gilt. Ein solches F'
ist nur bis auf eine Konstanten eindeutig bestimmt. Weiterhin schreibt
man dann F|’ fiir F(b) — F(a).

Beispiele - Stammfunktionen
o [a%dr = % T 4 Cfir a # 1
o fwdx—ln|x|+0. Beachte: fa ldz =In|b| —Inja| =In? fir
0<a<bbzw.a<b<0.
o [e"dr=¢"+C
o [adr =; ()a + C fiir a >0
. fsma:da:——cosa:—i—C’
o [coszdr =sinz+C
. fcoslg dxr = tanz + C' mit tan(x) = sinx/ cos .
s—dxr = — cotx + C mit cot x = cosx/sinz.

° l—i-lw dr = arctanx + C
° \/lidx = arcsin +C'

inh zdz = coshx + C
h xdx = sinhz + C

x2+ dr = arsinhz + C'
L_dx = arcoshx + C

[
— %%%%%%

[ J
—_

[y

T



136 11. DAS RIEMANN INTEGRAL IN EINER DIMENSION

Zum Finden von Stammfunktionen gibt es drei Methoden:
e Nachschaiin in einer Liste (z. B. Bronstein),
e Substitutionsregel,
e partielle Integration.

Oft sind auch Kombinationen dieser Methoden niitzlich.

THEOREM (Substitutionsregel). Sei f : [a,b] — R stetig und ¢ :
le,d] — [a,b] stetig differenzierbar. Dann gilt

d . w(d)
| revty-dwi= [
c w(c)
Beweis. Sei F' eine Stammfunktion zu f. Dann ist nach der Kettenregel
F o p differenzierbar mit

(Fop)(t) =F'(o(t) - £'(t) = f(t) - ()
d. h. F o @ ist eine Stammfunktion zu (f o ¢) - ¢'. Damit folgt
¢(d)

d
/ F(o(®)) - (B)dt = F o p(d) — F o plc) = / f(x)d.

w(c)
Das beendet den Beweis. O

Bemerkung.

e Die Substitutionsregel ist also die Umkehrung der Kettenregel.
e Es wird nicht voraussgesetzt, dal ¢ bijektiv ist. Es ist moglich,
daB ¢(c) > ¢(d).
Die Substitutionsregel kann in zwei verschiedenen Varianten angewandt
werden:

“Von links nach rechts”: Im Integral stehen bereits die Funktion ¢ und
die Ableitung ¢, sodafl man direkt substituieren kann. Die wichtigste
Anwendung dieser Variante ist die logarithmische Integration:
Beispiele

e Logarithmische Integration:

HOPUCCRY SR SN ()
[ = ], 2= iy

(falls f auf [a, b stetig ist und festes Vorzeichen hat (also ins-
besondere nicht verschwindet).

o J7tanads = — [ S2edr = o G2

—42
o fab(Qt)etht P fab O (t)erDdt = f;f(ff)) edr = e — ¥,

“Von rechts nach links”: Durch geschicktes Substituieren versucht man
das Integral zu vereinfachen. Dazu wird zundchst x durch ¢(t) ersetzt
und die Ableitung gebildet

dz ,
— =¢(t “dar = ¢ (t)dt”.
o=@t z=¢'(t)
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Anschliessend ersetzt man dann die Grenzen a = ¢(c) und b = ¢(d)
durch ¢ mit a = ¢(c¢) und d mit b = ¢(d).

Beispiel fab 2ye” yovt fabj Qﬁet#dt = fab; etdt = @ — b

Wir kommen nun zur "Umkehrung’ der Produktregel.

THEOREM (Partielle Integration). Seien f,g: [a,b] — R stetig und g
stetig differenzierbar und F Stammfunktion zu f. Dann gilt:

/ f(@)g(x)dz = F(z)g(x)]’ - / F(2)g (x)dx

Beweis. Nach Produktregel gilt (Fg)'(z) = F'g+ Fqg = fg+ F¢g'. Also
folgt fg = (Fg)' — Fg'. Integrieren liefert dann

b b b b
[ et = [[(Foy@in- [ Fag@ids = Poli- [ Py (a)ds
Das beendet den Beweis. O

Beispiele.

o L gilt

b b
/ xsinzdr = x(— cosx)|l;—/ 1(— cosx)dx

b
b
= —:Ucos.rla+/ cos xdx
a

= —bcosc+acosa+sinb —sina

o Es gilt

b b
b
/ 22e®dr = J:Qew‘a —/ 2xe”dx
a a
b b b
— xQex‘a — (21‘€x|a —/ Zexda:)
a

b b b
= z%e"| — 2ze"|, + 2¢7|
a a a

= (2* — 22 + 2)ez‘z
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Manchmal liefert partielle Integration eine Iterationsformel fiir ein In-
tegral. Beispiel

b b
sin” xdx = sinz sin" !z dx
a a
f g

b
1 (b e
= —coszsin” 1x|a —/ (—cosx)(n — 1)sin™ %z cos zdx
a
, b
— —cosxsin"_1x|a +/ (n —1)sin" 2 z cos® zdx
a
, b
= —coszsin™ ! x|a + (n— 1)/ (sin"? x — sin" x)dx
a

b b
: 1 b e
:>n/ sin” zdx = — cosxsin” 1x‘a+(n—1)/ sin"" 2 zdx
a a

b b
n—1
+ / sin" 2 zdx

a

b —coszsin" 1tz
= [ sin"xdr =
a

n

Es kann auch niitzlich sein, die konstante Funktion 1 ins Integral zu
schreiben. Beispiel

b b
/ lnzdx = / 1 Inzdx
a a M~~~

f g

"1
:xlnxlz—/ r—dz
w

= xlnxlz — x|Z

Bemerkung. Wir haben partielle Integration und Substitution bisher
nur fiir bestimmte Integrale eingefiihrt. Fiir die unbestimmten Integrale
(Stammfunktionen) gelten analoge Regeln.



