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(1)

Gegeben seien Hilbertraume H, K und L.

(a) Zeigen Sie fur alle beschrénken linearen Operatoren A, B von H nach K und
A € K die Aussagen:

(A")* = A und (A+ AB)" = A* + \B".

(b) Zeigen Sie fiir alle beschrénkten linearen Operatoren A von K nach L und B von
H nach K

(AB)* = B*A”".
Gegeben seien Hilbertraume H, K und L. Zeigen Sie:
(a) Fiir alle beschrénkten linearen Operatoren A, B von H nach K gilt ||[A + B|| <
[A[l =+ [1B1]-
(b) Fiir alle beschrankten linearen Operatoren A von H nach K und B von K nach
L gilt | BA[ < [| B[ All-
Sei (X, A, ) ein o-endlicher Mafraum. (Es bedeutet o-endlich, dafs mefkbare Teil-
mengen (A,,) existieren mit p(A,) < oo und X = U,A4,.)
(a) Zeigen Sie, daf jedes mefsbare A mit p(A) > 0 eine mefsbare Teilmenge B enthélt
mit 0 < p(B) < 0.
(b) Sei ¢ : X — R mefbar und beschraenkt und

MQD : LQ(X7M) - L2(X7 M)? f = §0f7
der Operator der Multiplikation mit . Bestimmen Sie ||M.,||.

Sei H ein Hilbertraum und 7' ein linearer beschrankter Operator von H nach H.
Zeigen Sie: Gilt ||T|| < 1, so existiert S =2 7% (d.h. die Reihe konvergiert bzgl.
der Operatornorm) und es gilt S(I —T) = I = (I —T)S. (Hier bezeichnet I die
Identitdt auf H.)



Zusatzaufgabe.
In einem Hilbertraum H enthélt jede beschrénkte Folge (z,,) eine Teilfolge (z,, ), sodass

fir jedes y € H die Folge k +— (x,,,y) konvergiert.

Hinweis: Es reicht (Warum?) sich auf den separablen Fall zu beschrianken.



