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(1)

Sei V' ein Vektorraum iiber K und seien a,b : V x V — K symmetrische Sesquiline-
arformen mit |a(u, u)| < b(u,u) fiir alle u € V. Zeigen Sie

ja(u, )| < bu,u) (v, v)!/?

fiir alle u,v € V.
Hinweis: Betrachten Sie zunaechst den Fall K = R und nutzen Sie

a(u,v) = i(a(u +v,u+v) —alu —v,u—v)).

Seien (X, A, ) und (Y, B,v) Massrdume, (e;) eine Orthonormalbasis von L*(Y,v)
und K : L*(Y,v) — L*(X, ) ein linearer Operator mit 3 |[Ke;||* < oco. Zeigen
Sie, dass es ein messbares k£ : X x Y — C mit

/ |k(x, y)|Pdudy < oo
XxY
gibt mit

Kf = [ K f)dnuty)
fiir alle f € L*(Y,v).

Hinweis: Sei (fx) eine Orthonormalbasis von L*(X, u). Zeigen Sie 3=, [(fi, Kej)|* <

oo und definieren Sie k := > (fi, Ke;) fre; und zeigen Sie k € L*(X x Y, u X v).

Sei (H, (-,-)) ein komplexer Hilbertraum und s : H x H — C eine stetige Sesquiline-
arform, d.h. es existiert ein M > 0 so dass fiir alle x,y € H gilt

[s(z, y)| < Mjz[[[[y]-
Zeigen Sie, dass dann ein stetiger Operator T' existiert, so dass fiir alle z,y € H gilt

s(x,y) = (Tz,y).

Hinweis: Darstellungssatz von Riesz.



(4) Fiir einen separablen Hilbertraum H sei ein selbstadjungierter, linearer, kompakter
Operator A : H — H gegeben. Zeigen Sie, dass eine Folge von endlichen Projektionen
P,: H— H, n €N existiert mit lim,, ... AP, = A in der Operatornorm.

Zusatzaufgabe.

Fiir einen Hilbertraum H sei ein linearer Operator A : H — H gegeben. Zeigen Sie, dass A
genau dann kompakt ist, wenn eine Folge von endlichen Projektionen P, : H - H, n € N
existiert mit lim,, ., AP, = A in der Operatornorm.



