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(1) Sei R mit der euklidischen Metrik ausgestattet und (M, d) ein metrischer Raum.
Zeigen Sie:

(a) Sei f: M — R eine Funktion. Dann ist {z € M : f ist stetig in z}, die Menge
der Stetigkeitspunkte von f, eine G5-Menge. Hinweis: Betrachten Sie die Mengen
A; :={x € M : 3 offene Umgebung U von z so dass fiir alle y,z € U gilt:
[f(y) = f(2)] <e}.

(b) Es gibt keine Funktion f : R — R, die in allen rationalen Zahlen stetig, aber

in allen irrationalen Zahlen unstetig ist. Hinweis: Zeigen Sie, dass Q keine G-
Menge ist.

(c) Es gibt eine Funktion f: R — R, die in allen irrationalen Zahlen stetig, jedoch
in allen rationalen Zahlen unstetig ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f : [0,00) = R

fx) =

{O , fiir irrationales x > 0

% , fiir rationales x = . wobei p, g teilerfremd.

(2) Sei (M,d) ein vollstdndiger metrischer Raum und f, : M — R, n € N, eine Folge
stetiger Funktionen. Desweiteren existiere zu jedem x € M der Grenzwert

flz) = lim f,(z).

Dann ist die Menge {xz € M : f ist stetig in x} eine dichte Gs-Menge.

(Moglicher) Losungsweg:

(i) Nach Aufgabe 1 (a) ist die Menge der Stetigkeitspunkte eine Gs-Menge.

(ii) Sei A. wie in Aufgabe 1. Dann liegt A. dicht in M.
Hinweis: Nehmen Sie dazu an A. wire nicht dicht. Dann gébe es eine nichtleere
abgeschlossene Kugel B C M \ A.. Betrachten Sie nun die Mengen

E,= () {z € B:|fi(x) - fi(x)| < ¢/5}

i,j=n



und zeigen Sie, dass ein F,,, eine offene Kugel U enthélt. Schlieflen Sie daraus,
dass | f(x) — fn,(z)] < /5 fiir alle x € U gilt und damit A. N U # 0 erfiillt ist.
Widerspruch.

(iii) Aus (i) und (i7) folgt die Aussage.

(3) Sei f: R — R differenzierbar. Zeigen Sie: Die Menge der Stetigkeitspunkte von f’ ist
eine dichte G§g-Menge in R. Hinweis: Aufgabe 2

(4) Sei (M,d) ein vollstandiger metrischer Raum. Zeigen Sie:

(a) Ist M abzédhlbar, so liegt mindestens ein Punkt aus M diskret.
(b) Hat (M, d) keine diskreten Punkte, so ist jede dichte Gs-Menge iiberabzahlbar.

Erinnerung: Man sagt ein Punkt x € M liegt diskret, falls {z} offen ist.

Zusatzaufgaben.

e Das Produkt abzéhlbar unendlich vieler metrischer Raume (M;, d;), i € N, ist metri-
sierbar. Hinweis: Fiir 2,y € [[ M; betrachte man die Metrik

=1 di(a(i), y(0)
V=2 g1y m>,y<>>

e Das Produkt iiberabzahlbar vieler metrische Raume mit mindestens 2 Elementen ist
nicht metrisierbar.

e Die in Blatt 1, Aufgabe 3 gegebene Topologie ist nicht metrisierbar.



