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(1) Berechnen Sie den Oberflicheninhalt der Polkappe einer Kugel mit Radius R > 0 im
dreidimensionalen euklidischen Raum, definiert durch

{(1’7973)ER3’$2+y2+22:R2,x2+y2<7‘,z>0}.

(2) Seien a,b >0 und M :={(z,y,2) € R®| 2 = 2?/a® — y*/V*}.
(a) Zeichnen Sie M.
(b) Bestimmen Sie die Tangentialebene in einem Punkt p € M.

(3) Seien M und N Untermannigfaltigkeiten des R™ bzw. des R™. Zeigen Sie: M x N ist
eine Untermannigfaltigkeit des R™*" der Dimension dimM + dimN.

(4) Die Determinante einer n x n-Matrix ist eine Abbildung det : R™"™ — R.

(a) Berechnen Sie Ddet, (wobei Ddet B = (0, det B)!._, fiir B € R™" und 0, ;

ij=1
die partielle Ableitung nach der (i, j) -ten Komponente ist, i,7 = 1,...,n).

(b) Zeigen Sie, dass die allgemeine lineare Gruppe GL(n) = {A € R"*" | det A # 0}
eine n?-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ " ist.

(c) Berechnen Sie TyGL(n), A € GL(n).

Zusatz

(Z1) (a) Zeigen Sie dete” = "4, wobei die Spur einer Matrix A = (a;;)f;_, definiert
ist als spurd = a;q + ...+ ap, und e =377 %Ak.

(b) Bearbeiten Sie auf Aufgabe (4) (b), (¢) fir SL(n) = {A € R™" | det A = 1}.

Hinweis: Sei T;GL(n) der Vektorraum der n x n-Matrizen mit Spur 0 und I die
Einheitsmatrix. (Die Spur einer Matrix A = (a, ;)7 =, ist definiert als spurA = a1 +
coo+ Qnp.) Zeigen Sie: Tst A € TyGL(n), so definiert v : R — R™" ¢ s ' eine
Kurve in GL(n) mit v(0) = I und #4(0) = A. (Zeigen Sie zuniichst dete” = esPu4

mit Hilfe der Definition e = S7° ¥ A.)



(72) (a) Sei ¢ : U C RF — M = o(U) C RY, k < N, ein stetig differenzierbarer,
regulirer Homéomorphismus. Dann ist M eine Untermannigfaltigkeit.

(b) Sei h > 0 und
¢:U:=(0,00) x R—=R> (r,0) — (rcosf,rsinf, h).

Zeigen Sie, dass die Wendelfliiche ¢(U) eine Untermannigfaltigkeit des R? ist.



