Analysis 11 Sommersemester 2017

Hausaufgabenblatt 10
Abgabe am 14.06.2017

Aufgabe 1. Sei (M,d) ein metrischer Raum und (z,),en eine Folge in M, die gegen
x € M konvergiert. Zeigen Sie, dass die Menge

{z, :n e N} U{z}

kompakt ist.

Aufgabe 2. Sei (X, d) ein zusammenhéngender und lokal wegzusammenhéngender me-
trischer Raum. Zeigen Sie, (X, d) ist wegzusammenhéngend.

Hinweis: Ein metrischer Raum (X, d) heifit lokal wegzusammenhdngend, wenn fiir jedes
r € X eine Umgebung U, C X existiert, welche wegzusammenhangend ist.

Aufgabe 3. Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum. Sei (f,,) eine Folge von reellwer-
tigen stetigen Funktionen auf K, die monoton gegen eine stetige, reellwertige Funktion
f auf K konvergiert. Zeigen Sie, dass (f,) gleichméfig gegen f konvergiert.

Aufgabe 4. Sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X abgeschlossen und K C X kompakt
mit K N A = (). Zeigen sie, dass eine stetige Funktion f : X — R existiert mit der
Eigenschaft f(z) =0 fir z € Aund f(z) =1 fir z € K.

Zusatzaufgabe 5. Sei M = (0, 1) mit der euklidischen Metrik gegeben. Geben Sie eine
offene Uberdeckung von M an, die keine endliche Teiliiberdeckung zulésst.

Zusatzaufgabe 6. Seien (X1, d;), ..., (Xy,dy) metrische Rdume, X = X; x ... x Xy
und d([L’,y) = dl(xhyl) +...+ dN(xN7yN)7 €,y € X.

(a) Zeigen Sie, dass (X, d) genau dann vollstandig ist, falls (X3, dy), ..., (Xy,dy) voll-
standig sind.

(b) Sei (Z,e) ein metrischer Raum und f: Z — X, z — (f1(2),..., fn(2)). Zeigen Sie,
dass f genau dann stetig ist, falls fi,..., fy stetig sind.
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