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(1)

Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum. Eine Folge (x,) C H heift schwach konvergent gegen
x € H, wenn fiir alle y € H gilt

lim (z,,y) = (z,y).

n—oo

Zeigen Sie: Eine Folge (z,) C H konvergiert genau dann gegen x, wenn sie schwach
gegen x konvergiert und ||z,| — ||z| fiir n — oo gilt.

Zeigen Sie, dass eine Norm auf einem reellen Vektorraum genau dann von einem
Skalarprodukt erzeugt wird, wenn die Norm die Parallelogrammidentitét erfiillt.

Fiir eine Funktion f : N — C sei der Trager supp(f) definiert durch die Menge aller
Elemente n € N, sodass f(n) # 0. Definiere den Vektorraum

ce:={f:N—=C : supp(f) C N endlich}

der endlich getragenen Funktionen auf N ausgestattet mit dem Skalarprodukt
)= fln)g(n), fgeec.
neN
Zeigen Sie, dass es einen abgeschlossenen Unterraum U C ¢, mit U # ¢, gibt, sodass

L= {o}.

Seien m : N — (0,00) und 1 < p < oo gegeben. Wir definieren die gewichteten
Folgenraume

(N, m) = {x : N%C]Z\:U )[Pm(n) < oo}

und normieren diese mittels

1/p
|xupm=(z|x i ) |

Desweiteren sei I = inf,eym(n) und S = 7, m(n). Zeigen Sie, dass fiir 1 < p <
q < oo die folgenden Aussagen gelten:



(a) Falls I > 0, so gilt #(N,m) C ¢4(N, m), sowie

SUp{ |12 g | = € (N, m0), ||y < 1} =I5 7.
(b) Falls S < o0, so gilt ¢4(N,m) C ¢?(N, m), sowie

sup{|llym | & € (1N, m), [[2]lgm < 1} = S0,

(c) Ist I = 0 bzw. S = oo, so gelten die in (a) bzw. (b) gegebenen Inklusionen nicht.



