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KAPITEL 1

Etwas zu Kurvenintegralen

In diesem Kapitel geht es um Kurven und Kurvenintegrale. Kurven spielen
eine Rolle in verschiedenen Bereichen der Mathematik und Physik. Sie tre-
ten zum Beispiel bei der Beschreibung von Massepunkten in der klassichen
Mechanik auf. Die Kurve beschreibt die Bewegung eines solchen Punktes
und ihre Ableitung beschreibt die Geschwindigkeit. Mit dieser Anwendung
im Sinn werden wir meist Differenzierbarkeit der Kurve vorausgesetzen. We-
sentliche Themen des Kapitels sind die folgenden:
e Kurven und ihre Laenge.

e Kurvenintegrale ueber Vektorfelder und ihre Wegunabhaengigkeit.
e Homotopieinvarianz von Kurvenintegralen.

1. Kurven und ihre Laenge

DErFINITION (Kurve). Eine Kurve in RY ist eine stetige Abbildung vy : I —>
RN, wobei I ein Interval in R ist.

Bemerkung. Man kann auch Kurven in der komplexen Ebene C betrach-
ten. Wegen C =~ R? wird dieser Fall hier nicht separat diskutiert. Die unten
gezeigten Aussagen gelten entsprechend.

ABBILDUNG 1. Eine Kurve im Raum.
()

v(a)

Bemerkung - Interpretation. Kurven beschreiben die Bewegungen von Mas-
sepunkten im Raum. Die Ableitung der Kurve (falls existent) beschreibt
dann die Geschwindigkeit des Massepunktes. (— —— > Klassische Mechanik).

Weitere Notation und Definitionen zu Kurven:
- Ist v : [a,b] — RY eine Kurve, so heisst v(a) der Anfangspunkt von
und v(b) der Endpunkt.

- Stimmen Anfangs- und Endpunkt der Kurve ueberein, so heisst die Kurve
geschlossen.

- Zu einer Kurve 7 : [a,b] — RY (oder C) definieren wir die inverse Kurve
7 [-b,—a] — RN, F(t) := y(~t). Ist v (stueckweise) stetig diffbar, so auch

7



6 1. ETWAS ZU KURVENINTEGRALEN

- Eine Kurve 7 : I — R heisst stueckweise stetig differenzierbar, wenn
es n € N und Intervalle I;, j = 1,...,n, gibt mit I = Uj_; I;, sodass die
Einschraenkungen von v auf die I; stetig differenzierbar sind. (Hierbei ist
natuerlich vor allem der Fall von Interessen, in denen die I;, j=1,...,n, bis
auf Randpunkte paarweise disjunkt sind.)

Bemerkung - Vorsicht! Auch wenn ~ stetig diffbar ist, kann doch ~([a,b])
einen Knick haben.
e Beispiel - Neilsche Parabel): v : [-1,1] — R2, ~4(t) = (t3,13)
(Zeichnung).
e Betragspotenz v : [-1,1] — R2, (1) = (£3, [t])

Y

Physikalische Interpretation: Massepunkt wird immer langsamer und dreht
sich dann bei Geschwindigkeit Null auf der Stelle.

Es ist oft sinnvoll Kurven als ’gleich’ aufzufassen, wenn das Bild ueberein-
stimmt und sie sich nur die Geschwindigekeit beim Durchlaufen verschieden
ist. Das fuehrt auf folgende Definition.

DEFINITION (Aequivalenz von Kurven). Zwei Kurven « : [a,b] — RY und
o0: [c,d] — RY heissen aequivalent, wenn es ein ein strikt wachsendes
stetiges bijektives ¢ : [a,b] — [¢,d] gibt mit v = 0o .

Bemerkung. Manchmal werden die von uns als Kurve bezeichneten Objekte
als "Weg’ bzw. 'parametrisierte Kurve’ bezeichnet und dann Klassen im obi-
gen Sinne aequivalenter Wege unter dem Begriff 'Kurve’ zusammengefaf3t.

Wir kommen nun zum Begriff der Kurvenlaenge (= Wegstrecke, die von
einem Massepunkt zurueckgelegt wird).

Dabei ist die Idee folgende:

-Approximiere Kurve durch Polygonzug. (Zeichnung.)
-Berechne Laenge des Polygonzugs.

-Bilde Grenzwert.
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Hier sind die Details: Ist y : [a,b] — RY eine Kurve und Z = (to,t1,...,tn_1,tn)

eine Zerlegung von [a,b] (d.h. a=ty <t; <...<t, =b), so definiert man
n—-1
Lz(v) = Y v(tjen) = ()]
=0

DEFINITION (Rektifizierbarkeit). Die Kurve v : [a,b] — RN (v :[a,b] —
C) heisst rektifizierbar, wenn gilt

sup L (7) < oo.
Z

In diesem Fall definiert man die Laenge L(~y) der Kurve als das angegebene
Supremum.

Bemerkung. Ist die Kurve ~ nicht rektifizierbar, so kann man die uneigent-
liche Laenge von v definieren durch L(y) = oo =supy Lz (7).

Das Supremum in der Definition kann man sich als eine Art Grenzwert vor-
stellen (und das passt zu der anfangs geschilderten Idee zur Kuvenlaenge).
Um das genauer fassen zu koennen, erinnern wir zunaechst kurz an den
Begriff des Grenzwertes ueber Zerlegungen: Sei I ein beschraenktes abge-
schlossenes Intervall in R und F' eine komplexwertige Funktion auf den Zer-
legungen von I. Dann heisst A der Grenzwert von F' ueber die Zerlegungen,
geschrieben als

A= lim F(Z
am (2),

wenn zu jedem € > 0 eine § > 0 existiert mit
|F(Z)-Al<e
fuer alle Zerlegungen Z von I mit Feinheit |Z| < §. Hierbei ist die Feinheit
|Z| einer Zerlegung Z = (tg,...,t,) definiert als
|Z] =max{t; -tj-1:j=1,...,n}.
TueoreEM (Kurvenlaenge als Grenzwert). Sei v : [a,b] — RY eine Kurve.
Dann sind aequivalent:
(i) Es ist v rektifizierbar.
(ii) Es existiert limyz o Lz (7).
In diesem Fall gilt L(y) =limz o Lz(7)-
Bemerkung. Ein ganz aehnlicher Satz ist uns schon im Zusammenhang mit
Riemann-integrierbaren Funktionen begegnet.
Beweis. (ii)== (i): Sei L := lim|z_o Lz(7). Dann existiert ein ¢ > 0 mit
Lz(")/) <L+1
fuer alle Zerlegungen Z von [a,b] mit |Z| < §. Ist nun eine beliebige Zerle-
gung Z ' gegeben, so koennen wir aus dieser durch Hinzufuegen von Punkten
eine Zerlegung Z" erhalten mit |Z”| < 0. Durch Hinzufuegen von Punkten

kann die Laenge des entsprechenden Polygonzuges sich aber hoechstens ver-
groessern. Damit gilt also

LZ’ (’y) < LZ//(’)/) <L+1.
Da Z' beliebig war, folgt also die Rektifizierbarkeit von ~.
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(i)== (ii): Wir zeigen: L(v) = limjz_oLz(7y). (Das beweist dann auch
gleichzeitig den letzten Teil der Aussage des Theorems.) Sei € > 0 beliebig.
Dann gibt es eine Zerlegung Z = (to,...,t,) mit

L(3) -5 < Lz(7) < L(3).

Da ~ auf dem kompakten [a,b] gleichmaefig stetig ist, gibt es ein 4 > 0 mit

5
v(s) = (D)l 2+ D)

fuer alle s,t € [a,b] mit |s - t| < §. Waehlt man nun eine Zerlegung Z mit
|Z'| < 6,|Z|, so gilt dann also

L(Y)2Ly(v)2Lz(v)-(n+1)0>L(v) -e.
Das zeigt (ii). o

Bemerkung. Erlaubt man auch Kurven mit unendlicher Laenge und passt
man das Konzept des Grenzwertes ueber Zerlegungen in der naheliegenden
Weise an, um auch den Wert oo zuzulassen, so gilt die im Theorem behaup-
tete Aussage L(7y) = limzg Lz(7) fuer alle Kurven.

In dieser Vorlesung werden wir das vorangehende Theorem nicht direkt be-
nutzen, sondern stattdessen mit (stueckweise) stetig differenzierbaren Kur-
ven arbeiten. Das folgende Theorem zeigt, dass diese Kurven rektifizierbar
sind und liefert auch eine Formel zur Berechnung der Laenge. Fuer die An-
wendung ist es meist keine Einschraenkung, nur (stueckweise) stetig diffe-
renzierbaren Kurven betrachten.

THEOREM (Berechnen der Kurvenlaenge fuer glatte Kurven). Istv: [a,b] —
RN stueckweise stetig diffbar, so ist vy rektifizierbar, und es gilt

b b N 1/2
L= [T [ (;%‘(t)Q) dt.

Bemerkung. In der Interpretation der Bewegung eines Massepunktes ist v/
die Geschwindigkeit des Massepunktes. Der Satz sagt also, dass der Weg das
Integral ueber den Betrag der Geschwindikeit ist (wie es ja auch sein sollte).

Beweis. Ohne Einschraenkung sei 7 stetig differenzierbar (andernfalls kann
man ’stueckweise’ argumentieren). Wir zeigen,

b
lim L = f "(t)]dt.
o z(0)= | ()]
Damit folgt dann nach dem vorangehenden Theorem Rektifizierbarkeit der
Kurve und die gewuenschte Formel fuer die Laenge.

Das folgt im wesentlichen aus dem Mittelwertsatz und der gleichmaessigen
Stetigkeit von |y |. Hier sind die Details: Mit dem Mittelwertsatz folgt

n-1 n-1 | . _ R

v(tj+1) = (E)]
> () =@l = Y ]t+ y L2 (tje1 — t5)
3=0 =0 J+1 — g

n-1
- ;]|<71<%}>,...,7N<%§V>\<tj+1—m
J=
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mit geeigneten ¢; < ?j <tje1 fuer s=1,..., N. Aufgrund der gleichmaessigen

Stetigkeit von " wird damit dann

n—-1 b
1) — Dl - "(H)|d
L hta) =)l - [ '@l

n-1 ’ ’ n-l tiv1
N (CHGI R G (GRS T i AR O
5=0 Jj=0 "%

n-1 , , tiv1
< 5 OHE NN - [ Oy
30 i

klein, wenn die Zerlegung nur eine genuegend kleine Feinheit besitzt. Das
liefert die gewuenschte Aussage. o

Ende der 1. Vorlesung

2. Kurvenintegrale

Wir kommen nun zum Kurvenintegral. Das Kurvenintegral beschreibt (zum
Beispiel) die Arbeit/ Energie die die Bewegung eines Massepunktes in einem
Vektorfeld kostet / liefert. Wie ueblich nennen wir dabei eine auf U c¢ RY
definierte Funktion F' mit Werten in RY ein Vektorfeld (oder auch 'Kraft-
feld”).

Idee. Ist die Kraft konstant und verlaeuft die Bewegung entlang einer Gera-
de, so gilt

Arbeit = Kraft (inWegrichtung) x Weg = (Kraft, Weg).

Sei nun ein setiges Kraftfeld F : U — RY gegeben und ein Partikel, der
sich entlang dem stetigen v bewegt. Dann sind approximativ (da F' stetig
und + stetig) F' und ~y lokal konstant und die Arbeit gegeben (Zeichnung)

n—1
Arbeit = ;}(F(V(tj))a’Y(tjﬂ)—’Y(tj»
]:
n-1 . _ )
- SR, MW )
7=0 7+1 7

Macht man die Zerlegungen immer feiner so erhalt man ein Integral. Tatsaech-
lich gilt folgende Aussage.

PRrOPOSITION (Kurvenintegral als Grenzwert). Sei U c¢ RV offen und F :
U — RN stetig. Dann existiert fuer jedes stueckweise stetig differenzierbare
v : [a,b] — U der Grenzwert limz_o X7 (F(v(t5)),7(t;) = v(tj-1)) und
es gilt

n

b /
fim P (6) =9 (t-) = [ FQEO) (@)
Beweis. Wir zeigen

n

tim SF(1(5))2(5) - (t5-0) = [ (FGE)A (O

|”j:1
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Dazu betrachten wir fuer eine Zerlegung Z = (to, .. .,t,) die Differenz
n b ,
Z(F(V(tj))m(tj)—V(tj-l))—_[ (F(y()),y (£))dt
i1 a

In der Norm kann diese Differenz mittels Dreiecksungleichung leicht abges-
chaetzt werden durch

z WA D= 00 =260 = (FO0), 7 (@)

Mit dem Mittelwertsatz und der gleichmaessigen Stetigkeit der Funktionene
Fo~und 4 auf [a,b] folgt dann, dass der gewuenschte Term beliebig klein
wird, wenn nur |Z| genuegend klein ist (evtl. Details). i

Die vorangehende Proposition legt folgende Definition nahe.

DEFINITION (Kurvenintegral fuer glatte Kurven). Sei U c RN offen und F
U — RN ein stetiges Vektorfeld. Dann definiert man fuer jedes stueckweise
stetig differenzierbare ~y : [a,b] — U das Kurvemntegml

[ra= [Eao.ywa- [ szu)m(t)dt

Bemerkung(Kurvenintegral fuer rektifizierbare Kurven). Man kann tatsaech-
lich das Kurvenintegral fuer alle rektifizierbaren Kurven durch den entspre-
chenden Grenzwert definieren. Dann gelten fuer das so definierte Kurven-
integral ebenfalls die weiter unten gezeigten Aussagen. Wir diskutieren dies
hier nicht weiter.

Bemerkung(Beziehung Kurvenintegral und Kurvenlaenge). Ist U c RY offen
und 7 : [a,b] — U eine stueckweise stetige Kurve und F : U — RY stetig
mit

FO(0) = s 0

(d.h. F ist in den Punkten der Kurve gerade das normalisierte Tangential-
feld), so gilt offenbar

fw Fdy = L(7).

Im allgemeinen wird es allerdings zu einer gegebenen Kurve kein solches F
geben (da zu verschiedenen Werten von ¢ der Wert der zugehoerigen ~(t)
uebereinstimmen kann, ohne dass 4 (¢) uebereinstimmt).
Bemerkung.(Verschiedene Notationen) In der (physikalischen) Literatur fin-
den sich zahlreiche weitere Schreibweisen fuer das Kurvenintegral.

Kurvenintegrale aendern sich nicht, wenn man dieselbe Kurve mit unter-
schiedlicher Geschwindigkeit durchlaeuft:

PROPOSITION. Sei U c RN offen und F: U — RY stetig. Sind ~: [a,b] —
U und o : [¢,d] — U aequivalente, stetig differenzierbare Kurven, so gilt

[ Fdv = [ Fdp.

Beweis. Sei v =po0p. Sei Z:a =1y <t <..<t, =0 eine Zerlegung von
[a,b]. Sei t), = ¢(tx). Dann ist Z': ¢ =t <t} < .. <t = d eine Zerlegung
von [¢,d]. Da ¢ stetig also auch gleichmaessig stetig ist, wird die Feinheit
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von Z' beliebig klein, wenn die Feinheit von Z beliebig klein wird. Damit
ist dann (fuer genuegend feine Z) sowohl

n

Sz(7v) = Y AF(y(te)), v (tk) =y (t-1))

k=1
eine gute Nacherung von [ Fdy als auch

n

Sz(0) = S{F(a(th)), o(th) - o(th 1))

k=1
eine gute Naehrung von [ F'dp. Es gilt aber nach Konstruktion
Sz(v) = Sz:/(0).
Damit folgt die Behauptung. O

Ersetzt man in einem Kurvenintegral die Kurve durch ihr Inverses so aendert
sich lediglich das Vorzeichen:

PROPOSITION. Sei U ¢ RN offen und v : [a,b] — U stueckweise stetig
differenzierbar. Dann ist auch die inverse Kurve 7 stueckweise stetig diffe-
renzierbar und es gilt

L(v) = L()

deV:—_[Fdﬁ
Y Y

fuer jedes stetige F: U — RV,

sowie

Beweis. Offenbar gilt
7'(t) == (-t).
Damit folgen die gewuenschten Aussagen leicht. O

3. Gradientenfelder

Im folgenden Teil des Kapitels geht es darum, ob (bei gegebenem Vektorfeld)
das Kurvenintegral nur von Anfangs und Endpunkt der Kurve (und nicht
dem Verlauf der Kurve) abhaengt. Wenn das der Fall ist, spricht man von
"Wegunabhengigkeit des Kurvenintegrals’. Dabei handelt es sich also um
eine Eigenschaft des Vektorfeldes. Wenn es um Vektorfelder geht, die zur
Beschreibung von Arbeit/ Energie verwendet werden ("Kraftfelder’), sollte
diese Eigenschaft gelten, da man sonst Energie gewinnen kann.

Fuer die weitere Untersuchungen benoetigen wir noch ein weiteres Konzept.
DEFINITION (Gradientenfeld). Sei U c RN offen. Eine stetige Funktion F :

U — RY heisst Gradientenfeld, wenn es ein stetig differenzierbares ¢ :
U — R gibt mit Vo = F. Ein solche ¢ heisst dann Potential von F'.

Ist ¢ ein Potential zu F', so ist offenbar auch ¢+ const ein Potential zu F'. Im
wesentlichen ist das die einzige Freiheit, wie die folgende Proposition zeigt.

PROPOSITION. Sei U c RN offen und zusammenhaengend und F : U — RY
stetig. Sind @1 und o Potentiale zu F', so gilt p1 — s = constant.
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Beweis. Das wissen wir schon aus dem vorigen Semester. Zur Sicherheit ;-)
geben wir noch einen Beweis. Sei 9 := ¢ — 9. Dann gilt V¢ = F - F = 0.
Seien x und y beliebige Punkte in U. Zu zeigen: ¢ (x) = ¥ (y).

Da U offen und zusammenhaengend ist, existiert eine stueckweise stetig
differenzierbare Kurve v: [a,b] — U von x nach y. Dann gilt

V) -6 = 0) -~ (@) = [ (o) (=0

(da (1 o7) () = (Vo (y(¢)),~ (t)) = 0). Damit folgt die Behauptung. ]
Damit koennen wir die folgende Charakterisierung beweisen.

THEOREM. (Abstrakte Charakterisierung Gradientenfeld bzw. Wegunabhaen-
gigkeit des Kurvenintegral) Sei U c RN offen. Sei F: U —s RY stetig. Dann
sind aequivalent:

(i) Fuer jedes (stueckweise) stetig diffbare v haengt fv Fd~ nur von
Anfangs und Endpunkt von v ab.
(ii) Ist v eine geschlossene (stueckweise) stetig diffbare Kurve, so gilt
f7 Fdy=0.
(iii) Es ist F' ein Gradientenfeld (d.h. es existiert ein stetig diffbares
0:U—RYN mit F=vy).

In diesem Fall gilt /7 Fdvy=p(v(b)) —e(y(a)).

Beweis. (i)= (ii): Sei v eine geschlossene Kurve. Offenbar hat 7 denselben
Anfangs/Endpunkt wie v. Damit folgt aus (i)

deV:ﬂFd&’.
il v

Wie wir oben gesehen hatten gilt ausserdem

[ Fay=- [Fay.
v gl
Damit folgt f7 Fdvy=0.

(il)== (i): Sind ~, o zwei (stueckweise) stetig diffbare Kurven mit gleichem
Anfangs und Endpunkt so kann man « mit g zu einer geschlossenen Kurve
o zusammensetzen (Zeichnung). Dann gilt natuerlich

dea:defy+f~Fd’g'.
o i o

Damit folgt dann nach (ii)

0=/Fda=de7+/~FdE=defy—]ng.
e ol 0 Y e

(i)== (iii): Ohne Einschraenkung sei U wegzusammenhaengend (sonst koen-
nen wir auf jeder Komponente einzeln argumentieren). Sei p € U fest. Fu-
er jedes x € U sei v, eine stetig diffbare Kurve von p nach z. Definiere
o(x) = f% Fdry,. Aufgrund der Voraussetzung (i) gilt

p(x+hej) —p(x) = | Fdy,

Th
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mit vy, : [0,h] — U, y,(t) = = + tej. (Zeichnung.) Es gilt (wie wir schon
beweisen haben) 7, (t) = e;. Damit folgt also
h h
oz +hey) - o@) = [(FOn®)ei)dt = [T Fioste)dr
Da t — Fj(x +tej) stetig ist, folgt aus dem HDI

e ehe)) —p(r) _
1m =
h—0

}Li_l)rtl)}—ll thFj(x +tej))dt = Fj(x).
(ili)== (i): Nach Voraussetzung gilt:
b
[Fav = [meten.y )
Yy a
b
(s0) = [ (oo)'@t

(HDI) o(v(0)) - p(v(a)).

Die letzte Aussage wurde im Beweis von (iii) = (i) mitbewiesen. ]

Aus dem vorangehenden Theorem folgt eine Vorschrift zum Berechnen des
Potentials eines Vektorfeldes (wenn ein solches Potential existiert).

FOLGERUNG (Berechnung des Potentials). Sei U ¢ RY offen und zusam-
menhaengend und F : U — RN ein Gradientenfeld. Sei p € U beliebig und
zu jedem x € U eine stetig diffbare Kurve v, von p nach x gewaehlt. Dann
definiert o : U — R

o(@)= [ Fay,
Vo
ein Potential von F'.
Beweis. Variante 1: Das wurde im Beweis von (iii)== (i) des vorigen Theo-

rems mitbewiesen.

Variante 2: Sei ¢ ein Potential von F' (d.h. V¢ = F'). Dann gilt nach der
letzten Aussage des vorigen Theorem also

o) = f Py = (@) - b (p).

Damit folgt Vo =V = F. O

Das Hauptziel ist nun, ein einfach nachpruefbares Kriterium zu geben, wann
ein Vektorfeld ein Gradientenfeld ist (aequivalent: Kurvenintegrale ueber
geschlossene Kurven verschwinden). Das erfordert noch einige Vorbereitung.

DEFINITION (Sternformige Menge). Eine Menge U ¢ RN heisst sternfoer-
mig, wenn es einen Punkt p € U gibt, so dass fuer jedes x € U die Ver-

bindungsstrecke von p nach x© ganz in U liegt. Dann heisst p Zentrum von
U.

Beispiele.
e Jede Kugel ist sternfoermig.

e Ist U konvex, so ist U sterrnfoermig (mit p € U beliebig).
e Stern in R? (s.0.)

Ende der 2. Vorlesung
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A

e Die Menge R%\ {0} ist nicht sternfoermig. (Bew. Die Verbindung
von p zu —p enthaelt 0. Widerspruch).
e Die Menge R% \ {(~t,0) : ¢t > 0} ist sternfoermig (zu p = (1,0)
beispielsweise). Zeichnung.
Bemerkung. Die beiden letzten Beispiele zeigen: Eine Menge kann durch
"Weglassen von Punken’ sternfoermig werden. Man kann z.b. R? \ {0} erset-
zen durch R? \ {(z,0) : < 0}. So kann man oft Potentiale auf Teilmengen
von U erhalten.

THEOREM (Lemma von Poincaré). Sei U c RN offen und sternfoermig. Sei
F:U — RY stetig diffbar. Dann ist F genau dann ein Gradientenfeld wenn
gilt OF;/0x; = OF;[/0x; fuer alle i,j.
Beweis. ==: Sei F' = Vy stetig diffbar. Dann ist also ¢ zweimal stetig
diffbar und es gilt nach dem Satz von Schwarz und der Vorrausetzung:
8Fj_ 0 890_ 0 8(p _8Fk
6$k N al‘k 8xj N aiL‘j al'k N 8xj '
<==: Ohne Einschraenkung sei 0 das Zentrum von U. Zu z € U waehlen wir
die stetig differenzierbaren Kurve 7(t) = tx und definieren

1 1 N
0@) = [ AFGO) O)it= [ 3 EGO)d

(Wenn F ein Potential besitzt, so muss es durch dieses ¢ gegeben sein.) Nun
muessen wir die Ableitung von ¢ nach den xj bestimmen. Die Summe liefert
eine Funktion, deren Ableitung nach xj stetig in xj und ¢ ist. Daher koennen
wir Integration und Differentiation (nach xj) vertauschen und erhalten

N
9 _ 12 g S (Fy(ta)aat.

a:L'k
Wir berechnen

o X 0F;

%Zﬂ(m)xﬂ = Fp(tx)+ Z (tw)t:nj
k ]:1

N OF k
(Voraussetzung) = Fi(te)+ Y, — (tw)tz;

j=1 Ox;

d
(Produktregel) = E(tFk(tﬂf))

Damit gilt also
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0 L d
s = [} SRt =t (t)} = Fu(e).
Das beendet den Beweis. O

Bemerkung.

e Ist U nicht sternfoermig, so folgt aus 0F;/0x; = 0F;/0z; fuer alle
i,j im allgemeinen nicht, dass F' ein Gradientenfeld ist (Uebung).

e Auch auf nichtsternfoermigen Mengen kann ein Vektorfeld ein Gra-
dientenfeld sein. Z.B. ist das Gravitationsfeld F(z) = x/|z|* defi-
niert auf RY \ {0} eine Gradientenfeld (Uebung).

Zur weiteren Untersuchung fithren wir eine abgeschwaechte Version des Kon-
zeptes des Gradientenfeldes ein.

DEFINITION (Lokales Gradientenfeld). Sei U c RY offen. Eine stetig diffe-
renzierbare Funktion F : U — RN heisst lokales Gradientenfeld, wenn zu
jedem x € U ein R >0 existiert, so dass die Finschraenkung F|BR(I) von F
auf Br(zx) ein Gradientenfeld ist.

Da jede Kugel sternfoermig ist, folgt aus dem Lemma von Poincaré sofort
folgende Folgerung.

FOLGERUNG. Sei U ¢ RN offen und F : U — RN stetig differenzierbar.
Dann sind aequivalent:

(i) F ist ein lokales Gradientenfeld.
(ii) Es gilt OF;]0x; = OF;/0x; fuer alle ,j.

Wir untersuchen nun Invarianz des Kurvenintegrals fuer lokale Gradienten-
felder. Die Grundidee ist dabei, dass Kurven, die stetig ineinander ueberfiihrt
werden koennen, gleiche Kurvenintegrale haben und dass in Mengen ’ohne
Loecher’ Kurven gut ineinenander ueberfuehrt werden koennen. Das wird
schliesslich auf den Satz fiihren, dass in Mengen ’ohne Loecher’ jedes lokale
Gradientenfeld auch ein globales Gradientenfeld ist. In Mengen mit Loechern
gilt diese Aussage nicht. Zeichnung Um das praezise auszufuehren brauchen
wir den Begriff der Homotopie.

DErFINITION (Homotopie). Sei U ¢ RY offen. Zwei Kurven y1,7o : [a,b] —
U mit gemeinsamem Anfangspunkt A und gemeinsamen Endpunkt B heissen
homotop in U, wenn es eine stetige Abbildung

H:[a,b]x[0,1] — U
gibt mat
H(t70) = VO(t)v H(tv 1) = VI(t)

fuer alle t € [a,b] sowie
H(a,s)=A, H(b,s) =B
fuer alle s € [0,1].
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Y1

Beispiel. Sind vp,71 : [a,b] — U Kurven mit gleichem Anfangspunkt und
gleichem Endpunkt, so dass fuer jedes ¢ € [a,b] die Verbindungstrecke von
v0(t) nach ~1(t) ganz in U liegt, so sind 79 und 7; homotop mit

H(t,s) =sy1(t) + (1= 5)y0(1).
Das gilt zum Beispiel immer, wenn U konvex ist.

TueoREM (Homotopieinvarianz des Kurvenintegral - 1). Sei U c RV offen.
Seien v1,70 : [a,b] — U Kurven mit gemeinsamem Anfangspunkt A und
gemeinsamen Endpunkt B. Sind vy und ~v1 homotop in U, so gilt fuer jedes
lokale Gradientenfeld F' auf U

Fd’y():f Fd’}/l
Yo 7

Beweis. Sei H : [a,b] x [0,1] — U eine Homotopie zwischen ~p und ~v; in
U. Sei B := {B,} eine Ueberrdeckung von U durch offenen Kugeln, so dass
F auf jedem Element von B ein Potential besitzt.

Behauptung. Es gibt Zerlegungen Z :a =ty <ty <...<tp=bund Z':0 =
S0 < 81 < ... < 8q =1, so dass jedes H([ti,tir1] x [s;,5;+1]) ganz in einer
Kugel aus B enthalten ist.

Bew. Angenommen nein. Dann unterteilen wir fuer jedes m € N sowohl [a, b]
also auch [0,1] in m gleichlange Intervalle und damit [a,b] x [0,1] in m?
Rechtecke. Nach Annahmen koennen wir dann ein Rechteck R, finden, so
dass H(R,,) nicht in einer der Kugeln aus B enthalten ist. Die Mittelpunkte
X der Ry, liegen alle in der kompakten Menge [a,b] x [0, 1]. Sie haben also
eine konvergente Teilfolge. Ohne Einschraenkung

T = P-

Sei nun By eine Kugel aus B mit H(p) € By. Aufgrund der Stetigkeit von H
liegt dann H(R,,) in By fuer alle genuegend grossen m. Zeichnung.

Seien Z, Z' gemaess der Behauptung gewaehlt. Seien

Pij = H(ti, S]‘)

I';; := Strecke von Pj; nach P ;.

o;; := Strecke von P;; nach P; j1.

Zeichnung. y-Achse entsprichet j- Achse, x-Achse entspricht i-Achse.

Es liegen nach Voraussetzung P;j, P; ji1, Pis1,5, Piv1,j+1 alle in einer Kugel
aus B. Mit I(a) := [ Fda und I; := ¥ I(T';;) gilt dann (Zeichnung! Null-
wege addieren!)

I =11
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fuer alle 7 =0,...,¢-1. Also folgt Iy = I,. Nach Konstruktion gilt aber
f Fdyo=1Iy=1,= f Fdn.

Bemerkung. H wird lediglich als stetig voraussgesetzt. Daher sind im all-
gemeinen fuer s die Abbildungen t — H(s,t) keine stetig differenzierbaren
Kurven. Aus diesem Grund muessen wir mit den Verbindungstrecken arbei-
ten.

O

Wir stellen nun noch eine Variante dieses Satzes fuer geschlossenen Kurven
VOr.

DEFINITION (Freie Homotopie). Sei U ¢ RY offen. Zwei geschlossene Kur-
ven 1,7 : [a,b] —> U heissen frei homotop in U, wenn es eine stetige

Abbildung
H:[a,b] x[0,1] — U
gibt mit
H(t,0) =0(t), H(t,1) =n(t)
fuer alle t € [a,b] sowie
H(a,s)=H(b,s)
fuer alle s € [0,1]. Zeichnung. 'Rechteck’ Abbildung H ’kreisringige Kurven’.

Ganz aehnlich wie oben, kann man dann folgenden Satz beweisen:

THEOREM (Homotopieinvarianz des Kurvenintegral - IT). Sei U c RY offen.
Seien y1,70 : [a,b] — U geschlossene Kurven. Sind vy und 1 frei homotop
in U so gilt fuer jedes lokale Gradientenfeld F auf U

f Fdr = f Fdry.

Beweis. Der Beweis kann analog zum Beweis des vorigen Theorems gefuehrt
werden. Wir geben nur eine Zeichnung. O

DEFINITION. Eine Menge U in RN heisst einfach zusammenhaengend, wenn
jede geschlossene Kurve frei homotop in U zu einer Kurve ist, die nur einen
Punkt enthaelt.

Bemerkung. (a) Grob gesprochen bedeutet ’einfache zusammenhaengend’,
dass die Menge keine Loecher besitzt.

(b) Jede sternfoermige Meenge ist einfach zusammenhaengend. (Jede ge-
schlossene Kurve kann zum Zentrum zusammengezogen werden.) Es gibt
aber einfach zusammenaengende Mengen, die nicht sternfoermig sind (Bei-
spiel: Zeichnung nichtkonvexe Deformation einer Kreisscheibe.)

(c) Es ist R? \ {0} nicht einfach zusammenhaengend. (Es ist gar nicht so
einfach, das zu beweisen. Wir werden es als Nebenprodukt aus dem folgenden
Satz erhalten.)

Damit kommen wir nun zum ultimativen Satz ueber Gradientenfelder.
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THEOREM (Charakterisierung Gradientenfelder). Sei U c RY offen und ein-
fach zusammenhaengend. Dann ist ein stetig differenzierbare F : U — RN
genau dann ein Gradientenfeld, wenn gilt OF;[0x), = OF[/0x; fuer alle
jk=1,....N.

Beweis. Gilt OF;/0x), = 0F)/0x; fuer alle j,k =1,..., N, so ist nach dem
Poincaréschen Lemma F' ein lokales Gradientenfeld. Sei nun ~y eine geschlos-
sene Kurve. Dann ist v nach Voraussetzung in U frei homotop zu einer Kurve
0, die nur aus einem Punkt besteht. Aufgrund des vorigen Satzes gilt dann

/Fm:fF@

Da o nur einen Punkt trifft, verschwindet die rechte Seite. Damit verschwin-
den also alle Kurvenintegrale ueber geschlossene Wege. Nach der abstrakten
Charakterisierung ist also F' ein Gradientenfeld.

Die umgekehrte Implikation folgt sofort (und hat nichts mit Einfachem Zu-
sammenhang zu tun). ]

Bemerkung. (Uebung) Man kann auf R? \ {0} ein Vektorfeld F und einen
geschlossenen Weg angeben, so das F' ein lokales Gradientenfeld ist aber das
Kurvenintegral ueber diesen geschlossenen Weg nicht verschwindet. Damit
ist dann nach dem vorangehenden Theorem R? \ {0} nicht einfach zusam-
menhaengend.

FOLGERUNG. Sei U c R? einfach zusammenhaengend. Sei F: U — R3 ein
stetig diffbares Vektorfeld. Dann ist F' genau dann ein Gradientenfeld, wenn
die Rotation von F

rotF' : U — ]R3, (82F3 - 83F2, agFl - 81F3, 81F2 - 82F1)

identisch verschwindet.

Bemerkung. Die vorangehenden Betrachtungen liefern bemerkenswerte Zu-
sammenhaenge zwischen topologischen Eigenschaften einer Teilmenge U von
R™ und Loesbarkeit von Differentialgleichungen auf dieser Menge:

e Die Dimension des Raumes der Loesungen von V¢ =0 (auf U) ist
gerade die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von U. Ins-
besondere ist der Raum der Loesungen eindimensional, wenn U
zusammenhaengend ist.

e Ist U c R? einfach zusammenhangend, so ist die Gleichung Vy = F
fuer alle F' mit rotF =0 loesbar.

Zum Abschluss des Abschnittes geben wir noch einen Hinweise wie man ein
Potential auffinden kann.

Hinweis zum Auffinden des Potential.

Variante 1: Integrieren entlang ’schoener’ Wege.

Variante 2: Anwenden des HDI auf einzelne Komponenten und anschliessen-
des Vergleichen (mit Probe!)

Beispiel. (a) F : R? — R2, F(x1,23) = (x1,22). Dann gilt 0F;/0xs = 0 =
0F5/0x1. Daher besitzt F' nach dem Theorem ein Potential ®. Wir haben

D =11 — O(x) = 27/2+ C(2).
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Do® = xy —> ®(z) = 23/2 + D(x1).
Das fuehrt auf ® = 1/2(x? + 22) + C. Probe zeigt, dass es sich tatsaechlich
um ein Potential handelt.
(b) F:RY — RN F(2) = ¢ (mit einem ¢ € RY. Dann gilt
0= 8F]/8:c2
fuer alle i, 5. Tatsaechlich ist in diesem Fall p(z) = (c,x) = Zj]\il cjxj ein
Potential, wie eine Probe zeigt.






KAPITEL 2

Etwas Integrationstheorie

Das Riemann-Integral weisst eine Reihe von Problemen auf. In diesem Ab-
schnitt lernen wir eine allgemeine Theorie der Integration kennen, die diese
Probleme (groefitenteils) umgeht. Grundobjekte sind (Prae)Masse und In-
tegrale von Elementarfunktionen. Diese werden dann durch einen Vervoll-
staendigungsprozess zu Massen und Integralen von (messbaren) Funktionen
fortgesetzt.

Genauer ist die Idee ist folgende: Sei eine Menge X gegeben.

e Ordne (geeigneten) Teilmengen A von X ein Volumen / Mass p(A)
zu.

e Definere Integral auf Elementarfunktionen f = Y ¢;14, durch [ fdpu:

Y cip(Aq).
e Setze fort. (Hier ist Arbeit zu leisten!)

Probleme des Riemann-Integrals

Das Riemann-Integral weist eine Reihe von Problemen auf. Dazu gehoeren
folgende:

e Viele 'schoene’ Funktionen sind nicht Riemann-integrierbar.
Beispiel: f : [0,1] — [0,1], f(z) = 0 fuer z irrational und
f(z) =1 fuer x rational. Dann ist f ueberall 0 bis auf eine abzaehl-
bare Menge.

e Das Riemann-Intgral ist nicht gut vertraeglich mit Grenzwerten.
Es ist - im wesentlichen - nur vertraeglich mit gleichmaessiger Kon-
vergenz.

Beispiel: Sei {q,, : n € N} eine Abazaehlung von Q n[0,1]. Sei
S 10,11 —10,1], fu(2) =1 fuer z € {q1,...,qn}, fu(z) = 0 sonst.
Dann ist (f,) gleichmaessig beschraenkt, jedes f, ist Riemann-
intbar mit [ f,dz =0, es konvergiert (f,,) gegen f (aus dem vorigen
Punkt) punktweise und f ist nicht Riemann-intbar.

e Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen ist nicht abge-
schlossen unter Substitutionen.

Beispiel: Sei tan : (-7,5) — R und arctan : R — (-3, ).
Sei f = 1(_x/2,7/2)- Dann ist f Riemann-intbar auf R, aber die
aus der Substitution entstehende Funktion ¢g : R — R, g(x) =
fo arctan-ﬁ ist nur uneigentlich Riemann-intbar.

Bemerkung. Diese Nachteile werden in einer Dimension durch den grossen
Vorteil des Riemann-Integral, die Gueltigkeit des HDI, ausgeglichen. In hoe-
heren Dimensionen trifft das nicht mehr zu.

21
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1. Pramafle

DEFINITION. Sei X eine Menge. Eine Familie R von Teilmengen von X
heisst Mengenring auf X, wenn gilt:

(R1) Die leere Menge @& gehoert zu R.

(R2) Mit A, B in R gehoert auch AuB zu R.

(R3) Mit A, B in R gehoert auch AN B zu R.

Dann schreibt man auch (X,R) fuer den Mengenring ueber X .

FOLGERUNG. Sei R ein Mengenring ueber X und seien A, B in R. Dann
gehoert auch An B zu R.

Beweis. Es gilt AnB=A~ (AN B). ]
Beispiele.
e Sei X eine beliebige Menge. Dann bildet die Menge der endlichen
Teilmengen von X einen Mengenring.
e Sei X = R. Dann bilden die Figuren d.h. die Vereinigungen von
endlich vielen beschraenkten Intervallen einen Mengenring.
e Sei X = R"™. Dann bilden die Figuren d.h. die Vereinigungen von
endlich vielen achsenparallelen Quadern einen Mengenring. (Es ist
@ ein achsenparalleler Quader, wenn gilt Q = I} x ... x Iy mit
Intervallen I;.)

DEFINITION. Sei R ein Mengenring auf X. Eine Funktion p: R — [0, 00)
heisst Praemass auf (X,R), wenn gilt

p(U An) = i w(Ay) (o-Additivitaet)

neN n=1
fuer alle Folgen (Ay) in R mit
o A,nAy, = fuer alle n+m (’A, paarweise disjunkt’)
o UA, € R (Nicht selbstverstaendlich)

FOLGERUNG. Sei u Praemass auf (X,R). Dann gilt

o u(2)=0
e (AuB)=pu(A)+u(B) fuer alle A, B aus R mit An B =@.

Beweis. Es gilt @ = u,@. Damit folgt aus der o-Additivitaet

w(@) = u(2).

Damit folgt (@) = 0. Nun folgt die zweite Aussage leicht, indem man die
Mengen A; definiert durch
A=A, Ay=B,A, =3, n>2
und aus der o-Additivitaet schliesst
(AU B) = u(0Aj) = 37 pu(A;) = p(Ar) + pp(A2) +0 = p(A) + u(B).
Das beendet den Beweis. O

FOLGERUNG. Sei i Praemass auf (X,R). Dann gilt:
o Fuer A,BeR mit Ac B gilt n(A) < u(B).



1. PRAMASBE 23

e Gehoeren A,, neN, und A zu R und gilt A c UA,, so folgt n(A) <
2 1(An).

Beweis. Erster Punkt: Setze A; := A und As := B\ A. Dann gilt nach der
vorangehenden Folgerung.

1(B) = n(Ar) + p(A2) > p(Ar) = p(A).
Zweiter Punkt: Definiere
Aji=AnA, A =(A,nA)N UL AL
Dann gehoeren die A’n zu R und sind paarweise disjunkt mit
A cA, und A=U(A,nA)=UA, .
Damit folgt also

u(A) = 3 n(Ay) < 7 pu(An).
Das beendet den Beweis. O
Beispiele.
e Sei X eine beliebige Menge und R ein beliebiger Mengenring und p €
X beliebig. Dann definiert 6, : R — [0, 00) mit §,(A) :=1 falls p e
A und 6,(A) = 0 sonst, ein Praemass. Es heisst die delta-Funktion
in p (auch wenn es gar keine Funktion, sondern ein Praemass ist).
e Sei X eine beliebige Menge und R der Mengenring der endlichen
Teilmengen von X. Dann ist

iR —> Np, u(A) := Anzahl der Elemente von A

ein Praemass. Es heisst das Zaehlpraemass.

e Sei X = R und R der Mengenring der Figuren (d.h. der Verei-
nigungen von endlich vielen beschraenkten Intervallen). Fuer ein
beliebiges Intervall I mit (a,b) c I c [a,b] definiert man die Inter-
valllaenge |I| durch

|| =b-a.
Es laesst sich nun jedes A aus dem Mengenring als disjunkte end-

liche Vereinigung A = U’_; A; von beschraenkten Intervallen schrei-
ben und durch

n
AR —[0,00), A(A):= ) |4)]
j=1
wird ein Praemass auf R definiert. Dieses heisst das Lebesgueprae-
mass auf R.

(Bew: Mit Induktion sieht man leicht, dass man jede Figur als
diskunkte Vereinigung von Intervallen schreiben kann. Die Wohl-
definiertheit von A (i.e. Unabhaengigkeit von der gewaehlten Zer-
legung in disjunkte Intervalle) folgt einfach.

Wir zeigen nun die o-Additivitaet. Diese wird in drei Schritten
bewiesen:

Schritt 1: Es ist A monoton und endlich additiv.
Bew. Das folgt leicht.
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Schritt 2: Zu jeder Figur A und jedem e > 0 gibt es eine kom-
pakte Figur K und eine offene Figur U mit

KcAcU und A(U)-e<A(A) <AK) +e.

Bew. Das ist klar fuer Intervalle. Da jede Figur eine endliche
disjunkte Vereinigung von Intervallen ist, folgt es dann fuer Figu-
ren.

Schritt 3: Ist A € R die disjunkte Vereinigung von A, € R, so
gilt

ZA(ATL) = A(A).

Bew. <: Fuer jedes k € N gilt u’szlAn c A. Damit folgt mit
Additivitaet und Monotonie von A dann

k
D A(AR) = AU 4n) S A(A),
n=1
(Die letzte Abschaetzung folgt einfach.)

>: Sei € > 0 beliebig. Waehle nach Schritt 2 eine kompakte Figur
C' mit

CcAund A(A) <A(C) +e (%).
Waehle nach Schritt 2 zu jedem A,, eine offene Figur U, mit

A, €Uy und A(U,) < A(Ap) + 2% )

Dann bilden die Uy, n € N, eine offene Ueberdeckung von C' (und
sogar von A). Aufgrund der Kompaktheit von C' gibt es dann eine
endliche Teilueberdeckung d.h. ein k € N mit

k
CCUUn, (% * %)

n=1

Damit folgt dann:

a4y

IN

AMCO)+e

k
((* * %), Monotonie) < ANJU,+e¢

n=1

M=

(Endliche Additivitaet) < ANUp) +¢

n=1

M=

(AAR) + )+

3
I
—

M=

A(Ag) + 2e.

3
il
—

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die gewuenschte Ungleichung.
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e Sei X = RY. Eine Teilmenge I von RY heisst Intervall (oder ach-
senparalleler Quader), wenn es beschraenkte eindimensionale Inter-
valle Iy,...,In gibt mit I = Iy x...x Iy. Sei R der Mengenring der
Figuren (d.h. der Vereinigungen von endlich vielen achsenparallelen
Quadern). Fuer ein Interval I = I; x ... x Iy sei

N
1= TTIEl-
j=1

Es laesst sich nun jede Figur A in disjunkte Quader zerlegen A =
U’ 1; und durch

AR —[0,00),\(A) = ilfjl
i

wird ein Praemass auf R definiert. Dieses heisst das Lebesgueprae-
mass auf RV,
(Bew. Das folgt wie im eindimensionalen Fall.)
e Sei X =R und R der Mengenring der Figuren (d.h. der Vereinigun-
gen von endlich vielen beschraenkten Intervallen). Sei ¢ : R — R
eine nichtfallende, rechtssetige Funktion. Setze

¢(x+) = lim ¢(y) = ¢(x), ¢(z-) := lim ¢(y).
Y-+ y—z—

Definiere nun fuer ein Intervall 1

p(Ja, b)) = ¢(b-) - ¢(a)

1(Ja,b]) = ¢(b) - ¢(a)

1([a, b)) = ¢(b-) - ¢(a-)

1([a,b]) = ¢(b) - ¢(a-).
(d.h. es wird [ uebersetzt in — und ] in +).

Es laesst sich nun jedes A aus dem Mengenring als disjunk-
te endliche Vereinigung A = U7_; A; von beschraenkten Intervallen
schreiben und durch

n

j=1
wird ein Praemass auf R definiert. Es heisst das Stieltjes-Praemass
zZu Q.

Bemerkung: Setzt man ¢ = id, so erhaelt man gerade das Le-
besguepraemass.

(Bew. Die noetigen Bestandteile wurden mehr oder weniger
schon beweisen. Wir skizzieren nur den Beweis der o-Additivitaet.
Dazu zeigt man zunaechst wieder folgendes:

Schritt 1: Zu jeder Figur A und jedem € > 0 gibt es eine kom-
pakte Figur K und eine offene Figur U mit

KcAcU und p(U)-e<pu(A) <u(K) +e.

Bew. Das ist einfach fuer Intervalle. Da jede Figur eine end-
liche disjunkte Vereinigung von Intervallen ist, folgt es dann fuer
Figuren.
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AnschlieBend zeigt man dann in Schritt 2 die o-Additivitaet
von p wie bei im Falle des eindimensonalen Lebesge Praemass.

Wir kommen nun noch zu einem wichtigen Konzept, das beschreibt, was wir
vernachlaessigen duerfen.

DEFINITION (Nullmenge). Sei p ein Praemasfs auf dem Mengenring (X, R).
Eine Teilmenge N ¢ X heisst pu-Nullmenge, wenn zu jedem € >0 eine Folge
(Ay) in R existiert mit

NclJAn und Y u(Ay)<e.

Bemerkung. Nullmengen werden im allgemeinen nicht zu R gehoeren.

Beispiel. Sei A\ das Lebesguepraemass auf dem Mengenring der Figuren in
R. Dann ist N := Q eine Nullmenge. (Bew. Sei ¢1,¢q2, ..., .. eine Abzaehlung
von Q. Waehle 4, := [qn,qn]--.)

Notation. Sei p ein Praemasf auf dem Mengenring (X, R). Dann sagt man,
dass eine Eigenschaft auf X u-fast ueberall gilt, wenn es eine p-Nullmenge
gibt, so dass die Eigenschaft fuer alle x € X \ N gilt.
Beispiele.
o f>g p-fou. (d.h. es existiert y-Nullmengen N mit f(x) > g(z) fuer
alle z € X \ N).
e f=g pfu(dh. es existiert u-Nullmengen N mit f(z) = g(z) fuer
alle z € X \ N).
e fn > g ufu (dh. es existiert y-Nullmengen N mit f,(z) - g(z)
fuer alle z € X \ N).

THEOREM. Sei u ein Praemasf auf dem Mengenring (X, R). Die Vereini-
gung von abzaehlbar vielen Nullmengen Ny, k € N, ist eine u Nullmenge.

Beweis. Fuer jedes k € N existiert nach Voraussetzung an Ny, eine Folge A%k)
in R mit
€
Ny c[JA® und Z,u(Aff)) <o
n n
Damit folgt
Ncl|NgcJ Aﬁf)
k

nk
mit
> u(AP) =Y S AP) <3 <
n,k k n k 2
Das beendet den Beweis. |

Bemerkung. Grundlegend fuer den gegebenen Zugang zur Integrationstheo-
rie sind folgende Bestandteile:

e Ein Grenzwertsatz fuer Integrale in Form der o-Additivitaet. (Ue-
bung)
e Die Vernachlaessigung von Nullmengen.



2. INTEGRALE VON ELEMENTARFUNKTIONEN 27

2. Integrale von Elementarfunktionen

In diesem Abschnitt lernen wir Integrale von Elementarfunktionen kennen.
Hier ist die Idee. Mit 1 bezeichnen wir die charakteristische Funktion der
Menge B (d.h. 1p(z) = 1 fuer x € B und 1p(z) = 0 sonst). Dann sollte
natuerlich [y 1pdp = p(B) gelten. Lineare Fortsetzung fiihrt dann darauf
das Integral fuer Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen zu
definieren durch

fX S bilp, dpi= S biu(By).
P =

Wir muessen aber etwas arbeiten, um die Wohldefiniertheit zu zeigen. An-
schliessend untersuchen wir dann einfache Eigenschaften des Integrals auf
den Elementarfunktionen.

DEFINITION. Sei R ein Mengenring ueber X. Eine Funktion f: X — C
heisst Elementarfunktion (Treppenfunktion), wenn ein N € N und ¢y, ... ,cn €
C und Bi,...,Bn aus R existieren mit

N
f = ZleBj.
j=1

Der Vektorraum der Elementarfunktionen wird mit E(X,R) bezeichnet.

Bemerkung. Es ist E(X,R) gerade die Lineare Huelle der 15, B € R, im
Vektorraum aller komplexwertigen Funktionen auf X.

Beispiel. X = R, R = Figuren. Dann handelt es sich bei den Elementar-
funktionen gerade um die aus Analysis I bekannten Treppenfunktionen.

Fuer die weiteren Betrachtungen wird es nuetzlich sein eine (fast) kanoni-
schen Darstellung einer Elementarfunktion zur Verfuegung zu haben.

PROPOSITION. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf R.
Dann existiert zu jeder Elementarfunktion f = Zj]\il cjlp; (mitey,...,cyeC
und By, ...,Bn aus R) Koeffizienten «; € C und paarweise diskunkte A; in
R,ij=1,..., K mit

o f=Yaila,
o Yjbju(B;)) = ¥iaip(As).
Beweis. Das folgt leicht durch Induktion nach N. O

FOLGERUNG (Wohldefiniertheit des Integrals). Sei R ein Mengenring ueber
X und p ein Praemass auf R. Gilt f = Z;V:l bjlp, = ZkK b;ngr (mit bj, by, € C
k

und Bj,B,'g aus dem Mengenring), so folgt
N K
2. bin(Bj) = D byl
j=1 k

Beweis. Es reicht f:= Y bjlp, =0== Y bju(B;) =0 zu zeigen.
Nach vorangehender Proposition existieren «; € C und paarweise disjunkte
A; in R mit

0= f = ZailAi und ijM(Bj) = zalM(Az)
i J 7
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Aufgrund der paarweisen Disjunktheit der A; muss dann gelten «; = 0 fuer

alle ¢ und die Behauptung folgt. |
DEFINITION (Integral fuer Elementarfunktionen). Sei R ein Mengenring
ueber X und p ein Praemass auf R. Ist f = Zj]\il cjlp, mit c1,...,cy €C
und By,...,By aus R so definiert man

N
[ fdu= [ f@adna) = 2 bun(B).

(Das ist wohldefiniert nach voriger Proposition.)

PropoSITION (Einfache Eigenschaften des Integrals). Sei R ein Mengenring
ueber X und p ein Praemass auf R. Dann ist die Abbildung

/:E(X,R)—>(C,fr—>/xfd,u

linear und positiv d.h. es gilt

/(af+g) du=affdu+[gdu (Linearitaet)
fuer alle f,ge E(X,R) und o € C sowie

/ fdu >0 (Positivitaet)
fuer f>0.

Beweis. Linearitaet ist klar. Positivitaet folgt durch Betrachten von f =
> ;1 4, mit paarweise disjunkten A; aus dem Mengenring. |

Bei gegebenem Praemass macht das Integral den Vektorraum der Elemen-
tarfunktionen zu einem (Halb)normierten Vektorraum. Das ist von funda-
mentaler Bedeutung fuer unseren Zugang. Wir werden naemlich effektiv den
Raum der intgrierbaren Funktionen als die "Vervollstaendigung’ des Raumes
der Elementarfunktionen mit dieser Halbnorm definieren. Die entsprechende
Halbnorm wird in der naechsten Proposition eingefuehrt.

Erinnerung - Halbnorm (Laengenmessung). Sei V' ein Vektorraum
ueber C. Eine Abbildung || - | : V' — [0, o) hiesst Halbnorm, wenn sie mit
den Vektorraumoperationen in folgender Weise vertraegllich ist:

o |[f+g]<|f]+llg| (Dreiecksungleichung)

o [af] = lalf]
fuer alle f,g € V und « € C. Dann gilt offenbar ||0| = 0. Hat |- | die zu-
saetzliche Eigenschaft | f|| =0 <= f =0, so heisst || | eine Norm. Konzepte

von Konvergenz bzw. Cauchy-Folgen lassen sich bzgl. Halbnormen wie fuer
Normen definieren. Das werden wir im folgenden nutzen.

PROPOSITION. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf R.
Mit f ist auch |f| eine Element von E(X,R) und die Abbildung

|1 B(X,R) — [0,00), [ 1= _|fldn
ist eine Halbnorm auf E(X,R mit

‘fodu

<[ £l
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Beweis. Sei f =}, a;j14, mit paarweise disjunkten A; aus dem Mengenring.
Dann gehoert

1f]= D" Jeul1a,

ebenfalls zu den Elementarfunktionen und es gilt

[ 1 =[S ()] < Eladu(a = [ 171 dp.

Es bleiben die Halbnormeigenschaften zu zeigen:

[f+gli <|flli+]gl1- Mit |f+g| <|f|+]|g| folgt das sofort aus der Monotonie
und Linearitaet des Integrals.

[af]1 =]|a||f]1- Das folgt aus der Linearitaet des Integrals. o

Bemerkung. Es ist | - |1 im allgemeine keine Norm. Betrachte dazu etwa
X = R mit dem Mengenring der Figuren und dem Lebesguepraemass .
Dann erfuellt jede Funktion f, die genau in einem Punkt nicht verschwindet
natuerlich || f|1 = 0.

DEFINITION. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf R. Ei-
ne Folge (fn) von Funktionen f,: X — C konvergiert u-fast-gleichmaessig
(1-f.glm) gegen f: X — C, wenn zu jedem € >0 eine Folge (A7), k€N, in
R existiert mat

o Yru(Ay) <e
o fn — f gleichmaessig auf X ~ Uy A

Ende der Vorlesung.
PROPOSITION. Sei R ein Mengenring ueber X und u ein Praemass auf
R. Konvergiert die Folge (fn)n gegen [ u-fast-gleichmaessig, so konvergiert

(fn) gegen f p-fast ueberall.
Beweis. Sei
N :={x: f(z) konvergiert nicht gegen f(x)}.

Sind zu € > 0 dann A7 entsprechend der Definition von u-fast gleichmaessiger
Konvergenz gewaehlt, sogilt N c up A7 und ) (A7) < e. Damit ist N eine
Nullmenge. O
Bemerkung. Sei X =[0,1] und R der Mengenring der Figuren auf X und A
das Lebesguepraemass auf X. Sei f,, : X — R, fp(z) =2" und f: X — R,
f(z) =1y (x). Dann gilt

e Es konvergiert f, punktweise gegen f.

e Es konvergiert f, nicht gleichnmaessig gegen f.
e Es konvergiert f,, A-fast-gleichmaessig gegen f.

3. Cauchy Folgen von Elementarfunktionen

In diesem Abschnitt studieren wir Cauchy-Folgen in E(X,R).

Erinnerung. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf R.
Eine Folge (f,) in E(X,R) heisst | - |1-Cauchy Folge, wenn zu jedem ¢ > 0
ein N, € N existiert mit

[ fn = fmli <€
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fuer alle n,m > N.

THEOREM. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf R. Sei
(fn) eine | - |1-Cauchy Folge in E(X,R). Dann gilt:
o s gibt eine Funktion f : X — C und eine Teilfolge (fn,)r von
(fn) sodass fn, p-fast-gleichmaessig gegen f konvergiert.
e Sind (g) und (hy) zwei p-fast-ueberall konvergente Teilfolgen von
(fn), so gilt g — hy — 0 p-fast ueberall.

Bemerkung. Der zweite Teil der Aussage besagt, dass die im ersten Teil
gefundene Funktion (bis auf Werte auf einer Nullmenge) eindeutig ist.
Beweis. Wir zeigen zunaechst den ersten Punkt: Sei (fy,, ) so gewaehlt, dass

1
ank _fnkﬂ ”1 < W

gilt fuer alle k € N. Sei
gk = |f'nk - fnk+1|'
Dann gilt also
® gp20
b Hngl = ”fnk _fTLk+1 Hl < 31@%
Idee. Da die Norm von g, sehr klein ist, muessen auch die Funktions-
werte fuer die meisten x € X ziemlich klein sein. Daher konvergiert f,, =

foq + Z;tll( frjr = fnj) fuer die meisten x € X. Details dazu finden sich im
folgenden.

Sei
1
My :={xe X :gp(x)> 2k+1}
und
Nk = UM[.
>k

Wir zeigen die folgenden beiden Aussagen:

(1) Auf X \ Ny, konvergiert (f,,,)m gleichmaessig.
(2) Es gilt X5, n(M;) > 0, k — oo.

(Zusammengenommen zeigen diese beiden Aussagen dann den ersten Punkt.)
u (1): Auf X \ N gilt

1
|fnl+1 (x) - fnl(x)‘ = gi(z) < W
fuer [ > k. Wegen

= fm Z (fnz+1 f”z

ist dann (f,,, ) auf X ~ Ni glelchmae551g konvergent.

Zu (2): Es gilt 1, < 21, Damit folgt aus der Monotonie des Integrals also

9 1+1
M:f1 dng”ldszl“ :(—) .
p( M) Amdus [ 2 gdp lg:| 3



3. CAUCHY FOLGEN VON ELEMENTARFUNKTIONEN 31

Damit folgt
) I+1

Sun <y (5] 0k

I>k ish \3
Wir kommen nun zum zweiten Punkt des Theorem: Es gebe Funktionen g
und h auf X sowie Nullmengen N, und Nj, mit g;, - g auf X \N, und h,, = h
auf X \ Nyp,. Zu zeigen g = h p-fast ueberall. Da (gx) und (hy) Teilfolgen der
Cauchy-Folge (f,) sind, ist auch (p,) mit

g1,h1,92,ha, ...

eine | -||1-Cauchy-Folge. Nun koennen wir wie im Beweis des ersten Punktes
also eine Teilfolge (py, ) waehlen mit

e py, konvergiert u-fast ueberall d.h. auf X \ N, mit N, Nullmenge,
gegen ein f.

® Dy, stammt aus (gi).

® Dn,,.,, stammt aus (hy).

Dann ist N := N, u Ny u N, eine Nullmenge und es gilt fuer x €¢ X \ N
g(z) =limg,(z) = limpy,, () = f(z) = limp,,, ,(z) =limh,(z) = h(z).
O
Bemerkung. Der Uebergang zu einer Teilfolge ist im allgemeinen noetig, wie
man sich leicht an Beispielen klarmacht. Zeichnung.
Unser naechstes Ziel ist es fuer | - |;-Cauchy-Folgen zu zeigen:
| fn] = 0 <= f, = 0 u fast ueberall.

Dazu schraenken wir uns im folgenden Lemma zunaechst auf den Fall mo-
noton fallender Funktionen ein.

LEMMA. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf R. Ist
(fn) eine Folge in E(X,R) mit 0 < fu1 < fn fuer alle n € N und f,, - 0
p-fast ueberall, so gilt | fn|1 — 0.

Beweis. Aufgrund der Monotonie des Integrals und der Voraussetzung an

die (f,) ist die Folge
(fy o),

monoton fallend und nichtnegativ. Damit handelt es sich um eine Cauchy-
Folge. Wegen

£l = [ fu=Fmdu= [ fadn= [ fudp

(fuer n > m) ist dann also (f,,) eine |- [;-Cauchy Folge. Damit existiert nach
dem vorigen Satz also eine Funktion f: X — C und eine Teilfolge (fy,)
von (fp,) mit

fn, = f p-fast gleichmaessig..
Da f, w fast ueberall gegen 0 konvergieren gilt dann f =0 und damit

fn, = 0 p-fast gleichmaessig..
Wegen f1 > fp, >0 folgt damit (! s.u) dann

ankHl - 0,n > o0
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und, da (f,,) eine |-||;- Cauchy-Folge ist, ergibt sich dann || f,,[1 = 0, n > oo.
Zu !: Sei § > 0 beliebig. Dann gilt

il = [ Vfuildn

/X S aif,, (w)>oydp+ ]X Jri32:0< £, (2)<03 A1
I filloops({z : fr, (x) > 0}) + op({z: f1(x) # 0}).

Hier wird der zweite Term klein, nach Wahl eines kleinen § > 0 (das ja
beliebig war) und der erste Term wird (bei festem 6 > 0) fuer k — oo beliebig
klein aufgrund der p fast gleichmaesiigen Konvergenz gegen 0 der f,,. O

IN

THEOREM. Sei R ein Mengenring ueber X und u ein Praemass auf R. Sei
(fn) eine |- |1 Cauchy-Folge in E(X,R), die u fast ueberall konvergiert.
Dieser punktweise Grenzwert heisse f. Dann gilt

f=0<=|fn]1—0.
Beweis. <=: Betrachte die Folge (p,) gegeben durch

f1707f270)f3,0,......

Dann ist (py,) eine |- |1 Cauchy-Folge (da | f,[1 = 0). Es sind (f,,) und (0)
fast ueberall konvergente Teilfolgen gegen 0 bzw. f. Damit folgt aus dem
vorigen Satz also 0 = f fast ueberall.

=: Wir werden den Beweis mithilfe des vorigen Lemmas fuehren. Daher
wird es darum gehen eine monoton fallende Folge zu konstruieren. Wir zei-
gen: Konvergiert | f,,||1 nicht gegen 0, so ist f, () - 0 p-fast ueberall falsch.

Ohne Einschraenkung f,, > 0 (sonst betrachte man |f,| statt f,).
Ohne Einschraenkung existiert C' > 0 mit | f,,|| > C' (sonst Teilfolge waehlen).
Ohne Einschraenkung

C1

2
() [fall 2 5C wnd [ fo = faalr < 55

(sonst Teilfolge waehlen).
Wir betrachten nun die Folge (f;) mit

Fi(z) = min{ fi(x),..., fj(z)}.
Dann gilt
(++) 0< Fa < J;
fuer alle j € N. Ausserdem gilt

- g1
(x % %) fi2 fi= > [foe1 = ful-
Pt

(Allgemeiner gilt fuer beliebige reelle ay

j-1
max{ai,...,a;} <min{ai,...,a;} + . |ags — ax
k=1
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wie man sich leicht ueberlegt.Zeichnung der a; auf der Achse. ) Durch
Integration folgt aus der vorangehenden Abschaetzung sofort

Il = [ 17l
(+4)

I
=
et
Ry

=

j-1
(Integration (+++)) 2 | fili = [feer = filh
j=1
2 1
> -C--C
(*) 3¢ 3
1
= -C.
3

Mit dieser Abschaetzung und (x*) folgt, dass die Folge (E) also monoton
faellt und ||]7;H1 nicht gegen 0 konvergiert. Damit folgt aus dem vorigen
Lemma, dass E(:c) nicht fast ueberall gegen 0 konvergiert. Wegen f; > f;
kann dann auch (f;) nicht fast ueberall gegen 0 konvergieren. Das beendet
den Beweis. O

Das vorangehende Theorem hat folgende Konsequenz, die die Wohldefiniert-
heit des Integrals liefern wird.

FOLGERUNG. (Wohldefiniertheit des Integrals) Sei R ein Mengenring ueber
X und p ein Praemass auf R. Ist f: X — C gegeben und sind (hy,) und
(gn) |- |1-Cauchy-Folgen in E(X,R) mit hy, - f und gn - f p-fast ueberall,
so existieren die Grenzwerte

I dy und i [hnd
im | gndu und lim | hndy

n—oo
und stimmen ueberein.

Beweis. Wir zeigen zunaechst die Existenz der Grenzwerte: Es ist (g,,) eine
Cauchy-Folge in bzgl. | - |1. Damit ist also

(/;gndu)

eine Cauchy-Folge in C (da | [ gndp— [ gmdp| < | gn — gm1). Damit existiert
dann aufgrund der Vollstaendigkeit von C der Grenzwert

Ay
Analoge Betrachtungen ergeben die Existenz des entsprechenden Grenzwer-
tes fuer (hy).
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit: Sei ¢y, := g, — hy,. Dann gilt:
e ¢, — 0 p-fast ueberall (da g, und h,, p-fast ueberall gegen f kon-
vergieren).
. g]n’) i)st eine || - [1-Cauchy-Folge (da |gn — ¢m| < ... <|9n — gm| + |hn —

Nach dem vorangehenden Theorem gilt dann aber

fMWM%&nﬂw-
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nd—fhnd
\fXgu y 1|

Damit folgt

n_hn d

\fX(g )dul
n_hnd,u

Alg |

| d
[X|Q|H

- 0,n — oo.

IA

Damit stimmen die beiden Grenzwerte ueberein. O

4. Integrierbare Funktionen und Integrale

In diesem Abschnitt fuehren wir die integrierbaren Funktionen ein und stu-
dieren einige Eigenschaften. Die integrierbaren Funkionen werden dabei die-
jenigen sein, die sich 'gut’ als Grenzwert von Elementarfunktionen darstellen
lassen koennen.

DEFINITION (Integrierbare Funktionen und £1(X,p)). Sei R ein Mengen-
ring ueber X und u ein Praemass auf R. Fine Funktion f: X — C heisst
integrierbar (bzgl. (R, ) ), wenn es eine Folge (fy,) in E(X,R) gibt, so dass
gilt:

e (fn) ist eine || - |1 Cauchy-Folge.

o fn = f p-fast ueberall.

dp = i f .
fou Jim [ fndp

Die Menge der integrierbaren Funktionen wird mit LY(X, R, 1) oder LY (X, 1)
bezeichnet.

Dann definiert man

Beachte. Es folgen Existenz des Grenzwertes und Wohldefiniertheit des
Integrals aus der letzten Folgerung des vorangehenden Abschnittes.

Notation. Sei R ein Mengenring ueber X und g ein Praemass auf R. Ist
f: X — C eine Funktion (h,) eine | - |;-Cauchy-Folgen in E(X,R) mit
hn — f p-fast ueberall, so nennen wir (h,) eine | - |1-Cauchy-Folge zu f in
E(X.R).

Notation. Im folgenden werden wir manchmal ein Tripel (X, R, 1) beste-
hend aus einer Menge X, einem Mengenring R auf X und einem Mass u
auf R als Praemass-Raum bezeichnen.

Wir zeigen nun, dass £!(X, R, 1) unter einer ganzen Reihe von Operationen
abgeschlossen ist.

PROPOSITION. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf
R. Dann ist LY(X,R,u) ein Vektorraum (d.h. mit f g € LY(X,R,u) und
o € C gehoert auch f+ag 2u LY(X,R,p)). Mit f e LY(X,R,u) gehoeren
auch |f|, Rf und If 2u LY(X,R,pn). Weiterhin gehoeren zu reellwertigen
f,ge LY X, R, i) auch min{f, g} und max{f,g} zu LY(X,R,pn).
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Beweis. Die Beweise aller dieser Aussagen folgen einfach nach dem gleichen
Schema. Wir fiihren dies nur fuer die Vektorraumeigenschaft vor. Seinen also
Mf,g e LY(X,R, ) und a € C gegeben. Zu zeigen: Es gehoert auch f + ag
zu LY X, R, 1)).

Waehle dazu | - [1-Cauchy-Folgen (f,) und (g,) zu f bzw. g in E(X,R).
Dann ist f,, + agn, n € N, eine | -||1-Cauchy-Folge in F(X,R) zu f+ag. Also
gehoert f + ag auch zu LY(X, R, it). o

Grundlegende Eigenschaften des Integrals 'vererben’ sich von E(X,R) auch
auf L1(X, R, 1), wie folgende Proposition zeigt.

PROPOSITION (Integral ist linear und positiv). Sei R ein Mengenring ueber
X und p ein Praemass auf R. Dann ist die Abbildung

[ xR = [ rap

linear und positiv.

Beweis. Linearitaet. Das folgt leicht aus der Linearitaet des Integrals auf
E(X,R): Seien f,g € LY(X,R,p) und « € C gegeben. Seien | - |1-Cauchy-
Folgen (f,) und (g,) zu f bzw. g in E(X,R). Dann ist f, + ag, eine |- |-
Cauchy-Folge in E(X,R) zu f + ag. Damit gilt

[ Gragydn = lim [ (fu+aga)d

I f d f nd
Jim Xf pra | gndu

d fd.
fowa \9dn

Positivitaet: Das folgt leicht aus der Positivitaet des Integrals auf F(X,R):
Seien f € L}(X,R,p) gegeben mit f > 0 und (f,) eine zugehoerige || - |1-
Cauchy-Folge in F(X,R). Dann ist (| f,|) eine |-||;-Cauchy-Folge in E(X,R)
zu |f| = f > 0. Damit gilt also

~ i f - 1d > 0.
fodu lim le |dp >0

Das beendet den Beweis. O

PROPOSITION (| - |1 ist Halbnorm auf £!). Sei R ein Mengenring ueber X
und p ein Praemass auf R. Dann ist die Abbildung

I £ Rp) — €, fo [ Ifl ds,
eine Halbnorm auf LY(X, R, u) mit

’fodu

Es gilt | f|1 =0 genau dann, wenn f =0 p-fast ueberall gilt.

<[ £l

Beweis. Die Halbnormeigenschaften folgen leicht aus den entsprechenden
Eigenschaften von |- |1 auf F(X,R) durch Grenzuebergang.
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Zur Ungleichung. Sei ( f,) eine |-||;-Cauchy-Folge in £'(X, R, 1) zu f. Dann
ist (|fn|) eine | - |1-Cauchy-Folge in £(X,R,u) zu |f|. Damit gilt

dul = |1 fnd‘
‘[Xfu‘ nLHQOXf“

I f nd‘
nggo‘xfu

I I
g
R
=
Y
=

I
3
bé
=
QL
=

[ £

Zur letzten Aussage: Es gelte | f|l1 = 0. Sei eine | - |;-Cauchy-Folge (f,) in
LY (X, R, ) mit f, - f p-fast ueberall gewaehlt. Dann gilt

”fn“l:‘[x|fn|d:u_’[x|f|d,u:Hf”l:()

Damit ist also (f,) eine fast ueberall konvergente Folge mit ||f,[1 — O.
Damit folgt aus einem Theorem des vorigen Abschnittes also f,, = 0 u-fast
ueberall. Weiterhin gilt aber f, - f p-fast ueberall. Damit folgt f = 0 p-fast
ueberall.

Ist umgekehrt f = 0 u-fast ueberall, so ist f, = 0 eine u-fast ueberall gegen
f konvergente Cauchy Folge und es folgt

_ f dp = 0.
I = tim [ [fuld

Das beendet den Beweis. m]

Wir koennen jetzt zeigen, dass eine | - ||;-Cauchy-Folge in E(X,R) zu f
tatsaechlich gegen f konvergiert.

PROPOSITION. Sei R ein Mengenring ueber X und u ein Praemass auf R.
Sei (fn) eine |- |1-Cauchy-Folge in E(X,R) zu f. Dann gilt

an_f”l —>O,n—>oo.

Beweis. Waehle n € N beliebig (aber fest). Setze g, := fr, — fm, m € N. Dann
ist g, eine |-||1-Cauchy-Folge zu f,, - f. Daher ist |g,,| eine |-||;-Cauchy-Folge
zu |f, — f|- Damit folgt

n = d = li [ n = md
S V= fldn = tim [ 1= Fuld
= lim [ fn = finla

- 0,n — oo.

Das beendet den Beweis. O

THEOREM (’Vollstaendigkeit’ von £1(X,R,p)). Sei R ein Mengenring ue-
ber X und p ein Praemass auf R. Sei (f,) eine | - |1-Cauchy-Folge in
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LY X, R,p) (d.h. zu jedem & > 0 gebe es N- € N mit || f, — fll1 < € fu-
er alle nym > N.). Dann gibt es ein (bis auf Werte auf einer Nullmenge)
eindeutig bestimmtes f: X — C mit

Hf’n_ful —>0,7’L—> 0.

Insbesondere gilt dann also

fX fndp — fX fdp.

Die Folge (fy) hat eine Teilfolge, die p-fast gleichmaessig gegen f konver-
giert und jede u-fast ueberall konvergente Teilfolge von (fy) konvergiert ji-
fast ueberall gegen f.

Beweis. Zu jedem f, gibt es nach der vorherigen Proposition ein g, €
E(X,R) mit

() lnfull < -

Da (f,) eine | - |1-Cauchy-Folge ist, ist dann auch (g,) eine | - |;-Cauchy-
Folge. Damit gibt es also nach einem Resultat des vorherigen Abschnittes
eine Teilfolge von (g,) und ein f : X — C, so dass die Teilfolge u-fast
ueberall gegen f konvergiert. Ohne Einschraenkung sei die Folge (gy,,) selber
u-fast ueberall gegen f konvergent. Damit ist dann also insgesamt (g, ) eine
| - |1-Cauchy-Folge in EF(X,R) zu f. Damit folgt f € £}(X,R,u) und (nach

voriger Proposition)

(%) llgn = fllh = 0,n — oo.
Mit (*) und (**) folgt sofort

Ifn=fl1<Ifn=gnli+lgn = fl1 - 0,n — co.

Damit folgt, dass (f5,) gegen f konvergiert. Ist f/ eine zweite Funktion gegen
die (f,,) konvergiert, so gilt wegen

1f=Fli<If=Fali+ 1 fn=F 1= 0,n — oo.

also |f — f'|1 = 0. Damit folgt (vgl. Proposition zur Halbnormeigenschaft
von |- |1) f=f p-fast ueberall. Die uebrigen Aussagen werden als Uebung
ueberlassen. (Sie koennen entweder so bewiesen werden, wie die entspre-
chenden Aussagen fuer Cauchy-Folgen aus E(X,R), oder indem man die
obigen (g, ) auch punktweise (bis auf kleine Aussnahmemengen) nahe an f,
waehlt). ]

Bemerkung(Halbnorm auf £! versus Norm auf L'). Auf dem Raum £(X, R, ;1)
ist | - || nur eine Halbnorm. Entsprechend greift dort unser Konzept eines
vollstaendigen Raumes nicht. Das laesst sich durch Herausfaktorisieren der
fast ueberall verschwindenden Funktionen beheben: Sei R ein Mengenring
ueber X und p ein Praemass auf R. Dann ist N :={f: X — C: | f]: = 0}
ein Unterraum von £'(X, R, 1). Auf dem Quotienten

LY (X, R, ) = LY(X, R, 1) IN
ist die Abbildung
|- LHX R ) — [0, 00), [+ £
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wohldefiniert und macht L'(X,R, ) in einem vollstaendigen normierten
Vektorraum. Die Elemente von L'(X,R,u) sind nicht mehr Funktionen
sondern Klassen von Funktionen, die fast ueberall uebereinstimmen. Da die
Funktionene einer Klasse fast ueberall uebereinstimmen, spielt es fuer Inte-
grationstheorie keine Rolle mit welchem Representanten wir rechnen.

Beispiel. /! (N). Sei X = N und R der Mengenring der endlichen Teilmengen
von X und u das Zahlpramaf. Wie man sich leicht klarmacht, gilt dann

E(X,R)={a:N— C:a(k) =0 fuer alle bis auf endliche viele k € N}

und -
f adp = ) a(k),
k=1

(wobei die Summe nur endlich viele nichtverschwindende Terme hat). Fuer
eine Folge (a,) in E(X,R) und a: X — C gilt dann a,, > a p-fast ueberall
genau dann, wenn fuer jedes k € N gilt a,, (k) — a(k), n — co. Ist nun (a,) in
E(X,R) eine | -||; Cauchy-Folge und a: X — C mit a, (k) - a(k), n — oo,
gegeben, so gilt fuer jedes N € N

N N
Y la(k)| = lim > |an (k)| < lim [an[q < sup{|an|:n €N} < oo.
=1 'n,A>c>ok:1 n—oo

Da N €N beliebig war, folgt also

o0

> la(k)] < 0.

k=1
Insgesamt sehen wir so

LY(X,p)c{a: X —C: i|a(k)| < oo}.

Umgekehrt sieht man leicht, dass fuer jedes a: X — C mit Y72, |a(k)| < oo
offenbar a,, := 1[; ;,ja eine Cauchy-Folge in £ (X, R) ist, die punktweise gegen
a konvergiert. Damit folgt dann

LY (X, p)={a: X —C: Z_:lwla(k)l < oo}.

Man schreibt

(N) = £1(X, p)
und nennt diesen Raum den ’klein /-Eins’ Raum {iber N.
Bemerkung. Die Struktur von N spielt in den vorangehenden Betrachtungen
keine Rolle. Man kann véllige analog einen Raum ¢(X) fuer jede beliebige
Menge X definieren.

Beispiel - Lebesgueintegral auf RY. Sei X = RY und R der Mengenring
der Figuren (auf X) und A das Lebesgue Praemass auf R. Dann heissen
die Funktionen aus L£'(RY,\) Lebesgue-integrierbar und fuer eine solche

Funktion f heisst
fR _fd

das Lebesgueintegral von f.
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Notation. Oft schreibt man auch [y fdz statt [pn fdA(z).

Sei weiterhin die Menge der stetigen Funktionen auf RY mit kompaktem
Traeger gegeben durch

Co(RY) := {f : RY — C stetig : es gibt kompaktes K mit f =0 in RN \ K}.

Behauptung. Bs gilt C.(R™) ¢ £LY(X, p). Weiterhin gilt im Falle N = 1 fuer
feC.(R) mit f =0 ausserhalb von [a,b]

ffd)\: fabfdx,

(wobei auf der rechten Seite das Riemann-Integral von f gebildet wird).

Beweis: Wir zeigen zunaechst C,.(R™) ¢ £!(X, ). Um Schreibarbeit zu spa-
ren, betrachten wir nur den Fall N = 1. Sei C > 0 gewaehlt, so dass f = 0 auf
RN [-C,C]. Da f stetig ist, ist es auf dem kompakten [-C, C'] gleichmaessig
stetig. Daher koennen wir zu jedem ¢ > 0 also paarweise disjunkte Intervalle
1;5)7 j=1,...,ne, finden, so dass gilt

‘U 10 - [0.0),

®sup o [f(x) - f(y)| <e fuer alle j=1,...,n.
’ J

Waehle nun 25 € I](.E) fuer j =1,...,n. und definiere

Ne
Je = Z f($§)1[(s)-
J=1 J
Dann ist f. eine Elementarfunktion mit

[fe = floo <.
Damit folgt dann
| fer = feslloo S €1+ €2

und damit
[\ = alar <201+ 22).

Damit sieht man leicht, dass (g,) mit g, := fi/, eine | - |1 Cauchy-Folge ist
mit g, - f punktweise (und sogar gleichmaessig). Das zeigt f e £1(X, ).

Wir kommen nun noch zur Aussage ueber das Uebereinstimmen von Rieman-
Integral und Lebesgueintegral: Fuer Treppenfunktionen stimmen offenbar
Riemann-Integral und Lebesgueintegral ueberein. Damit sind die zu f €
C:(R) eben konstruierten g, alle Riemann-integrierbar und konvergieren
(wie eben gesehen) gleichmaessig gegen f. Damit ist nach Saetzen aus der
Vorlesung auch f Riemannintegrierbar und es gilt

b b
f fdz = lim / gndz = Tim g = /Rfd)\.
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5. Die beriihmten Integralsitze

In diesem Abschnitt lernen wir die wichtigsten Saetze zur Konvergenz von
Integralen kennen. Die Voraussetzunge sind jeweils punktweise Konvergenz
der Funktionen zusammen mit einer (schwachen) Gleichmaessigkeit der Kon-
trolle. Die Folgerung ist Konvergenz der Integrale. Ebenso lernen wir das
Lemma von Fatou kennen.

Wir machen uns zunaechst anhand eines Beispiels klar, dass punktweise
Konvergenz nicht ausreicht fuer Konvergenz der Integrale. Betrachte dazu
X = R mit dem Mengenring der Figuren und dem Lebesgue-Praemass .
Sei fr :=nl(g,1/n)- Dann gilt f,,(x) - 0 in allen Punkten x € R. Aber es gilt
[ fndX = 1. Alternativ koennte man auch g, := I[n,n+1] betrachten. Dann
gilt wieder g, - 0 punktweise ueberall, aber [ g,d\ = 1. Voellig analoge
Beispiele lassen sich auch auf #!(N) konstruieren.

THEOREM (Satz von Beppo Levi; Monotoner Konvergenz Satz). Sei X eine
Menge, R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf R. Sei (fn)
eine Folge in LY(X, R, i) mit folgenden beiden Eigenschaften:

o fn(x) < fus1(x) fuer alle x € X und n e N.
e Es gibt ein C >0 mit [y fodp < C fuer alle n eN.

Dann existiert ein f € LY(X, R, 1) mit
ful@) > f(@) p=faue. und [ fudu~ [ fdp.
Die entsprechende Aussage gilt, falls alle < durch > ersetzt werden.

Bemerkung. In der Situation des Theorem gilt f,, — f bzgl. | - |1 wie man

aus
17 = fulls= [ 1 = fuldpe= [ gd= [ g

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung gilt

nd/L < f n d/t <C
_[ f f +1
fuer alle ne N Damit ist also

nd/L

eine beschraenkte monotone Folge, also eine Cauchy-Folge. Wegen

S Vo= tmldi= [ (o= gwddia= [ fudi= [ frd

fuer n > m ist also (fy,) eine || - |1-Cauchy-Folge. Damit gibt es aufgrund
der "Vollstaendigkeitssatzes’ zu £'(X,R,u) also ein f e L1(X,R,u) mit
[ fn— fl1 — 0 also insbesondere

dy = 1i /nd.
fou lim Xfu

Weiterhin hat die Folge (f,,) nach dem schon erwaehnten Vollstaendigkeits-
satz eine Teilfolge (f,, ), die p-fast ueberall gegen f konvergiert. Aufgrund
der Monotonie konvergiert dann aber (f,,) u-fast ueberall gegen f. O

leicht folgert.
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FOLGERUNG (Variante). Sei (X,R,u) wie im Satz. Ist f: X — R gegeben
und (f,) eine Folge in LY (X, R, p) mit folgenden beiden Eigenschaften:

o fn /[ u-fast dberall.
e Es gibt ein C >0 mit [ fodu < C fuer alle n e N.

Dann gehoert f zu LY X, R, u) und es gilt

dp = i fnd.
foM lim Xf#

Beweis. Das ist klar: Der vorige Satz liefert, dass die (f,) in £1(X, R, 1)
und p-f.ue. gegen ein f" konvergieren. Die Voraussetzung zeigt f = f und
die Behauptung folgt. O

Bemerkung. Die Aussage des Satzes (und seiner Variante) folgt auch, wenn
fuer jedes n € N nur fuer p-fast alle z € X gilt fr1(x) < f(x) (da man
nach Abaenderung der Funktionen auf einer geeignet gewaehlten Nullmenge
wieder in der Situation des Satzes ist).

THEOREM. (Satz von Lebesque - Dominierter Konvergenzsatz) Sei X eine
Menge, R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf R. Ist f :
X — C gegeben und (f,) eine Folge in LY(X, R, ) mit folgenden beiden
Eigenschaften:

e Es konvergiert f, — f u fast ueberall.
e Es gibt ein g e LY(X, R, 1) mit |fa| < g fuer alle n e N.

Dann gehoert f zu LY(X,R,p) und es gilt

dp = li [nd.
fou Jim | fndis

Bemerkung. In der Situation des Theorem gilt f,, — f bzgl. |- |1. (Bew.
Wende das Theorem an auf hy, := |f — f,| mit |h,| < 2g.)

Beweis. Ohne Einschraenkung seien die f;, alle reellwertig (andernfalls koen-
nen wir Real- und Imaginaerteil betrachten).

Sei
gn,k = max{fn, ey f’n+k}
und

Gn = kh—glogn,k =sup{fn, fas1,...} < 9.

(Dabei existiert das Supremum wegen |f,| < g.) Dann gilt:

® gni(z) 7 gn(z), k= oo, fuer alle x € X.

® gnk < Gnk+1 fuer alle ke N.

o [y gnrdp < [y gdp=C (wegen g, i < g).
Damit folgt nach dem Satz von Beppo Levi also g, € £L(X, R, 1t). Nun gilt
aber

e go(z) N\ f(x) p-fast ueberall.
® gni1 < g, fuer alle n e N.

o [y gndp> [(—g)dp fuer alle n e N (da g, > —g).
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Damit folgt aus dem Satz von Beppo Levi also f € L1(X, R, 1) sowie

dp = i /nd.
(*)fou Jim [ gndp

Voellig analog (vgl. auch den Beweis des folgenden Theorems) folgt mit
by s=1inf{ f, fns1,---}

= lim [ hudp
(%) [deu Tim [ hadp

Wegen h,, < f, £ g, und der Monotonie des Integrals gilt

hdg[ dgfnd.
fxnu anu o Indlpe

Damit folgt aus (*) und (*x) also

fX fndp — fX fdp.

die Aussage

Das beendet den Beweis.

THEOREM (Lemma von Fatou). Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber
X und p ein Praemass auf R. Sei f: X — [0,00) gegeben und (f,) eine
Folge in LY(X,R,p) mit fo(x) - f(x) p-fast ueberall. Weiterhin gelte mit

etnem C >0 noch

o 0< f, fuer alleneN
o [y fndp < C fuer alle neN.

Dann gehoert f zu LY(X,R,p) und es gilt
dp <timinf [ fudp
fo p<liminf | fndp

hn,k = min{fn) R fn+k}7 hTL = lnf{fna fn+17 .- }

Beweis. Sei

Dann gilt
h, \hn,/hnd 2/0d - 0.
k x Qb X H

Damit folgt nach dem Satz von Beppo Levi also
ho € LYN(X, R, 11).
Nun gilt A, < f,,.x fuer alle n €e N und k € N, also

hodp < i 'f[n dy =i 'ff d
fX p < limin Xf+ku im in kau

hn ~ f u fast ueberall.
Damit folgt aus dem Satz von Beppo Levi also

feL'(X,R,p)

dp = i fhnd <i 'ff du.
fou Jim | hadp <Timinf [ frdp
Das beendet den Beweis.

sowie

sowie
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Bemerkung. Im allgemeinen gilt in der Situation des Theorem nur <, wie man
an folgendem Beispiel sieht: X = R, u = Lebesguepraemass, fn = 1[pn41]-
Dann gilt f, - f =0 aber

dp=120= [ 0du.
fon i O an
6. o-Algebren, Messbarkeit und Masse

In diesem Abschnitt setzen wir ein Praemass auf einem Mengenring zu einem
Mass auf einer o-Algebra fort. Anschliessend diskutieren wir das Konzept der
Messbarkeit. In der Literatur wird oft Integrationstheorie entwickelt, indem
von Massen und o-Algebren ausgegangen wird (statt von Praemassen auf
Mengenringen). Dann muss aber die Konstruktion von Massen aus dufleren
Masse noch untersucht werden, um das Lebesguemass einzufuehren. Der
von uns gewaehlte Zugang liefert Integrationtheorie und Konstruktion von
Massen in einem.

DEFINITION (o-Algebra und mefibare Mengen). Sei X eine Menge. Eine
Familie A von Teilmengen von X heisst o-Algebra auf X, wenn gilt:

e . XeA.

e Ae A= A°=X\AcA

e A,eAneN=—U,A,¢cA
Ist A eine o-Algebra auf X, so heisst (X, A) ein messbarer Raum und die
Elemente von A heissen messbare Mengen.

Bemerkung. Jede o-Algebra ist ein Mengenring (wie man sich leicht klar-
macht).

PROPOSITION. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und p ein
Praemass auf R. Dann ist

AR)={Ac X :1gna e LY(X,R, 1) fuer alle Be R}
eine o-Algebra mit R c A(R, ).

Beweis. Vertraeglichkeit mit Komplementbildung. Es gelte A € A(R,p).
Dann folgt fuer jedes B € R also

1Bnac = 1p — Lang € LY(X, R, 1)

und damit A° e A(R, ).

@,X € A(R,u). Das ist klar fuer X und folgt durch Komplementbildung
fuer @.

An e A(R,p),n e N = U, A, € A(R). Setze Ay = UN A, und A, :=
UpAy,. Dann gilt fuer jedes B € R natuerlich

N
1BQAN = min{lB, Z 1Ant} € ﬁl(X,'R,;L).

n=1

Weiterhin gilt natuerlich

1Brnay 7 1Bna., < 1B.
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Damit folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz (oder dem Satz
von der majorisierten Konvergenz) dann

1Bna., € LYX, R, ).

Das beendet den Beweis. O

DEFINITION (Maf}). Sei (X,.A) ein messbarer Raum. Dann heisst eine Ab-
bildung

M A— [0’ oo]
ein Mass, wenn folgende beiden Figenschaften gelten:

e Fer jede Folge (Ay) paarweise disjunkter Mengen aus A gilt 1(U, Ay) =
Yn 1(An).
e 1(2)=0.
Ist p ein Mass auf (X,A), so heisst (X, A, n) ein Massraum.

Bemerkung. Der Wert oo ist zugelassen.

PROPOSITION. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und p ein
Praemass auf R. Dann definiert die Abbildung

i A(R, 1) — [0, 00]

mit fi(A) = [, 1xdu falls 14 € LY(X,R, 1) und Fi(A) = oo sonst, ein Mass
auf A(R,p). Es gilt i(A) = p(A) fuer Ae R. Es gilt i(N) =0 genau dann,
wenn N eine u-Nullmenge ist.

Beweis. Sei (A,) eine Folge paarweise disjunkter Mengen in A(R, ). Sei
Ay =UN A, Ay = U2 A,
Dann gilt 14, 7~ 14,.. Wir unterscheiden nun zwei Faelle:

Es gilt 14, € LY(X,R, ). Damit folgt aus dem Satz von der dominierten
Konvergenz oder dem Satz von der monotonen Konvergenz

00 N
DA = Jim Y (AL
n=1 “®n=1
. disjunk = [ 1
(paarw. disjunkt) Nl—rgofx Andp
= 1a,.d
[ re
- (A,

Es gilt 14, ¢ LY(X, R, ). Dann gilt also fi(As ) = 0. Nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz muss dann aber auch gelten Y77 7i( A4, ) = co. Denn
andernfalls wuerde die Rechnung aus dem ersten Fall einen Widerspruch
liefern.

Zur letzten Aussage: (Uebung). Es ist N eine i Nullmenge genau dann,
wenn 7i(N) = 0 d.h. wenn 1y zu £'(X, R, ) gehoert mit [ 1ydu = 0. Das
bedeutet aber gerade (s.o0.), dass 1y bis auf eine Nullmenge verschwindet.
Damit ist IV eine Nullmenge. m|
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Beispiel. Sei X = N und p das Zaehlpraemass auf dem Mengenring R der
englichen Mengen. Dann ist A(R, u) die o-Algebra aller Teilmengen von N
und @ ist das sogenannte Zaechlmass.

Beispiel. Sei X = RY und \ = i das Lebesgue Praemass auf dem Mengering
der Figuren an. Dann heisst A die Lebesgue-o-Algebra auf RY und X heisst
das Lebesguemass.

Bemerkung. Es ist das Lebesguemass translationsinvariant und normiert und
das einzige Maf§ auf RY mit diesen Eigenschaften (evtl. Details).

Notation. Wir schreiben meist p statt .

DEFINITION (Messbare Funktionen). Sei (X,.A) ein messbarer Raum. Eine
Funktion f: X — R heisst messbar, wenn die Urbilder von offenen Mengen
der Form (c,00) zu A gehoeren. Fine Funktion f: X — C heisst mefbar,
wenn Rf und If meflbar sind.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass eine Funktion genau dann messbar ist,
wenn sie ueberall ein Grenzwert von Elementarfunktionen d.h. Funktionen
der Form Zj]\il cjla; mit Aj € A ist. Damit sieht man leicht, dass Linearkom-
binationen, Produkte, punktweise Grenzwerte von messbaren Funktionen
wieder messbar sind.

PROPOSITION. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und p ein
Praemass auf R. Fuer f: X — C sind aequivalent:
(i) Fuer jedes A € R ist f14 p-fast ueberall Grenzwert von Funktionen
aus E(X,R).
(ii) Es ist f messbar bzgl. A(R).
Ist X =uX,, mit X;, € R, so ist dies aequivalent zu
(iii) Es ist f p-fast ueberall Grenzwert von Funktionen aus E(X,R).

Beweis. Die Aequivalenz von (i) und (iii) (unter der angegebenen Zusatz-
voraussetzung) ist klar.

(i)== (ii): Das folgt leicht aus den folgenden beiden Aussagen, deren Beweis
als Uebung gelassen wird:

- Der punktweise Grenzwert von messbaren Funktionen ist messbar.

- Abaendern einer Funktion auf einer Nullmenge aendert die Messbarkeit
(bzgl. A(R, ) nicht (da jede Teilmengen einer Nullmenge wieder eine Null-
menge ist).

(il)== (i) Der Beweis folgt aus den folgenden beiden Aussagen, deren Be-
weis als Uebung gelassen wird:

- Jede messbare Funktion ist punktweiser Grenzwert von Funktionen der
Form YV, ¢;14, mit A; € A(R, 1) mit pu(A;) < oo.

- Jede Funktion 14, mit A; € A(R,n) mit u(A;) < oo ist u-fast gleichmaes-
siger Grenzwert von Elementarfunktionen (da sie integrierbar ist). ]

Wir geben zwei Anwendungen der Proposition.

Beispiel. Sei X = R und \ = ;4 das Lebesgue Praemass auf dem Mengering
der Figuren an. Dann ist jede stetige Funktion f: X — C mefibar.

Ende der Vorlesung.
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Beweis. Es reicht zu zeigen, dass fuer jede natuerliche Zahl N die Funktion
I~ = 1_y n)f punktweiser Grenzwert von Elementarfunktionen ist. Es ist
aber die Einschraenkung von f auf [-N, N] gleichmaessig stetig (als steti-
ge Funktion auf einem Kompaktum) und damit sogar gleichmaessig durch
Elementarfunktionen (die ausserhalb von [-N, N] verschwinden) approxi-
mierbar. Das liefert die gewuenschte Approximation.

Wir notieren auch noch eine nuetzliche Folgerung der vorangehenden Pro-
position.

FOLGERUNG. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und p ein
Praemass auf R. Sei g € LY(X, 1) gegeben mit g > 0. Ist nun f: X — C
mefbar mit 0 < |f| < g, so gehoert auch f zu LY(X, 1) und es gilt | f]1 < |g]1.

Beweis. Sei (gy,) eine Folge von Elementarfunktionen mit

e g, — g p-fast ueberall,

e (gn) ist Cauchy-Folge bzgl. || - 1.
(Dann konvergiert also inbesondere (g,,) gegen g in £1(X, u).)
Sei

X =|JAcX,

die Vereinigung von allen A € R die in den Funktionen g, auftreten. Dann
ist also X ein abzaehlbare Vereinigung und g verschwindet ausserhalb von
X'. Damit verschwindet dann auch f ausserhalb von X . Fuer uns ist also
lediglich, dass Verhalten von f und g auf X " relevant. Daher koennen wir
ohne Einschraenkung annehmen, dass X selber eine abzaehlbare Vereinigung
von Mengen aus R ist.

Dann koennen wir aber auch ohne Einschraenkung annehmen, dass X selber
zu R gehoert (sonst entsprechendes Zusammensetzen...).

Weiterhin koennen wir ohne Einschraenkung f > 0 annehmen (sonst Zerlegen

von f....).
Da f meBbar ist (und X zu R gehoert) gibt es nach der vorangehenden
Proposition eine Folge (f,) von Elementarfunktionen, die u-fast ueberall
gegen f konvergieren. Ohne Einschraenkung gelte f,, > 0 fuer alle n. Definiere
nun

hy :=min{ f,,, gn }.
Dann sind die h,, Elementarfunktionen mit

e hy to f=min{f, g} punktweise u-fast ueberall,
e (< hy < gy fuer alle n, also insbesondere

limsup[ hnduslimsupf gn =gl
Damit folgt aus dem Lemma von Fatou dann f e £1(X, ) und | f|1 < |g]1.

O

Zum Abschluss des Abschnittes diskutieren wir noch Integrale ueber messba-
re Teilmengen. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und p ein
Praemass auf R. Sei A(R) die zugehoerigen o-Algebra und

i A(R, 1) — [0, 00]
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mit 7i(A) = [, 1xdp falls 14 € £(X, R, 1) und fi(A) = oo sonst, das zuge-
hoerige Maf}. Dann definiert man fuer eine mefibare Menge V c X und eine
mefibare Funktion f auf X

[ gd= [ 1vpdn.

Ist f eine Funktion auf V', so daf die durch 0 auf X \ V" fortgesetzte Funktion
f mefBibar ist, so definiert man

[ gdn= [ Fan= [ 1vFan.

7. Der Satz von Fubini-Tonelli

In diesem Abschnitt lernen wir einen Satz kennen, der beim Ausrechnen von
Integralen sehr nuetzlich ist.

Seien X und Y Mengen und Rx ein Mengenring auf X und Ry ein Men-
genring auf Y. Dann erzeugen die Mengen der Form A x B mit A € Rx und
B € Ry einen Mengenring auf X x Y, den wir als den Produktmengenring
Rx x Ry bezeichnen. Sind weiterhin px und py Praemasse auf Ry bzw.
Ry, so wird durch

n
p(Uio (A x By)) = Y pux (Aj) py (B))
j=1
fuer Aj € RX und Bj € Ry, j = 1,...,TL mit (A] X BJ) N (Ak X Bk) = & fuer
j # k ein Praemass p auf X xY definiert. Das von diesem Praemass erzeugte
Mass heisst das Produktmass.

THEOREM. Seien X,Y, Rx,Ry und ux und py wie oben. Sei f: X xY —
C gegeben. Dann sind aequivalent:
(i) Es gehoert f zu LY(X x Y, ).
(ii) Es ist f p-messbar und |f(x,-)| gehoert fuer ux fast alle x € X zu
LYY, py) und die Funktion F : X — C mit F(z) = [y |f(z,y)| du(y),
falls |f(x,-)| € LYY, py ), und F(x) = 0 sonst, gehoert zu LY (X, jx).

In diesem Fuall gilt
fxxy f@y) dulz,y) = fX(fY f(z,y) duy(y)) dpx ().

Bemerkunyg.

e Natuerlich gilt entsprechendes, wenn die Rollen von X und Y ver-
tauscht werden.
e Ist f >0 messbar, so liefert der Satz, dass auf jeden Fall gilt

[ f@ydnay) = [ | fayder@dux (@),
wobei allerdings beide Seiten oo sein koennen.

Der Beweis kann mit den zur Verfiigung stehenden Methoden gefiihrt wer-
den, wuerde aber recht viel Zeit kosten (ohne aber iiber die Aussage hin-
ausgehenden wesentlichen Erkentnisgewinn zu liefern). Daher geben wir ihn
hier nicht. Wir bemerken stattdessen, dass (i)== (ii) als Satz von Fubini
bekannt ist und (ii)== (i) als Satz von Tonelli.






KAPITEL 3

Determinanten und Volumina

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Zusammenhang zwischen Determi-
nanten und Volumina. Die Ergebnisse sind wesentlich fuer das Verstaendnis
der Faktoren, die bei Oberflaechenintegralen auftreten.

Erinnerung - Determinante auf V = RY. Es gibt genau eine lineare, alter-
nierende normierte N-Form o auf V. Hierbei bedeutet:

o Alternierend: o(...,v,...,w,...)=—=0(...,w,...,v,...)

e Normiert: o(eq,...,e,) =1

o Multilinear: o(...,Au+v,...)=Xo(...,u,...)+0(...,w,...)

Diese ist gegeben durch die Determinanten det. Es gilt
det(vy,...,uN) = Z (—I)Sgn”(vl)W(l)---(vN)W(N).
TeSN
THEOREM. Sei A= (vi,...vN) eine N x N-Matriz und I :=[0,1]". Sei
B:=B(vy,...,on) ={tiv1+...+tyony:0<t; <1l,i=1,...,N}.
Dann gilt B= Al ={Ax:zel} und
|B| = |det A = (det AT A)'2.
Hierbei bezeichnet |B| das Lebesguemass (Volumen) von B.

Notation. Die Menge B = Al aus dem Satz heisst der von v, ...,vy aufge-
spannte Spat, Block, oder Parallelepipep.

A V1

R\

V2

Bemerkunyg.

e Der Satz besagt, dass das Volumen eines Spats durch den Betrag
der Determinante gegeben ist. Der Betrag ist noetig, da Volumina
positiv sein muessen und invariant unter Vertauschung von Spalten
sind.

e Das Volumen eines Spates kann man als Riemannsches oder Le-
besguesches Volumen auffassen (da diese beiden uebereinstimmen
fuer Mengen, denen eine Riemannsches Volumen zugeordnet wer-
den kann).
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Beweis. Wir benutzen die Charakterisierung der Determinante und zeigen,
dass die Funktion
|B| : det(vi,...,on)>0

5:]RNXN—>R,5(7117--~,UN)::{_|B| : sonst.

N-linear, alternierend und normiert ist.
Dazu verwenden wir im wesentlichen folgende Eigenschaften des Volumens:

e Translationinvarianz (|B| = |z + B|).

e Nullmengeneigenschaft von Hyperebenen. (Jede Kompakte Teil-
menge eines [NV — 1-dimensionalen Teilraumes hat verschwindendes
Volumen.)

e Gilt Bc B’ so folgt |B| < |B|.

Der Beweis wird in mehreren Schritten gefuehrt:

Schritt 0. (Alternierend) Es gilt 0(-v1,v2,...,ox) = =d(v1,...,vn) und
(5(...,%,...,%‘,...)=—(5(...,Uj,...,1)i,...).

Bew. 1. Formel: B(-v,...,vn) = —v1 + B(v1,...,vn) (Zeichnung.) Mit
Translationsinvarianz folgt:

|B(—Ul,. ..,’UN)| = |B(’U1,. . .,Q}N)|.

Ausserdem
det(-vy,v9,...,uN) = —det(vy,...,uN).
Mit diesen beiden Formeln folgt die Aussage.
2. Formel: Offenbar gilt B(...v;...v;...) = B(...v;...v;...). Damit folgt

|B('UZ'U])‘:|B(’U]’UZ)|

Ausserdem
det(...v;...v5...) =—=det(...vj...v;...).
Mit diesen beiden Formeln folgt die zweite Formel.

Schritt 1. Fuer me Nund i€ {1,..., N} ist

0(v1, . ymug,y ... ,on) =md(vy, ..., 0N).
Bew. Das folgt aus der Translationsinvarianz.
Sei
By :=(v1,...,oN)I, By = (v1,...,mv;,...oN)1.
Dann gilt

B, = UZL:_Ol[B(Ul, vy Ugye e ,UN) + ]CUZ] = Uzl:_()l(k’l)i + Bl)
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U1

V2 V2

Daher gilt |B,,| = m|B;|.

Schritt 2. Fuer g € Q4 ist 6(vy...qu;...vn) =qd(v1...vN).
Bew. Sei ¢ = 7 mit m, [ € N. Dann gilt nach Schritt 1 16(v1,. . ., %vi, ceiy, UN) =
(S(Ul,...,vi,...,UN). Also

1 1
(*) 5(1)1,...,77),',...11]\7) = 7(5(2)1,...,7)2‘,...,1}]\/).

Damit folgt

mé(vl,. . .,lvi,...vN) (;) m

Schrittl m
l l

m
5(1)1,...,—?}2',...’[)]\[)

I (5(1]1,...,’[%,...,’1}]\]).

Schritt 3. (Erster Teil der Linearitaet) Fuer A € R gilt §(vy,..., Avi,...on) =
Ad(v1,...,0N).

Bew. Ohne Einschraenkung A > 0 (sonst: A = —X und Schritt 0). Sei Bs :=
B(v1,...,80;,...05). Selen ¢,q" € Q, gegeben mit ¢ < A < ¢’. Dann gilt
B, c By c By und damit

| Schritt2 Schritt2 q/

q|B1 |By| <|Bxl <|By|
Da ¢q,q mit g <\ < ¢’ beliebig war folgt
[ Bl = AlB.

|B1-

Schritt 4. Falls v1, ..., vy linear abhaengig sind, so gilt §(vy,...,vn) =0.
Bew. Es ist dann B eine kompakte Teilmenge eines N — 1-dimensionalen
Teilraumes.

Schritt 5. Es gilt §(v1 +va,v2,...,0n) =0(v1,...,UN).
Bew. Seien B’ und B die beiden Spate. Dann gilt

B'~\B=B\B' +uv

(bis auf Raender).

Damit folgt die Behauptung aus Translationsinvarianz.
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Schritt 6.(Zweiter Teil der Linearitaet) d (v+w,ve,...,vn) = 0(vve, ..., UN)+
d(w,va,...,0N).
Bew. Wir zeigen zunaechst
(ﬂ) 5(l' +Cvi, V2, ..., UN) = 5(1’,’02, ceey UN).
fuer 1 =2,3,...,N. Dazu i = 2: Es gilt
i 1
d(x + cvg,v9,...,0N) Schritt —0(x + cvg,cvg, ...y UN)
c
; 1
Schritts =d(x,cvg,...,0N)
c
Sehritt3 0(z,v9,...,uN).

1 > 3. Nach Schritt 0 gilt §(z+cv;, va, ..., vN) Sehritt0 —0(z+cv;, viy. .. V2, ..., UN).

Nun kann man weiter wie im Fall von ¢ = 2 argumentieren und erhaelt

Schritt0
§(x + cvg, v, .. uN) = =0(2, 04, ... V2, ... oN) = (T, v, .. UN).

Nun nehmen wir ohne Einschraenkung an, dass {v,vs,...,vx} linear un-
abhaengig also eine Basis sind (Wenn weder {v,v9, ..., vx} noch {w,ve,...,on}
linear unabhaengig sind, ist auch {v + w,vs,...,vx} linear abhaengig und
alle Terme sind 0 nach Schritt 4.) Damit gilt dann also

N
w=cv+2)\jv]~

j=2
und damit
n-1
d(v+w,vg,...,uNy) = 6(v+cv+Z)\jijr)\NvN,vg,...,vN)
j=2
n—2
1 I((1+c)v+ Z/\jvj+)\N,1vN,1,v2,...,vN)
j=2
s
= J((1+c)v,ve,...,uN)
Schritt3,v+cv = (1+c)v = d(v,v9,...,uN) +c0(v,v2,...,0N)
Schritt3, = d(v,v9,...,uN) +d(cv,va,...,0N)
(fimzweitenTerm) = d(v,v9,...,uN) +d(cv+ Avo,v2,...,UN)
1
n—-1
= 0(v,v2,...,un) +8(cv+ Y Ajuj + ANUN, V2, - ..
j=2
= d(v,ve,...,uN) +0(w,va,...,0N).

Schritt 7. Es gilt 6(e1,...,en) = 1.
Bew. Das ist klar, da dann A = Identitaet also Al = 1.

Damit haben wir gezeigt, dass 0 alternierend (Schritt 0), linear (Schritt 3 und
Schritt 6, plus alternierend) und normiert (Schritt 7) ist. Als folgt 6 = det

aUN)
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aus der abstrakten Charakteriesierung der Determinanten. Damit folgt die
Aussage des Theorems. O

Die folgende Aussage liegt dem Beweis der Transformationsformel (den wir
spaeter nicht geben ;-) zugrunde.

FOLGERUNG (Verzerrung von Volumina unter linearen Abbildungen). Sei
J ein Translat eines Spates im RY und A eine N x N Matriz. Dann gilt
|AJ| = | det Al|J|.Insbesondere gilt diese Formel, falls Q ein Intervall (d.h.
achsenparalleler Spat) ist.

Beweis. Es gilt J = x + BI mit geeigneter linearer Abbildung B und Vek-
tor x. Damit folgt AJ = A(x + BI) = Ax + ABI also (unter Nutzen der
Translationsinvarianz des Lebeguemasses)
|AJ| =|Ax + ABI| = |ABI| = |det(AB)| = |det A||det B| = |det A||x + BI]|.

Das beendet den Beweis. O
Wir untersuchen nun, wie man Volumina in Unterraeumen messen kann.
Das liegt den Betrachtung von Oberflacchenintegralen, die wir spaeter geben
werden, zugrunde. Dazu betrachten wir folgende Situation. Seien aq,...,ag
linear unabhaengige Vektoren im R” (also insbesondere N > k). Sei by, . . ., by,
eine ONB von V := Lin{a; : i = 1...k}. Mittels dieser Orthonormalbasis
kann V mit R* identifiziert werden durch

k
d:RF — V,x— Eacjbj.
j=1
Sei
k
S = {Ztiai:OStisl}cV
i=1
und sei |S| das Volumen des Spates S in V bzgl. der durch ® gegebenen
ONB.

THEOREM. Sei oben geschilderte Situation gegeben. Sei die N x k Matriz A
definiert durch A = (a1 ... ay) und die kxk Matriz C durch C = ((bi, a;)i j-1,.. k-
Dann qilt
AtA = ((ai,aj)) = th
und
det A*A = det({a;, a;)) = det C'C = (det C')*.
Weiterhin gilt S = CT mit T = [0,1]* und

S| = \/det({a;,a;)).

Insbesondere ist also |S| unabhaengig von der Wahl der Orthonormalbasis.
Beweis. Es ist A'A = ({(a;,a;j)) nach Definition der Matrixmultiplikation.
Enwickeln von a; = ¥;{a;, b;)b; liefert dann einfach ({a;,a;)) = C*C.

Nun zur Berechnung von |S|: Es gilt

k ko k k[ k
Yotiai=) tiy {ai,by)br =) (E(ai,bl>ti) b= C(tr,...,t5)" ()b
=1 1 l

i=1 1= 1=1 \i=1
Damit wird also S in den neuen Koordinaten (bzgl. ®) gerade durch CT
beschrieben mit I = [0,1]%. Die Aussage ueber |S| folgt nun aus aus dem
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Satz ueber Volumina und dem bisher Bewiesenen. Wegen |S|? = det A*A ist

|S| unabhaengig von der ONB by, ..., by, da A unabhaengig von dieser ONB

ist. O



KAPITEL 4

Transformationsformel und Koordinatensysteme
im RV

In diesem Abschnitt geht es um das Lebesguemass im RY und das hoeher-
dimensionale Analogon zur Substitutionsregel.

THEOREM (Transformationsformel). Seien U und V offene Mengen im RY,
deren Rdinder Lebesguenullmengen sind. Sei ¢ : U — V' stetig diffbar und es
gebe abgeschlossene Nullmengen N1 cU und NocV, so dass ¢: U N~ Ny —
V' N Ny bijektiv mit stetig differnzierbarer Inverser ist. Dann ist fuer jede
integrierbaress f:V — C auch fo ¢ : U — C integrierbar und es gilt

[, foo@)ldet Do@)idA(x) = [ Fy) dA().

Bemerkung. Im eindimensionalen Fall (und fuer stetiges f) handelt es sich
im wesentlichen um die schon bekannte Substitutionsregel. Dem Vertau-
schen der Reihenfolge der Grenzen entspricht das Bilden des Betrages der
Ableitung.

Idee der Beweisidee: Ist U =V = RY und f die charakteristische Funktion
eines Quaders und ¢ eine lineare Abbildung, so ergibt sich die Aussage direkt
aus einer Folgerung im vorigen Abschnitt. Im allgemeinen Fall braucht man
grob gesprochen zwei Approximationenen:

e Man kann f gut approximieren durch endliche Linearkombinatio-
nen von characteristischen Funktionen von Quadern. (Definition
von L1).

e Man kann ¢ gut durch seine lineare Approximation D¢ approxi-
mieren. (Definition von Differnzierbarkeit).

Wir geben keine weiteren Details.

Die vielleicht wichtigste Anwendung der Transformationsformel liegt in der
Benutzung von neuen (dem Problem besser angepassten) Koordinatensyste-
men. Wir studieren nun noch einige géingige Koordinatensysteme.

Polarkoordinaten in der Ebene Sei

®: [0,00) x [0,27] » R?, O(r, ) = (77:2?5((5;)

Dann ist
®: (0,00) x (0,27) - R*\{(z,0) : x>0}
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bijektiv und stetig differenzierbar mit

_[cosep -rsing
D(I)(x’y)_(singo rcosgo)

Fuer die Funktionaldeterminante gilt
det D®(x,y) = cos prcosp + rsinpsing = 7.

Damit ergibt sich also (mit dem Satz von Fubini/Tonelli)
,d/\,:f ([ ,'dA)d/\.
S T@war@ )= [ ([ reoso,rsing)dA(@) Jax(r)
Ist f radialsymmetrisch d.h. f(z,y) = f(|(z,y)|), so folgt
S T@miry)=2n [ rFr)ane).

Entsprechend folgt mit der abgeschlossenen Kugel Br mit Radius R um den

Ursprung also
Sy, @iy =2 [ rFr)ae).

Damit erhaelt man insbesondere fuer die Flaeche F (R) der Kugel mit Radius
R (d.h. f=1p g)) also

F(R) = /BR 1d\(z,y) =27 [[0 . r-1d\(r) = TR2.

)

)

Polar- /Kugelkoordinaten in R? Sei

rcos(p) sin(6)
®: [0,00) x [0,27] x [0,7] = R3, ®(r,¢,0) = rsin(g@)(s;r)l(ﬁ) )
Dann ist

®: (0,00) x (0,27) x (0,7) > R*\{(,0,2): z€eR, z>0}
bijektiv und stetig differenzierbar mit der Jacobi-Matrix

cospsinf —rsinpsind rcospcosf
DO(r,p,0) =|rsingsinf rcospsinf rsingcosd
cosf 0 —rsind

und der Funktionaldeterminante

det D®(r,¢,0) = —r?sin b
Damit ergibt sich also (mit dem Satz von Fubini/Tonelli)
[ f@p 2)ax(@,y.2)

2 . . . .
= r sinf f(rcos¢sind, rsin¢sinf, r cos0)dA(0))dA )d)\ r).
Jo ooy im0 Greoso ’ JAA(@)AA(6) ) dA(r)
Ist f radialsymmetrisch d.h. f(z,y,2) = f(|(z,y,2)|), so folgt
Joo Ty N2 = [ rFOr)iA).

, 00
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Entsprechend folgt mit der abgeschlossenen Kugel By im R3 mit Radius R
um den Ursprung also

/BR f(z,y, 2)d\(x,y, z) =47 [[0 . T2f(r)d)\(r).

Damit erhaelt man insbesondere fuer das Volumen V(R) der Kugel mit
Radius R (d.h. f =1 g)) also

V(R) = [BR ld)\(x,y,z) =47 -[[O R] 7“2 . 1d)\(r) = gﬂ-RE}'

)

)

Beispiel [ e~* dt. Berechnen von Ir e dN(t).
Setze , ,
I:= f edhund J = f A@OE ax(z,y).
R R2

Dann gilt nach dem Satz von Fubini/Tonelli aber I? = .J. Mittels Polarko-
ordinaten in der Ebene, des Satzes von Fubini/Tonelli und der Tatsache,
dass fuer stetige Funktione das Lebesgue Integral und das Riemann Integral
tibereinstimmen, koennen wir weiterhin J ausrechnen zu

J f A ($,7)
= re T
(0,00)x[0,27]

(Fubini/Tonelli) = 27 © )re_r2d)\(r)
(Monotone Konv.) = 27 lim re_TQd)\(r)
R—o00 J(0,R)

. R - 2
= 27 lim re”’ dr
R—oo Jr

1
(Riemanint. = Lebesgueint.) 2 I%i_r)r;o(—ge_r2|é%)

.

Damit folgt I = /7.






KAPITEL 5

Untermannigfaltigkeiten und Oberflichenintegrale

In diesem Abschnitt fuehren wir Integrale ueber parametrisierte Gebilde im
Raum ein. Das erlaubt es insbesondere ueber Untermannigfaltigkeiten zu
integrieren. Untermannigfaltigkeiten sind die glatten Gebilde im Raum. Sie
sind lokal Nullstellenmengen von glatten Funktionen oder aequivalent lokale
Graphen.

Wir beginnen mit etwas Notation.

Notation.

- Die Nullstellenmenge einer Funktion g bezeichnen wir mit N(g),
dh. zu g: W c RN — RM definieren wir

N(g):={zeW:g(2) =0} =} N(g;)-
- Den Graphen einer Funktion f bezeichen wir mit G(f) d.h. zu
f:UcRY — RM definieren wir

G(f) ={(z, f(z)) ;2 U} cRY xRM,
- Eine stetig diffbare Funktion f : RY — RM heisst regular in z,
wenn D f(x) maximalen Rang hat. (Also RangDf(x) = M falls

M < N und RangDf(z) = N falls N < M.) Ist die Funktion in
jedem x € U regular, so heisst sie regulaer.

Beispiel. Ist g : W — R stetig differenzierbar, so ist g genau dann regular
in z e W, wenn Vg(z) # 0 gilt.

Beispiel. U ¢ RN offen, f: U — RM stetig diffbar. Dann ist F : U —
RN xRM, F(x) = (x, f(z)) regular. (Denn DF(x) = (1, Df(x)).)

DEFINITION (Parameterdarstellung / Parametrisierung). Sei M c RV ge-
ben. Sei U c R offen k < N, und ¢ : U — RY stetig diffbar. Gilt M = o(U),
so heisst (U, @) eine Parameterdarstellung von M. Dann heisst k die Dimen-
ston der Parameterdarstellung. Die Funktion

Gy : U — [0,00), Gy() = V/det(Dp(2)T Dp()) = \/det ({9ip, 9j))
heisst Gramsche Determinante der Parameterdarstellung.

Die Parameterdarstellung heisst requleaer, wenn Dy ueberall Rang k hat. In
diesem Fuall bezeichnet man M als k-dimensional.

Bemerkung.

e Statt von Parameterdarstellung spricht man auch manchmal von
Parametrisierung. Die Gramsche Determinante ist auch als Flae-
chenelement bekannt.
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e (Uebung) Die Parameterdarstellung ist genau dann regulaer, wenn
G, nirgends verschwindet. (Entwickele Dy (2) nach ONB...).

Beispiel. Allgemeine Parameterdarstellung:

R2 > /Q-O\ QM

U R3

Beispiel. (Graphen sind regulaere Parameterdarstellungen) Sei U c R* offen,
f:U — R stetig diffbar und F: U — RF*! F(2) = (z, f(z)). Dann ist

BildF = G(f)

und (U, F) ist eine regulaere Parameterdarstellung. Fuer die Gramschede-
terminante gilt Gp(x)? = (1 + |V f(z)?).

G

1

Bew. Aus dem oben Diskutierten folgt, dass (U, F') eine regulaere Parame-
terdarstellung ist. Es bleibt, die Aussage zur Gramschen Determinante zu
zeigen. Das kann man (mit etwas Muehe) direkt nachrechnen. Wir lernen
zum ende dieses Abschnittes einen strukturellen Zugang kennen

Beispiel. (Kurven als Parameterdarstellungen). Sei I ¢ R offen und v : I —
RY stetig diffbar. Dann ist v eine Parameterdarstellung. Sie ist regulaer,
wenn 7' nirgends verschwindet. Es ist G+ (t) = |7/ (t)].

Bew. Die Aussagen zur Parameterdarstellung sind klar. Es bleibt, die Aus-
sage zur Gramschen Determinante zu zeigen: Es gilt Dy = ~/(¢). Damit folgt

Dy'Dy=~"y= (', 7') = Iy
Beispiel. (Kreis) Sei Sg = {(x,y) e R? : 22 + 4% = R?}. Dann ist
©:(0,2m) — S, p(t) = R(cost,sint)

eine injektive Parameterdartellung von Sk ~ {(1,0)}. Dann gilt Dp(t) =
R(-sint,cost) und fuer die Gramsche Determinante gilt

G,(t)? = R
Bew. Es handelt sich um eine Kurve.
Beispiel. (Sphaere) Sei Sg = {(z,y,2) e R3: 2% + y? + 22 = R?}. Dann ist
¥ :(0,27) x (0,7) — Sg,¥(p, ) = R(cos@sin, sin ¢ sin 9, cos )
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eine injektive Parameterdarstellung von Sg~ N mit N = {(z,y,2) € Sg: x>
0,y =0} (vgl. Globus: Laengengrade und Breitengrade). Es gilt (Uebung)

Dy(p,0) = ...
Damit folgt
DT Dy = R%:diag(1,sin? 9)
und
G2, = R*sin®¥.

Auf Gebilden, die durch (regulaere) Parameterdarstellungen gegeben sind,
koennen wir Funktionen integrieren (vgl. Kurvenintergral). Darum geht es
als naechstes:

Idee. M c RY gegeben und f: M — R stetig. Sei (U, ) eine Parameter-
darstellung von M. Dann koennen wir U in sehr kleine disjunkte Wuerfel
Q; zerlegen. In jedem Wuerfel koennen wir nun einen Punkt p; waehlen.

Zeichnung. pj, Qj,SD(Qj)’ DSO(QJ')-

f
2y Yay
U M

Dann sollte das gesuchte Integral im wesentlichen durch seine Riemannsum-
me

> vol(p(@;)) f (#(p;))
J

gegeben sein (und der Fehler umso kleiner, je kleiner die @; sind). Da ¢
stetig diffbar ist, ist fuer kleine Wuerfel Q; aber ¢(Q;) ~ ¢(p;) + Dp(p;)Q;.
Entsprechend folgt

ffda = > vol((Q)))f (e(ps))
J
= Y vol(De(p;)Q5) f (2(p;))
J

= Y \Jdet(DeT () Do) Q511 (9(5))

" fU F(o(p))V/det(DpT Dy (p))dA(p).
= [ FE@)G D).

(Hier: Erste Gleichung: Riemann summe; zweite Gleichung : linear Approxi-
mation; dritte Gleichung: Betrachtungen zu Volumina und Determinanten
im vorigen Kapitel; vierte Gleichung: Riemann Summme.)

Wir wollen also definieren

foda :=fo(cp(p))\/det(DcptDsO)(p)dp=fo(so(p))ch(p)dp-
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Das so definiert Integral haengt nicht von der Parameterdarstellung ab (und
damit handelt es sich wirklich um eine sinnvolle Definition).

PROPOSITION (Unabhaengigkeit des Integrals von der Parameterdarstel-
lung). Sei M c RN mit einer requlaeren injektiven Parameterdarstellung

(V,4) gegeben. Dann gilt fuer jede weitere injektive Parameterdarstellung
(U, ) von M, dass

[ 1@@)Gu@dr = [ Few)Guly)dy.

Bemerkung. Um die Unabhaengigkeit des Integrals von allen injektiven Pa-
rameterdarstellungen zu erhalten, reicht Existenz einer einzigen injektiven
requlearen Parameterdarstellung.

Beweis. Sei T =1 lop:U — V. Dann ist T bijektiv (klar, da ¢, 1 bijektiv
sind) und stetig diffbar (! hier nutzt man Regularitaet von ¢ s.u.), und es
gilt ¢ =1 o T. Entsprechend folgt

Dy =Dypo DT
und damit
Dy¢'Dy = DT'(Dy' o D) DT
also nach Bilden der Determinante
G2, =|det DTG,
Zieht man die Wurzel erhaelt man
Gy = | det DT|G¢

und die gewuenschte Aussage folgt aus der Substitutionsregel.

(! Noch zu zeigen: T stetig diffbar: Sei V' c R*. Da 1) regulaer, also RangD1 =
k gilt, koennen wir ohne Einschraenkung voraussetzen, dass die letzten k
Zeilen von D1 linear unabhaengig sind. Dann ist

G:VxRVNF RN, G(x,y) =¢(x) + (y,0)

stetig diffbar und lokal invertierbar. (Denn: DG(x,y) = ..., Zeichnung: Pa-
rametrisiere durch ¢ und "Verschiebung’). Es gilt G(x,0) = ¢(z) € M, also
folgt fuer

z=1¢(x)=G(x,0) e M

¥71(2) = 2 = 1-Komponente von G 1(z)
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fuer z € M. Damit ist
T(u) =" o p(u) = 1-Komponente von G~ (o(u))
als Verknuepfung stetig diffbarere Funktionen, ebenfalls stetig diffbar.) O

DEFINITION (Oberflaechenintegral einer Parameterdarstellung). Ist M c
RN gegeben, so dass M das Bild einer requlaeren injektiven Parameterdar-
stelllung ist, und ist f: M — R stetig mit kompaktem Traeger, so definiert

o [ 1@)dow) = [ gdo= [ [(o())Go(a)da

wobei (U, p) eine beliebige injektive Parameterdarstellung von M ist.

DEFINITION (Volumen). Sei M wie in vorangehender Definition. Dann ist
das Volumen von M definiert als

fM 1do(z) = fU G o(z)dz,

wobei (U, ) eine beliebige injektive Parameterdarstellung von M ist.

Bemerkunyg.
- Das Volumen einer eindimensionalen Parameterdarstellung heisst auch
Laenge.

- Das Volumen einer zweidimensionalen Parameterdarstellung heisst auch
Flaeche.

- Das Volumen einer dreidimensionalen Parameterdarstellung heisst auch
Volumen.

Wir betrachten nun das Oberflaechenintegral fuer die von oben schon be-
kannten Beispiele. Dabei verwenden wir die von oben bekannte Notation
und auch die dort berechneten Gramschen Determinanten.

Beispiel. (Kurve) Sei I ¢ R offen und v : I — RY stetig diffbar. Dann ist
(s.0.) G,(t)* = |¥/(t)|*. Entsprechend gilt fuer die Laenge der Kurve

Vol() = [1d5 = [/ (®)lat,
wie wir es ja schon hatten.
Beispiel. (Kreis) Sei Sk = {(z,y) e R? : 2% + y* = R?}. Dann ist
©:(0,2m) — S, p(t) = R(cost,sint)

eine injektive Parameterdarstellung von Sg ~ {(1,0)}. Fuer die Gramsche
Determinante gilt

G,(t)? = R
Damit gilt fuer das Oeberflaechenintegral einer Funktion f:S5 — R also

2w '
/SR f(p)do(p) = /0 R f(Rcost, Rsint)dt.

Insbesondere folgt fuer das Volumen der Kreislinie (Laenge der Kreislinie)
also

2w
Laenge = /(; Rdt =27 R.
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Beispiel. (Graph einer Funktion). Sei U ¢ R* offen, f : U — R stetig
diffbar und F : U — R¥*1 F(2) = (x, f(z)). Dann ist (U, F) eine regulaere
Parameterdarstellung. Fuer die Gramschedeterminante gilt Gr(x)? = (1 +
|V £(2)|?). Damit folgt fuer das Oberflaechenintegral also

fM 9(p)do(p) = fU g(F(u))Gr(u)du.

Beispiel. (Sphaere) Sei Sg := {(x,y,2) e R®: 22 + 3% + 22 = R%}. Dann ist
¥ :(0,27) x (0,7) — Sg,¥(p, ) = R(cos@sin, sin ¢ sin 9, cos )
eine injektive Parameterdarstellung von S\ N (s.o0.). Es gilt
Gi = R*sin? 0.
Damit gilt fuer das Oberflaechenintegral einer Funktion f:Sr — R also
o, F@o@) = [, ) sin(D)dgds.
Insbesondere folgt fuer das Volumen der Sphaere (Oberflaeche der Kugel)

Ober flaeche = [ 1R? sin(9)dpdd = 47 R?.
f (0,2m)x(0,7) ( ) v

Besonders wichtig sind Oberflaechenintegrale ueber Gebilde der Dimension
N -1 im R¥. (Solche Gebilde werden wir spaeter unter dem Namen Hyper-
flaechen kennenlernen). Dazu gehoeren insbesondere die Gebilde, die durch
Graphen gegeben werden. In diesem Fall koennen wir die Gramschen Deter-
minanten und die Normalenraeume leicht ausrechnen. Dazu ist die folgende
Definition sehr nuetzlich.

DEFINITION. Seien ay,...,an_1 Vektoren in RY. Sei A®) die (N-1)x
(N -1)- Matriz, die aus A = (ai,...,an-1) durch Streichen der k-ten Zeile
entsteht (k=1,...,N). Dann heisst

ap A Aan-1:=(aq,...,ayn) € RN
mit oy, = (—1)”“‘1 det A®) das aeussere Produkt von Alyevey AN_T-
Bemerkung. Fuer jede natuerliche Zahl k gilt (-=1)**! = (=1)*1.

LEMMA. Seien ai,...,an-1 Vektoren inRY, A= (ay,...,an_1) undv = aA
--Aan_1. Dann gilt v # 0 genau dann, wenn ai,...,an_1 linear unabhaengig
sind. Weiterhin gilt:
(a) (b,v) =det(b,ay,...,an_1) fuer alle be RV,
(b) (1) viaj, j=1,...,N—-1. (Richtung modulo Vorzeichen)
(2) |v|? = det(ay,...,an-1)" (ay,...,an_1). (Laenge)
(8) det(v,aq,...,an-1) > 0. (Vorzeichen)
Sowohl durch (a) als auch durch (b) ist v eindeutig bestimmdt.

Beweis. Wir zeigen zunaechst die Charakterisierung von v # 0: Sind die
Vektoren ay,...,ay-1 linear unabhaengig, so hat A = (ay,...,ay-1) genau
N —1 linear unabhaengige Spalten und damit auch (N —1) linear unabhaen-
gige Zeilten. Damit gibt es also ein k, so dass A®) invertierbar ist. Dann
verschwindet dann die k-te Komponente von v nicht. Ist umgekehrt v # 0,
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so gibt es ein k so dass A®) invertierbar ist und damit hat A (mindestens)
den Rang (N — 1) und damit sind die Spalten linear unabhaengig.

Wir zeigen nun die letzte Aussage: Die letzte Aussage ist klar.
(a) Das folgt durch Entwickeln von det(b, ay,...,an-1) nach der ersten Spal-
te.
(b) Es folgen (1) aus (a) (wegen (a;,v) = det(aj,a1,...,an-1) = 0). Es folgt
(3) aus (a) (wegen det(v,ai,...,an) = (v,v)).
Zu 2. Ist v =0 so sind (vgl. Beginn des Beweises) die Vektoren aq,...,an-1
linear abhaengig und darum gilt (vgl. Uebung) detA*A = 0, und es folgt (2).
Es reicht also den Fall v # 0 zu betrachten: Es gilt (unter Nutzen von (1)):
(v,a1,...,an-1)  (v,a1,...,an_1) = Blockmatriz(vTv, AT A).

Damit folgt

|det(v,aq, .. .,aN_1)|2 = det(v,ay,.. .,aN_l)T(u,al, ceeyGN-1)
det Blockmatriz(v v, AT A)
|v|? det AT A,

Mit (a) ergibt sich
(I12)* @ |det(v, a1, ..., an-1)|? = |v]*det AT A.

Das liefert nach Division durch |v| # 0 dann

[v| = Vdet AT A.

O

Wir koennen das nun auf Parameterdarstellunge von Hyperflaechen anwen-
den.

DEFINITION. Ist (¢,U) eine Parameterdarstellung von M = o(U), so be-
zeichnen wir das Bild von Dp(x) als den Tangentialraum von M in x bzgl.
. Das orthogonale Komplement von des Tangentialraumes bezeichnen wir
als den Normalenraum. Zeichnung.

FOLGERUNG (Normale einer Hyperflaeche). Sei o : U ¢ RN — RY eine
(regulaere) Parametrisierung von p(U). Sei v := 1@ A--AOn_1p. Dann gilt:
e v 1 0jp d.h. v ist normal zu der Flaeche. (vgl. (b), 1. des vorigen
Lemma).
e |v| = G, d.h. Laenge von v ist Flaechenelement. (vgl. (b), 2. des
vorigen Lemma.)

Bemerkung. In Worten besagt die Folgerung: Der Vektor v ist senkrecht auf
der Flaeche und seine Laenge ist gerade das Flaechenelement.

Damit koennen wir die Gramschen Determinanten und zusaetzlich noch die
Normalenvektoren fuer die beiden wichtigsten Darstellungen von Hyperflae-
chen (naemlich als Graphen bzw. als Nullstellenmengen) explizit bestimmen.
(Die Berechnung der Normalenvektoren ist fuer spaeter nuetzlich. In diesem
Abschnitt interessieren uns hauptsaechlich die Gramschen Determinanten.)

Ende der Vorlesung
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Beispiel - Graphen. Sei f:U c RN"! — R stetig diffbar und F: U — RY,
F(u) = (u, f(u)) die zugehoerige Parameterdarstellung. Dann gilt fuer v :=
N F(u) A AOn_1F die Formel

v=>-DN01f(u),..., v f(u),-1).

Insbesondere ist also
Gr(u) =1+ [V f(u)]*

Bew. Das ’Insbesondere’ ist klar nach der vorangehenden Folgerung.
Es reicht also die erste Aussage zu beweisen. Es gilt DF(z) = (1, V.f(z))’.
Nun gilt nach Definition

vj = j —te Komponenten von o F(u) A AOy_1F = (-1)7* det(DF)V),

Es ist (DF)Y) = ... Damit folgt (fuer j = 1,...,N - 1) durch Entwickeln
nach der j-ten Spalte

vj = det(~1)7*" det(DF)Y) = (=1)7*1 (=1)7*N 19, f = (-1)N o, f
und
vy = (-1)Vdet 1 = (-1)V(-1).
Das liefert die Behauptung.

Beispiel - Nullstellenmenge. Sei g : V ¢ RY — R stetig diffbar mit dyg(z) #
0 fuer alle x € V' gegeben. Sei

M := Nullstellenmenge von g

als Graph einer Funktion f gegeben. (Zumindest lokal ist das immer der
Fall.) Es gibt also f: U — R mit M = Graph(f) also g(u, f(u)) = 0. Fuer
die zugehoerige Parameterdarstellung (£, U) mit F'(u) = (u, f(u)) gilt dann
vi= OF A Oy F = (-1)Y T (Ong(F (1)) Vg (F(u)).

Insbesondere ist also )
[N]
Bew. Das ’Insbesondere’ ist klar nach der vorigen Folgerung. Es reicht also
die erste Aussage zu beweisen.

Wir schreiben u fuer (z1,...,xy-1). Die implizit definierte stetig diffbare
Funktion f erfuellt

Gr= [Vl

g(u, f(u)) =0.
Damit gilt also nach Kettenregel
0=Vug+0INgVuf.
Daraus folgt
Vf=-(0ng)' Vug.

Damit gilt fuer das zugehoerige F'(u) = (u, f(u)) also nach dem vorigen
Beispiel

v=(-D((-0n9) ' Vug,-1) = (1) (Ong) ' Vg.

Es folgt die Behauptung.
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Bisher haben wir Mengen betrachtet, die global (d.h. als Ganze) durch eine
Parametrisierung gegeben sind. Wir betrachten nun Mengen, die lediglich
lokal durch Parametrisierungen gegeben sind.

LEMMA. Sei M c RN, pe M und k < N. Aequivalent:

(i) Es existiert eine offene Umgebung W von p in RN und regulaeres
g: W — RNF mit MaW = N(g). (M ist lokal eine Nullstellen-
menge.)

(ii) Es existiert eine offenen Umgebung W von p € R und eine offenen
Menge U ¢ R¥ und f : U — RN, und eine Permutation P :
RY — RN mit

MW = PG(f).

(M st lokal Graph.)

(iii) Es existiert eine offene Umgebung W von p € RY und eine offene
Menge U c R¥ und ein bijektives stetig differenzierbares requlaeres
p:U—WnM, dessen Inverse wieder stetig ist.

Beweis. Die Richtung (i) == (i) folgt aus dem Satz ueber implizite Funk-
tionen. Die andere Implikation (ii)== (i) folgt (fuer ohne Einschraenkung
P = Id) einfach durch Betrachten von g(z,y) = y — f(z). (Hier = € R¥ y ¢
RN_k.)

Die Implikation (ii)== (iii) ist klar (da man fuer ¢ gerade die Abbildung
P o F waehlen kann, wobei F'(u) = (u, f(u)) ist.

Der Beweis der Implikation (iii)== (ii) wird nur skizziert. ]

DEFINITION (Untermannigfaltigkeit). Eine Teilmenge M von RY heisst Un-
termannigfaltigkeit (des RN ) der Dimension k, wenn sie in jedem Punkt
p e M eine der Bedingungen des Lemma erfuellt.

Bemerkunyg.

e Der Fall £ = N kann auch zugelassen werden. Dann erhaelt man
offene Teilmengen des RY. Insbesondere ist RY selber eine (Un-
ter)mannigfaltigkeit. Das erklaert die Bezeichnung.

¢ Eine Untermannigfaltigkeit ist also lokal durch regulaere, injektive
Parameterdarstellungen mit stetiger Inverser gegeben.

o Untermannigfaltigkeiten der Dimension N —1 heissen auch Hyper-
flaechen. Sie sind also (lokal) Nullstellengebilde von reellwertigen
Funktionen.

e Beliebige Untermannigfaltigkeiten sind lokal Schnitte von Hyper-
flaechen (da N(g) = nN"*N(g)).
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e Die von uns hier betrachteten Mannigfaltigkeiten sind alle Teil-
mengen der Mannigfaltigkeit RY. Das erklaert die Bezeichnung
Untermannigfaltigkeit. Es gibt auch ein ’absolutes’ Konzept von
Mannigfaltigkeiten. Allerdings erweisen sich diese Mannigfaltigkei-
ten dann doch wieder als in einen geeignet hoch dimensionalen
Euklidischen Raum einbettbar.

Beispiel. (Affiner) Unterraum.

Beispiel. Einheitskreislinie.

Beispiel. Die Sphaere SV1:= {z e RN : |z[> - 1 = 0} ist eine Hyperflaeche.
Beispiel. Torus

Beispiel. (Uebung) SL(n), Gl(n).

Wir geben nun den schon aufgetretenen Verallgemeinerungen von Parame-
trisierung durch Graphen einen Namen.

DEFINITION. Ist U eine offene Teilmenge des R¥ und ¢ : U — RV stetig
differenzierbar, requlaer und injektiv mit stetiger Inversen, so heisst ¢ eine
Einbettung.

Bemerkung. Aus Regularitaet und Injektivitaet folgt nicht die Stetigkeit der
Inversen, wie man an Beispielen sieht.

Damit erhaelt man aus dem obigen Lemma sofort die Folgerung.

FOLGERUNG. Es ist M c RN eine Untermannigfaltigkeit genau dann, wenn

zu jedem Punkt p e M eine offene Menge W existiert sowie eine Einbettung
0:U—RYN mitpe W und o(U)=MnW.

Bemerkung. Die Inversen der in der Folgerung auftretenden Abbildungen ¢
heissen 'Karten’ (da sie die Situation einer Landkarte als Parametrisierung
eines Stueckes der Erdoberflaeche verallgemeinern).

Wir erinnern nun an Tangentialflaechen und Normalen von Untermannig-
faltikeiten (vgl. vorangehendes Semester). Zeichnung.

DEFINITION (Tangentialraum und Normalraum). Sei M c RY eine Unter-
mannigfaltigkeit und p € M. Dann heisst

T,M = {7/(0) 7 ¢ (=3,,8,) — RV stetig diffbar, 7(0) = p,7((~5,,8,)) « M}
der Tangentialraum von M in p. Der Normalraum N,M ist definiert als
N, M :=T,M*.

THEOREM (Beschreibung Tangentialraum und Normalraum). Sei M c RY
UMK gegeben. Seipe M und W c RN offen mit

pe MnW =N(g)=G(f)=Bild(F),

wobei U ¢ R¥, offen, f: U — RN stetig diffbar, F : U — R, F(z) =
(z,f(x)), g : W — RN* stetig diffbar und regulaer (d.h. RangDg =
N - k). Dann gilt

T,M = KerDg(p) = BildDF(po)
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T, M

ABBILDUNG 1. Tangential- und Normalraum einer zweidi-
mensionalen Sphre in p

fuer p=F(po). Inbesondere gilt

N-k
T,M = (N {Vgi(p)}", NpM =Lin{vVgi(p):i=1,...,N -k}
j=1
sowie dimT,M =k, dimN,M = N - k.

—— ——

f(po)

S ——— ——

Bemerkunyg.

e Linearisierte Version von M = Ker(g) = BildF liefert T,M =
KerDg = BildDF.

e Der Satz zeigt, dass T, M in der Tat ein Vektorraum ist.

e In Richtung Vg; staerkstes Wachstum von g;. In Richtung T, M
kein Wachstum der g; (da Nullstellenmenge). Zeichnung.

e Eine entsprechende Darstellung des Tangentialraumes gibt es auch,
wenn die Mannigfaltgkeit durch eine Funktion ¢ dargestellt ist.

Beispiel - U ¢ RY offen. In diesem Fall ist M = U eine Untermannigfaltig-
keit und der Tangentialraum ist in jedem Punkt p € M durch RV gegeben.
(Betrachte die Kurven (t) = p + tv fuer beliebiges v e RV...)
Beispiel - Sphaere in R%. Sei S := {(x,y) € R? : 22 + y? = 1}. Dann gilt in
jedem pe S

T,S = {p}* und N,M = Lin{p}.
Bew. Eine Kurve 7 durch p in M erfuellt (y,v) = 1. Nun ableiten....
Bespiel - Sphaere in RY. Sei SV := {x e RY : (x,x) = 1}. Dann gilt in jedem
peSN

7,8" = {p}* und N,M = Lin{p}.
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Bew. Eine Kurve 7 durch p in M erfuellt (y,v) = 1. Nun ableiten....

Beispiel - Gl (n). (Uebung). Es ist GL(n) := Invertierbare n x n Matrizen
= n x n Matrizen mit nichtverschwindender Determinante eine Unterman-
nigfaltigkeit des R™. Fuer den Tangentialraum in [ gilt T;Gl(n) = n xn
Matrizen.

Beispiel - Sl (n). (Uebung). Es ist SI(n) := nxn Matrizen mit Determinante
1 eine Untermannigfaltigkeit des R"*. Fuer den Tangentialraum in I gilt
T1Sl(n) =n x n Matrizen mit verschwindender Spur.

Um Integrale ueber Untermannigfaltigkeiten sauber einzufuehren, brauchen
wir noch ein weiteres Hilfsmittel: die Partition der Eins. Dazu erinnern wir
zunaechst an zwei Konzepte.

Erinnerung - Kompaktheit: Es gibt verschiedene aequivalente Definitionen
von Kompaktheit. Hier diskutieren wir die drei gaengigsten Varianten (vgl.
vergangenes Semester).

THEOREM. Sei (K,d) ein metrischer Raum. Dann sind aequivalent:

(i) Jede Folge in K hat eine in K konvergente Teilfolge. 'K ist folgen-
kompakt’.

(ii) Jede offenen Ueberdeckung von K hat eine endliche Teilueberdeckung
(d.h. Zu allen Uy, « € A, offen mit K c uU, ezistiert N € N und
ag,...,any mit K c uéV:anj.) K ist ueberdeckungskompakt’.

(iii) FEs ist K wollstaendig und total beschraenkt. 'Nicht zu klein und
nicht zu gross.’

Erinnerung - C°. Der Traeger der Funktion f:RY — R ist definiert als

supp(f) :={z e RV : f(z) # 0}.
Damit ist dann supp(f) eine abgeschlossene Teilmenge von RY und es ver-
schwindet f auf dem Komplement von supp(f). Tatsaechlich (Uebung) ist
supp(f)¢ die groBte offene Teilmenge von RY auf der f verschwindet. Man
definiert

C2(RN) = {f: RN — R: f ist beliebig oft diffbar und hat kompakten Traeger}.

Nach diesen Erinnerungen koennen wir nun die Partition der Eins einfueh-
ren.

THEOREM (Untergeordnete Partition der Eins). Sei K ¢ RN kompakt und
O1,...,0, eine offene Ueberdeckung von K. Dann gibt es Funktionen ¢1,. .., on €

C=(RN) mit

i@j(ﬂ?) =1 fuerxe K

=1
und supp ¢; ¢ O; fir jede?s 7 =1,...,N. Diese Funktionen werden eine der
Ueberdeckung O; untergeordnete Partition der Eins genannt.
Beweis. Wir geben hier keine Details. O
Damit koennen wir nun zur Integration von Funktionen auf Unterrmannig-

faltikeiten kommen: Wir fithren Oberflaecchenintegrale ueber stetige Funk-
tionene mit kompaktem Traeger auf Untermannigfaltigkeiten ein. Sei M eine
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Untermannigfaltigkeit. Waehle zu jedem Punkt p € M eine offene Menge V),
in RV, so dass Vp 0 M gerade das Bild einer regulaeren Parameterdarstel-
lung (Up, 0p) ist. Den kompakten Traeger von f koennen wir mit endliche
vielen dieser V's ueberdecken. Diese seien mit Vi,...,V,, bezeichnet. Sei-
en (Uj,05), j = 1,...,n die zugehoerigen Parameterdarstellungen. Sei ¢;,
j=1,...,n eine der Ueberdeckung (V;) untergeordente Partition der Eins.
Dann definieren wir

Juttr =3 [, (Feio =33 [, (Fe(es)VGy, (i

Es bleibt zu zeigen, dass diese Definition weder von der gewaehlten Ueber-
deckung noch von der gewaehlten Partition der Eins abhaengt:

Seien pj,j=1,...,nzuV;,i=1,...,nund ¢, i=1,... mzuWs,i=1,...,m
untergeordnete Partitionen der Eins. Dann gilt

Y fyutorte = B, fei(S o
= %ijOMf%wz‘dU
%anWmMﬂP;‘%dU
(suppypjcVj) = %meMfijidU
- ;fWimewingjda

J

) fW - Jtido

(supp e ¢ W5)

(Part.d.Eins)

Beispiel - Kreislinie. Sei Sg = {(r,y) € R?: 22 + y? = R?}. Wir waehlen eine
Ueberdeckung bestehend aus einer Umgebung V; von (1,0) mit
VinSg={R(cos(s),sin(s)):—e<s<e}

fuer ein € > 0 und V3 = R\ {(1,0)} und den dazu passenden Parametrisie-
rungen

01:(-e,6) — SR, 01(s) = R(cos(s),sin(s))
und

02 :(0,2m) —> Sg, 02(t) = R(cos(t),sin(t)).
Sei 1, 2 eine untergeordnete Partition der Eins. Dann gilt fuer stetiges

f:Sr — Ralso
/f901da+ffs02da

[ fdo
€ 2w
/:s fo Ql(S)(PleS + ](; fo QQ(t)(PQ(t)Rdt.

(Hier nutzen wir die uns schon bekannte Tatsache, dass die entsprechende
Gramsche Determinante gerade konstant gleich R ist.) Wir untersuchen nun
den Grenzwert ¢ — 0. Offensichtlich haengt die linke Seite nicht von € ab.
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Fuer die beiden Terme auf der rechten Seite gilt: Da f beschraenkt ist,
konvergiert der erste Term gegen 0 fuer ¢ — 0. Wegen @1 + o = 1 und
supp(p1) c {R(cos(s),sin(s)) : —e < s <&} gilt g9 =1 auf (e,27 — ). Damit
sieht man leicht, dass der zweite Term gegen

fo " f o oa(t)a(t) Ralt

konvergiert. Insgesamt folgt also

f fdo = /OQWfo 02(t) Rdt.

Damit kommt man also in diesem Beispiel effektiv mit einer Parametrisie-
rung aus.

Ahnlich kann man sehen, dass auch fiir die Sphaere in drei Dimensionen
oder den Torus effektiv eine Parametrisierung ausreicht.

DEFINITION (Normale einer Untermannigfaltigkeit). Sei M eine Unterman-
nigfaltigkeit. Eine stetige Funktion v: M — RY mit v(x) € NpM ~ {0} fuer
alle x € M heisst Normale.

Bemerkung. Oft ist man an normierten Normalen interessiert. Ist v eine
Normals so ist p := ﬁ eine normierte Normale.



KAPITEL 6

Der Satz von Stokes

In diesem Abschnitt lernen wir einen der grossen Saetze der Analysis kennen:
Den Satz von Stokes. Dieser Satz kann als eine Verallgemeinerung des HDI
auf hoehere Dimensionen verstanden werden. Tatsaechlich ist der HDI auch
ein wesentliches Hilfsmittel beim Beweis, der unten gegeben wird. Es gibt
verschiedene allgemeine Versionen des Satzes von Stokes. Wir praesentieren
eine mittelallgemeine Version. Zur Einstimmung formulieren wir den HDI
noch einmal um:

[ 1@t = 70 - 7o)

konnen wir mit I = (a,b), also dI = {a,b} und f’ = df und der 'Normalen’
n:{a,b} — {-1,1}, n(a) = -1, n(b) = 1 auch schreiben als

[Iafdt:/alfn.

Das Integral der Ableitung wird zu einem Integral ueber den Rand der Funk-
tion.

Wir brauchen also Mengen mit gutem Rand.

Es geht um offene Teilmengen des RYY deren Rand ’schoen’ ist und ein ’klares
Auesseres’ erlaubt.

DEFINITION (Glatter Rand). Sei U ¢ RY offen. Dann hat U einen glatten
Rand, wenn der Rand OU von U eine Untermannigfaltigkeit ist, und es ein
"Aussen’ gibt, d.h. eine stetige Funktion
w:oU — RY

mit

o u(x)e NU

o [u(z)]=1

o z+su(x) ¢ U fuer alle kleinen s > 0 und x + su(x) € U fuer alle

grossen s <0,

fuer alle x € OU. Die Funktion p ist dann eindeutig bestimmt und heisst die
aussere Normale von U.

Bemerkung. Da der Rand eine Untermannigfaltigkeit ist, kann er als Null-
stellenmenge einer reellen Funktion dargestellt werden. Daher hat der Nor-
malenraum N, M die Dimension 1. Die Funktion p ist also durch die ersten
beiden Bedingungen bis auf ein Vorzeichen eindeutig bestimmt. Das Vorzei-
chen wird durch die letze Bedingung festgelegt.

Beispiel. (Offene Menge ohne aussere Normale.)
Beispiel. (Offene Menge mit ausserer Normale)
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Beispiel. Generisches Beispiel. Zeichnung.

ABBILDUNG 1. Teilmengen mit und ohne , klares® AuBeres

Liegt der Rand als Nullstellenmenge vor, so ist die Berechnung der aeusseren
Normalen nicht schwer.

PROPOSITION. Sei U ¢ RN offen und p € OU. Es gelte in einer Umgebung
W won p, dass

WnU-={x:9(x) <0}, WnoU ={x:g(z) =0}

fuer ein stetig differenzierbares und requlaeres g : W — R. Dann ist lokal
die dufSere Normale gegeben durch

p(x) vg(z).

1
vg(a)]

g>0
g=0

Beweis. Nach Konstruktion ist OU n W = N(g). Damit gilt also (s.o0.)
Vg(x) € N,OU fuer alle x € QU. Insbesondere ist also pu(x) € N,0U. Nach
Konstruktion ist pu normiert. Weiterhin gilt nach dem Satz von Taylor

g(z+sp(x)) =g(z) +s(Vg(x),u(z)) + kleiner Fehler ~ s|Vg(x)|.

Damit folgt die dritte Eigenschaft der ausseren Normalen. O

Wir beginnen nun mit einer Vorversion des Satzes von Stokes.
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LeMMA (Kleiner Stokes). Sei @ = (a1,b1) x ...
nichtleer. Sei Q' = (a1,b1) x ..

diffbar und

x (an,bn) ¢ RN offen und

X (ap-1,bp—1) und h: Q" — (an,by) stetig

(2= {$,,$N) € Ql X (CLN,bN) = Q TN > h(l")},
M := Graph von h und p die aussere Normale an M d.h.

p(z) =

[(Vh(a"),-1)]

L (Vh(z"),-1).

Sei f: Q — R stetig diffbar mit kompaktem Traeger in Q. Dann gilt fuer

jedes j=1,...,N

[ oit@ar@) = [ f@mi()do().

Geometrische Situation:

by

an 1

Y

e g=h-zy=0auf M, <0 auf £, >0 auf 2°. Entsprechend der
vorigen Proposition ist Vg = (Vh,—1) die aussere Normale.
e Die Funktion f: f mit Traeger in Q.
Beweis. Wir unterscheiden zwei Faelle fuer den Wert von j. Wir schreiben
im Beweis oft dx statt dA(x), wenn nach dem Lebesguemass in RY integriert

wird.

Es ist j = N. Wir rechnen unter Nutzen des Satzes von Fubini im ersten

Schritt:

/Q On f(x)dx
(HDI)

(f kpt Traeger) =

by , /
f, /h(ac')(aNf)(”lj oy )deydA(aT)
/Q,(f(l",, by) - f(2',h(2")))dx’'
_/Q,f(x',h(a:'))dm’
-1

fQ,f(ﬂﬁ s h(zx ))m

1+ |Vh(z')2da’

(Definition p)

(Definition Oberflaechenintegral)

L, f(x'7 h(m"))MN(.%') 1+ ‘Vh($’)|2d$'
fM f(@)pn (z)do(x).



Ende der Vorlesung

76 6. DER SATZ VON STOKES

Das zeigt die Aussage in diesem Fall.

Es ist j < N. Wir rechnen:
0; d
[ oif(@)da
")

ffh(:N) 9;f (y,t)dtdy
f’aj([hny) f(y’t)dt) dy+fcg,(ajh)(y)f(y,h(y))dy
fQ,@h)(y)f(y,h(y))dy

fQ,f(y,h(y)) Oily) V1+|Vh(y)lPdy

(Erster Term verschwindet !!)

V1+|Vh(y)P
(Definition ) = [ f(y. () (W)V/T+[Vh()Pey
(Definition Oberflaechenintegral) = /J;If(:c)uj(:c)da(x).

Es bleibt (1) und (!) zu zeigen.

Zu (!): Fuer Funktionen F' auf Teilmengen von RxRM-1 gilt nach Kettenregel
Oy, (y = F(h(y),y)) = (01F)(h(y),y)0;h(y) + (9;F) (h(y),y)-

Betrachtet man nun die Funktion (s,y) — F(s,y) := /SbN f(y,t)dt also

Fho)) = [ Fwtt

so gilt
(01F)(h(y),y) = f(y,h(y))

und
CROMEY RETOR

Damit folgt (!). (Hier bezeichnen wir die Ableitung von F' nach der j-ten
Koordinate mit d; und die totale’ Ableitung nach y; mit 9, .)

b;
f fjﬁj(f f", yg,t)dt)dy]dy"
" Ja, h(y)
f (be F(y" b, t)dt be £(y" t)dt)d d
s Vg - , g,
4 h(yll7bj) y '] h(y,,7 . y '] y

(f kpt Traeger) = 0.

Zu (!): Es gilt

fo () rtwoi)ay

(HDI)

(Der letzte Schritt folgt, da f kompakten Traeger hat, also f(-,aj,-) =
f(.05,0) =0 gilt.) 0

Notation. Eine Funktion f : UudU — RF heisst stetig differenzierbar, wenn
es eine offene Umgebung W von U u OU und eine stetig differenzierbare
Fortsetzung von f auf W gibt.
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THEOREM (Allgemeiner Satz von Stokes). Sei U eine beschraenkte offene

Teilmenge von RN mit glattem Rand M und ausserer Normale p. Sei f
UudU — R stetig differenzierbar. Dann gilt fuer j=1,..., N

[or@ar@) = [ r@w)do().

Bemerkung. Der Sonderfall N = 1 liefert gerade den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (siehe Diskussion am Anfang des Kapitels).

Beweis. Es ist U abgeschlossen und beschraenkt, also kompakt. Fuer je-
des x € U waehlen wir nun einen offenen achsenparallelen Quader (), mit
(Zeichnung)

e (), n M ist als Graph darstellbar, falls x € M.
o QxnM=g, falls z ¢ M.

Dann ist Q,, x € U, eine offene Ueberdeckung des kompakten U. Daher gibt
es xi,...,Ty € U mit

Uc U Qa,.-
k=1

Setze Qi = @y, und waehle eine dazu untergeordnete Partition der Eins

{¢1,...,0n} (also insbesondere supp ¢ € Qk).
Dann gilt, wobei wir im folgenden wieder dx statt d\(z) schreiben, wenn

nach dem Lebesguemass in RY integriert wird:

fUajfdx [Uaj (kz_:lgokf)dx
3 [, oitends

(suppyr c Qr) = ];[Uka 0;(prf)dx.

Wir untersuchen nun die einzelnen Summanden und zeigen
() [ o= [ (@) (enf)do(a)

fuer alle k. Dazu unterscheiden wir zwei Faelle.

Fall 1: QunM =@, d.h. Qp cU. Da Qi c U, also Qp nU = @, und da der
Traeger von ¢ f eine kompakte Teilmenge von Q) ist, gilt:

g 2esDdz = [ 3y(orf)da
(HDI) 0.

Da ¢y, in Qf getragen ist und @y leeren Schnitt mit M hat, folgt weiterhin
pr =0 auf M. Das liefert

| oot =0.

Das zeigt (*) in diesem Fall.

(Bemerkung: Den ersten Fall kann man so zusammenfassen, dass alle 'inne-
ren Integrale’ verschwinden).
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Fall 2: Qun M + @ d.h. Q.0 M als Graph darstellbar. Dann folgt aus dem
’kleinen Stokes’ und supp ¢ ¢ Qr also

Joo, 0rteez= [ @)oo (@)= [ (@) fon) @)do(z).

Das zeigt (*) auch in diesem Fall.

Aus () und der obigen Rechnung ergibt sich

fU 0, fdx

(*)

O AT
3 [, @ ehio()
| @) fdo(a).

Das beweist den Satz. O

(Partition der FEins)

Bemerkung. Auch wenn die Menge U keinen glatten Rand hat, kann man
unter Umstaenden den Satz von Stokes noch anwenden unter Zuhilfenah-
me von geeigneten Approximationen. Zeichnung. Glaetten eines Quadrates
durch Abrunden der Ecken. Die Eckpunkte sind eine 'Nullmenge’.
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Die klassischen Integralsaetze

Hier lernen wir eine Reihe von Folgerungen aus dem allgmeinen Satz von
Stokes des letzten Abschnittes kennen.

1. Grundlegende Groessen der Vektoranalysis

Sei U ¢ RV offen. Wir kennen schon den Gradienten gradf : U — R einer
(stetig) differenzierbaren Funktion f: U — R. Ist F': U — RY ein (stetig)
differenzierbares Vektorfeld, so wird die Funktion

N
U—R, z~ ) 0;F(z)
j=1

die Divergenz des Vektorfeldes F gennant und mit divF' bezeichnet. Fuer ein
zweimal stetig diffbares reelles f: U — R definieren wir den Laplace von f
als die Funktion Af : U — R mit

N
Af(x):= Zlaff(g;).
i

Es gilt (wie man leicht nachrechnet)
Af =div(gradf).

Fuer N =2 oder N =3 so fuehren wir noch die Rotation des Vektorfeldes F
ein durch

rotF : U — R, rotF(z) = 01 Fa(x) — 2 F1(x)
falls (N =2) und
rotF:U — RB, TOtF(x) = (82F3 —03F3,03F — 01F3,01F> — (92F1)

(falls N = 3). (Es handelt sich um zyklische Vertauschungen von 1,2,3 be-
ginnend mit der "Koordinate’.)

Notation. Man schreibt auch V f statt gradf, V- F statt divF und V x F
statt rotF'.

Ist N =3, so gilt fuer alle zweimal stetig diffbaren Funktionen f:U — R
rot grad f =0

sowie fuer alle zweimal stetig diffbaren Vektorfelder F: U — R3
div rot F' = 0.

(Uebung)
Schliesslich erweist sich noch der Begriff des Flusses als nuetzlich.

79



Ende der Vorlesung

80 7. DIE KLASSISCHEN INTEGRALSAETZE

DEFINITION (Fluss). Sei M eine Hyperflaeche und ju: M —s RN eine nor-
mierte stetige Normale. Ist F' eine Vektorfeld auf einer offenen Umgebung
von M, so nennt man

[ (Fu)do (@)
den Fluss von F' durch M (in Richtung von ).

2. Die Saetze von Gauss und Green

In diesem Abschnitt lernen wir zwei wichtige Saetze der Analysis kennnen,
die einfache Folgerungen aus dem Satz von Stokes sind.

THEOREM (Satz von Gauss). Sei U ¢ RY offen und beschraenkt mit glattem
Rand. Sei p die aeussere Normale. Sei F : U u U — RN stetig diffbar.
Dann gilt

[U divFdz = fa P @), pla))do ().

Beweis. Das folgt sofort aus dem Satz von Stokes durch Summieren:

N N
divFd =f 9:F:d =f Fipido.
wax Uj;]]x 8%;]%0

Das beendet den Beweis. m|

Bemerkung. Der Satz von Gauss erscheint hier als direkte Folge des all-
gemeinen Satzes von Stokes. Man kann auch die umgekehrte Implikation
einfach zeigen, indem man fuer ein festes j € {1,..., N} das Vektorfeld
F=(0,...,0,f,0...) mit f an der j-ten Komponenten betrachtet. Die ent-
sprechende einfache Rechnung bleibt zur Uebung ueberlassen.

Bemerkung - Rechenhilfe.

Ist OU durch die Funktion v : V — QU parametrisiert, so gilt nach einer
oben diskutierten Folgerung zur Normalen einer Flaeche mit v := 019 A ... A
On-1% also pu = ‘—i|y und |v| = Gy. Damit folgt

S F@. @) = [ (P, o) = [ (F@).v()d:

(bis auf evtl. ein Vorzeichen). Fuer das Ausrechnen derart gegebener Ober-
flaechenintegrale muss also nicht die Gramsche Determinanten berechnet
werden, sondern es reicht v zu berechnen.

Wir geben nun zwei Deutungen des Satzes von Gauss bzw. der Divergenz.

Deutung - statische inkompressible Situation. (Quellen, aber keine Verdich-
tung moeglich)

Betrachte einen zeitunabhaengigen Fluss F : RY — RY mit einer Quellen-
dichte ¢ : RV — R. Dann gilt im inkompressiblen Fall

Nettofluss aus U = Nettoerzeugnis in U.

Wir rechnen beide Seiten aus

Nettoﬂuss:f (F, p)do (Gagss)fV-Fda:
ou U
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und
Nettorerzeugnis = [U q(z)dz.

Gleichsetzen ergibt (da U beliebig, Uebung) also
q = divF.
Die Divergenz ist also eine Quellendichte.

Besonders relevant ist der Fall, dass F’ selber eine Gradientenfeld ist F' = V.
Dann ist also die Quellendichte gegeben durch g = divF = divgrady = Ap.

Deutung - dynamische Situation mit Substanzerhaltung (Keine Quellen,
aber Verdichtung moeglich)

Es fliee eine Substanz im RY beschrieben durch den Strom j = j(z,t) und
die Dichte o(z,t). Dann ist die Masse m in einer Menge U c RY also

mszszQdac.

Fuer die zeitliche Aenderung der Masse gilt bei Substanzerhaltung also
Fluss aus U = Zeitliche Aenderung der Masse in U.
Es gilt
Aenderung der Masse = oym = fU Orodzx

sowie nach Gausschem Satz

Fl U:f u)d :/d"d.
uss aus 8U<'7 pydo(x) , divjdz
Gleichsetzen ergibt (da U beliebig) also

Oro0 = divj.

Das ist als Kontinuitaetsgleichung bekannt.

THEOREM (Greensche Formel). Sei U ¢ RN offen mit glattem Rand. Sei p
die aussere Normale. Seien f,g:U u0U — R zweimal stetig diffbar. Dann
gilt

[ F@ag@)-g@af@)dr= [ F@)(Tg(). n())-g@)(TF(). p(x))do(@).

Bemerkung. Es ist (Vf(x),pu(x)) gerade die Richtungsableitung von f in
Richtung der ausseren Normale. Diese wird oft auch als Normalenableitung
von f bezeichnet und als 0, f geschrieben. Damit lautet dann der Satz

[ (ag-npgydz= [ f0.9-g0.fd().
Beweis. Direkte Rechnung (Produktregel) zeigt
V- (f(2)Vy(z)) =(V[f(2),Vg(z))+ f(z)Ag(x)
und entsprechend
V- (9(2)Vf(z)) =(Vy(z), V() + g(z)Af(2).

Bilden der Differenz und Anwenden des Gausschen Satzes liefert die Be-
hauptung. O
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FOLGERUNG. Situation wie im vorigen Satz. ¢ : UudU — R zweimal stetig
diffbar. Dann gilt

[ ae@yda= [ (Vo) u(@))do(a).

Beweis. Setze f =1 und g = ¢ im vorigen Satz. |

Bemerkung - Interpretation. Sei ¢ Potential des Kraftfeldes V. Dann ist

[ (ve@). p(@)do(x)

der Fluss des Feldes durch den Rand (nach Aussen). Mit dem Satz von
Gauss erhaelt man dann die Gleichheit dieses Flusses mit [;; A¢dz. Damit
kann man dann Awu als Quellendichte interpretieren.

3. Der Satz von Stokes in der Ebene
Wir betrachten eine Menge, die durch eine Kurve berandet ist. Zeichnung.

THEOREM. Sei U c R? offen und zusammenhaengend mit glattem Rand M,
der eine requlaere injektive Parametrisierung durch eine geschlossene (d.h.
v(a) = v(b)) stetig diffbare Kurve ~ : [a,b] — R? besitzt (so dass U ’links’
von v liegt). Ist F: U u M — R? ein stetig diffbares Vektorfeld, so gilt

/Tothxszd'y.
U v

Beweis. Wir beginnen mit einer kleinen Vorueberlegung: Ist (u1,u2) die
aeussere Normale an M, so ist (—p2, p1) also ein normierter Tangentialvek-
tor, der durch Drehung um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn entsteht. Da
das Gebiet U links von ~ liegt, ist dann (—pg, 1) der normalisierte Tangen-
tialvektor in Richtung der Kurve . (Zeichnung) Es gilt also

m(yi(t),yg(t)) = (—p2, ).

Nun zum eigentlichen Schluss: Mit dem Satz von Stokes (oder dem Satz von
Gauss) und der Parametrisierung v erhalten wir

Lrothx = L(alFQ(x)—aQFl(x)dx

(Gauss) = [ (Ba(a)m(@) - Fu()pa())do (@)
= [ AL ). () ()
(Parametrierung) = /ab((FhFQ),(—M2,M1)>(’7(t))|’)”(t)|dt
(Vorueberlegung) = fab((Fth)(’y(t)),h,—zﬂ(vi(tm&(t))ﬂv'(t)ldt

fab(f o,7')dt.

Das beendet den Beweis. O
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FOLGERUNG. Seien U und v wie im Satz. Dann ist die Flaeche F(U) von U
gleich der Haelfte des Kurvenintegrals ueber das Vektorfeld k(x,y) = (-y, )
ueber v d.h. es gilt

() =5 [ K= [y @)

Beweis. Uebung. O

Bemerkung. Die Formel kann man (zeichnerisch) interpretieren. Dabei nutzt
man, dass sin(7/2 — a) = cos(«) gilt: Es ist

1

5((—72,71),7’(t))dt

%|(—’yg,'yl)(t)||7’(t)|dt cos(eingeschlossener Winkel ((=v2,71),7))
= |y(®)|]y'(t)|sin(eingeschlossener Winkel (v(t),~'(t)))
_ %|a||b|sin(Winkel(a,b))
= Flaeche des infinitesimalen Dreiecks mit Seiten a = v und b = 'dt
4. Der Satz von Stokes im R3.

Wir betrachten folgende Situation: Sei U c R? offen und zusammenhaengend
mit glattem Rand M, der eine regulaere injektive Parametrisierung durch
eine stetig diffbare Kurve v : [a,b] — R? besitzt (so dass U ’links’ von ~y
liegt). Sei ¢ : U u M —> R? eine stetig diffbare regulaere Parametrisierung.
Das Bild von ¢ (die 'THaube’) werde mit H bezeichnet. Dann gilt mit g := po~y

und p = @W—M(alﬁp A Do)
f (rotF,u)do(x) = deQ
H 0
fuer jedes stetig diffbare Vektorfeld F : H — R3.

Diese Aussage kann man mittels einer etwas laenglichen Rechnung auf die
zweldimensionale Version des Satz von Stokes zurueckfuehren. Wir verzich-
ten an dieser Stelle auf die Details.
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Etwas Fourieranalysis

In diesem Abschnitt lernen wir ein wichtiges Hilfsmittel fuer viele Bereiche
der Mathematik und Physik kennen: Die Fouriertransformation.

1. Die Fouriertransformation auf RY

Wir geben kurz einen Ueberblick der kommenden Attraktionen: Fuer geeig-
nete Funktionen f auf RY ist die Fouriertransformation Ff definiert durch

Ff:RY — C,Ff(z) = (2r)™N/? fRN e f(y)dy.

Das kann man als eine (verallgemeinerte) Linearkombination von Wellen
x > e gemifB einer Dichte f ansehen. Entsprechend spielt Fouriertrans-
formation bei allen Arten von Untersuchungen von Wellen eine Rolle. Die
Fouriertransformation ist dann invertierbar mit Inverser gegeben durch

Flg(a) = (2m) ™2 [ eg(y)dy.
R
Man kann also aus der Ueberlagerung von Wellen wieder die Dichte zurueck-
gewinnnen und umgekehrt.
Hier steht natuerlich xy fuer

<:E7y> = ZjYj,

M=

J

Il
_

d.h. es ist

Y = elzjzl :Bjyj7 e Y — e’zzjzl TiY;

Die Fouriertransformation vertauscht Differentiation mit Multiplikation mit
den Koordinatenfunktionen und daher ruehrt ihre Bedeutung in der Unter-
suchung von partiellen Differentialgleichungen.

Wir werden die eben skizzierten Ideen nun praezise fassen.

Dazu erinnern wir zunaechst an die Multiindexnotation. Ein Multiindex
der Dimension N ist ein (aq,...,ay) € N(J)V . Fuer einen solchen Multiindex
definiert man

N
laf := ) «; Betrag oder Laenge des Multiindex

j=1

und die Funktion
N
RY — C,z > 2 := H.,”Uj] fuer x e RV.
j=1

85

Ende der Vorlesung
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Diese Funktionen bilden eine Basis der Vektorraumes der Polynome. Wei-
terhin assoziiert man zu einem Multiindex « den Operator M, der Multi-
plikation mit =%, d.h.

Maf = waf
fuer f:RY — C und den Operator D der a-Ableitung

N @ N N qa;
DO( = H (12) = H Da] = (_Z)|a| H 8 ’
10 i1 !

j=1 J j=1 333?
mit Dj := %a%' Dieser Operator wirkt auf ein beliebig oft differenzierbares
f:RY — C in der schon aus dem zweiten Semester bekannten (induktiv
definierten) Weise durch
D°f = f D% = D;(D" )

(fuer die standard Orthonormalbasis e;, j = 1,..., N, in RYN). (Hier heisst
eine Funktion f : RY — C beliebig oft differenzierbar, wenn sowohl Realteil
als auch Imaginaerteil von f beliebig oft differenzierbar sind.)

Der Schwartzsche Raum (nach Laurent Schwartz) S := S(RY) der schnell
fallenden Funktionen auf RY ist der Vektorraum aller beliebig oft differen-
zierbaren f: RN — C mit der Eigenschaft, dass zu zu jedem 3 € N(])V und
a e N} ein C = C, g(f) existiert mit

|| D* f(2)| < C

fuer alle z € R"V. Eine aequivalente Charakterisierung definiert den Schwartz-
raum als diejenigen beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf RY, fuer
die gilt

sup (1 + [z[)?|Df ()] < oo

zeRN

fuer alle p e N und o € NY'. Es ist nicht schwer zu sehen (Uebung), dass der
Raum § invariant ist under Anwendung von D® und M, (d.h. fuer jedes
f €8 gehoeren auch D*f und M, f zu S fuer jeden Multiindex «).

Fuer Funktionen aus S koennen wir die Fouriertransformation definieren.

PROPOSITION. Fuer f €S existiert
L -N/2 —izy
g(@) = m) 2 [ e (y)ay

fuer jedes x € RN und die Funktion g : RN — C,z = g(z), ist stetig und
beschraenkt.

Beweis. Sei (fuer festes z € RY) die Funktion h definiert durch h(y) :=
e " f(y). Dann ist h stetig und es gilt
1 C

P = @I+ ) e < e

(da f €S8). Daher existiert g als Lebesgueintegral, und es gilt

1
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fuer alle e RY. Es ist also g beschraenkt. Weiterhin gilt mit einer achnlichen
Argumentation

9@ =g < @0V [ et p)ldy
< @n [ @I )
<

, , 1
C/ e _ e Y| _—— —____(
| Ty

!
-0 ,z—->=2x.

(Zum letzten Schritt: Zerlege RY in Br und RN \ By mit R so gross, dass

1 5
cf . <t
rVBg (L4 )N Y 2

Nutze nun die gleichmaessige Konvergenz von |e™**¥ —e_m'y| - 0 auf By, um
(auf Br den Grenzwert mit der Integration zu vertauschen. ) O

DEFINITION. Fuer f € S definieren wir die Fouriertransformation Ff von
f durch Ff(x):= (2x)N/? Sy €Y f(y)dy.

Notation. Man schreibt auch f statt Ff.

LEMMA (Grundlegende Eigenschaften von F'). Es gilt FS c S und
D°Ff = (-1)IFM,f und M Ff=FD"f

fuer alle f €S und a € Név.

Beweis. Sei M; die Multiplikation mit z; und e; der j-te Einheitsvektor in
RN. Mit f gehoert auch M;f zu S (klar!). Weiterhin gilt

(2m) NP2 [ (e - 1) f(y)dy
. h .
= o [ ) ([ e ) dy
h .
—i(%)‘mf0 (A%N 6‘Z(x+tej)yyjf(y)dy)dt
h
- /0 (FM,; f)(x +te;)dt.

Damit folgt nach dem HDI (da die Fouriertransformation nach der schon
bewiesenen Proposition stetig ist)

OjF f(x) = =i(FM;[)(z)

Ff(x+he;) - Ff(x)

(Fubini)

also

D;Ff=-FM,f.
Es ist also D; F' f wieder das Fourierbild einer Funktion aus S naemlich M; f
und wir koennen das Verfahren iterieren. Induktiv erhaelt man dann

DFf = (-1)*(FMaf).

Damit ergibt eine kleine Rechnung

Ende der Vorlesung
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(MsD®Ff)(z) = mﬁ(zw)‘N/Q(—l)‘“'fe‘”yy“f(y)dy
(D = (-1)afemioy = (2m) N1 [ (D) (7 £ () dy

) EE! [ Dy (y))dy
(-1 F DM f) (@),

(part.Int)

(D (y*f(y)) €S)

Damit folgen sofort die beiden im Lemma genannten Gleichungen (indem
man die Faelle a = 0 bzw. 5 = 0 betrachtet).

Es bleibt F'S ¢ S zu zeigen: Sei f € S gegeben. Da DS M, f zu S gehoert, ist
die Fouriertransformation F(D? M, f) beschraenkt nach der vorigen Propo-
sition fuer alle Multiindices a und . Damit ist dann also nach der kleinen
Rechnung (MgD®F f) beschraenkt fuer alle Multiindices o und 5. Damit
gehoert F'f zu S. O

Wir berechnen nun eine spezielle Fouriertransformation. Damit koenen wir
dann die Bijektivitaet der Fouriertransformation auf S anschliessend leicht
beweisen.

PROPOSITION. Sei ¢ :RY — R, o(z) = exp(—%m?). Dann gehoert ¢ zu S,
und es gilt Fyo = .

Beweis. Wir zeigen zunaechst ¢ € S: Offenbar (vgl. Analysis I) ist ¢ beliebig
oft differenzierbar, und es ist 0%p = P,(x)p(z) mit einem Polynom PF,.
Da die Exponentialfunktion schneller waechst als jedes Polynom, folgt die
gewuenschte Beschraenktheit.

Wir kommen nun zu der Aussage ueber die Fouriertransformation von ¢.

Die Aussage gilt fuer N = 1. Die Funktion p1 : R — R, ¢1(x) = e~ 3%” loest
offenbar das Anfangswertproblem

¢ (z) +zp(x) = 0,0(0) = 1.
Fuer 1 := Fpp gilt nach dem vorigen Satz aber ebenfalls:
W'+ Myp = iDFo1+MFo
—iF My + FDyy
—iF (Mg +iDyp)
—iF(Null funktion)
0

(voriger Satz)

(¢ loest DGL)

und (wegen 1 =¢7%)
1 _1,2
IIZ)(O):F(’Dl(O):W_[GZ dr =1.

(Die letzte Gleichheit wurde im letzten Semester gezeigt: Quadrieren, Fu-
bini, Polarkoordinaten...) Damit loesen ¢; und v das gleiche Anfangswert-
problem. Nach dem Eindeutigkeitssatz (Details muendlich...) gilt also

Foi1=19=¢.
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Die Aussage gilt fuer beliebiges N. Offenbar gilt

Damit folgt

Fo(z)

(Produkt)

(N=1)

Das beendet den Beweis.

1=

N
o(x) = [Ter(z)).
j=1

. N
(QW)_N/QfN e T o1(y;)dy
R i
N .
(2m)~ N/ fRN [Te ™% o1(y;)dy
j=1

(QW)_WAe_ixjijl(yj)dyj

= X

Fori(xj)
1

<
1]

—

e1(x5)

<
1]
—_

p(z).

THEOREM. Die Fouriertransformation F: S — S ist bijektiv. Es gilt
F (@) = Ff(=o) = [ ¢ f(y)dy.

Insbesondere folgt also F2f(z) = f(-x) und F4f = f.

Beweis. Wir zeigen zunaechst einige Hilfsformeln:
Formel (A) ('Umschaufeln’ der Fouriertransformation und Nutzen, dass die
Fouriertransformation Multiplikation mit e** in Translation ueberfuehrt):

[ g FD @)y

2y [ gy ([ e ()az) ay

= (27T)’N/2ff(2)(f e’i(z’w)yg(y)dy) dz

[ £ (F)(z - w)da
[ Fg))f(z + 2)dz.

Formel (B) (Verhalten der Fouriertransformation unter Skalierung): Mit

g:(x) := g(ex) fuer € > 0 gilt

(Fge) ()

(2™ [ eg(ey)dy

(Trafo z=ey, y= EZ) = (2m) VN f e g(y)dy

e (Fg)(2).
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Formel (C) (Kombination von (A) und (B)):
fe”yg(ey)(Ff)(y)dy = fe”yga(y)(Ff)(y)dy
(4) = [(Fo))f(+a)dz
B) = e [(FC)f(z+a)dz

(Trafoy==22=20) = [(Fo)w)f(ey+a)dy

Es gilt also
[ gDy = [ (Fo)w)f(ey+)dy.

Wir setzen nun in (C) die Funktion g = ¢ aus der vorangehenden Proposition
und nutzen Fy = ¢ und ¢(0) = 1 und erhalten

@m) 2 [ e En @y = @rE [ o) F fy)dy
() = tmEn) ™2 [ e o(ey) (Ffy)dy

(€)= ImEn) ™2 [(Fo)()f(ez + 0)dz

(Fo=¢) = lm@n)™? [ o(2)f(ez+a)dz
() = oM@ [ o)
- ().

(Zu (1) und (!!): Die Integrale auf RY \ Bg, sind klein fuer grosse R. Auf Bp
liegt gleichmaessige Konvergenz vor (s.o. fuer einen aehnlichen Schluss). )

Die vorangehende Rechnung zeigt
f(z) = F(Ff)(-x)

also

() f(=z) = (F*f)(x).
Damit folgt sofort F* = I. Damit ist F bijektiv mit Inverser F®. Weiterhin
folgt aus der Formel (*) (mit g = F~1f statt f und —z statt 2 )noch

(F @) = (FH)(=2) = [ ¢ f(y)dy
fuer alle f € S. Damit sind alle Behauptungen bewiesen. O

Die bisher bewiesenen Saetze lassen sich zur Untersuchung des Laplacope-
rator verwenden:

Beispiel/Anwendung. Es gilt
~A=F'M,pF auf S

(dh. —Af = FY(|z2Ff) fuer alle f€S.)
Bew. Bijektivitaet von F' und vorige Formeln.

Fuer die Berechnung von —A ist das nicht unbedingt nuetzlich, aber zur
Berechnung von Inversen kann man es gut verwenden:



1. DIE FOURIERTRANSFORMATION AUF RY 91

Beh. Fuer gegebenes g € S hat die Gleichung (-A+1)f =g in S genau eine
Loesung. Diese ist gegeben durch F‘lﬁFg.
Bew. Da F' den Raum S in sich selber abbildet ist (-A + 1)f = g nach
Anwenden von F' und der obigen Aussage also aequivalent zu

(]WHQ +1)Ff="Fg
und damit

Ff=—_Fyg.
f= et

Mit g gehoert auch Fg und (!) WF g zu §. Damit ist letztere Gleichung
aequivalent zu

f:F‘1(1+|,|2)Fg-

Das zeigt die gewuenschte Behauptung.

Bemerkung. Entsprechendes gilt wenn man die 1 durch ein « > 0 ersetzt.

Zur Berechnung des Inversen von —A reicht das nocht nicht. Das liegt
tatsaechlich daran, dass —A in einem spaeter noch zu praezisierenden Sin-
ne nicht invertierbar ist. Immerhin erhalten wir aus unseren Betrachtungen
eine notwendige Bedingung.

Beispiel/Anwendung. Hat die Gleichung —A f = g fuer ein g € S eine Loesung
f €S, so ist diese gegeben durch F_lﬁFg. (Dabei bezeichnet #Fg die
dann existierende eindeutige Funktion in S, die fuer x # 0 mit #F g(x)
uebereinstimmt. )

Bew. Wie eben. (Wichtig: Es gehoert zu den Voraussetzungen der Aussage,
dass f also auch F'f = #Fg zu S gehoert.)

Bemerkung. Es kann mehrere Loesungen geben, die aber nicht alle in S
liegen. Etwa
Al=0=A0.

Fuer weitergehende Betrachtungen erweist sich noch das Konzept der Fal-
tung als nuetzlich. Wir fuehren es als naechstes ein.

PROPOSITION. Fuer f € S und g : RV — R beschraenkt und mefbar exi-
stiert fuer jedes x € RN das Integral

95 f@) = [ FW@-pidy= [ 9@)f @ -y)dy(= g+ I(2)).

Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass es reicht g als (hoechstens) polynomiell
wachsend vorauszusetzen.

Beweis. Gleichheit der beiden Integrale folgt aus der Substitutionsregel (S :
y——>x-vy, |det DS| = |(-1)"V| = 1). Existenz des Integrals folgt, da f schnell
faellt. O

Notation. Man nennt g * f die Faltung von g und f.

Die Faltung zweier Funktionen vereinigt ’das Beste’ der beiden Funktionen
auf sich.

Ende der Vorlesung
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PROPOSITION (Glaetten durch Falten). Sei f € S und g : RN — R be-
schraenkt und mefbar. Dann gilt:

(a) Es ist f = g beliebig oft diffbar und es gilt D*(f * g) = (D f * g).

(b) Fallt g schneller als jedes Polynom, so faellt auch fx*g schneller als jedes
Polynom.

(¢) Haben f und g kompakten Traeger, so hat auch f *g kompakten Traeger.

Beweis. (a) Es reicht die Formel fuer die Ableitung zu zeigen. Wir zeigen
das induktiv, nach |o|. Hier diskutieren wir nur den Fall |a| = 1. Zu zeigen
ist also :

S * gl heg) = £+ g(2)) = (93) * 9(2),
Es gilt

(f xg)(z +hej) = (f * g)(x)

[ s he; =y) - f@-y)g(v)dy
h
[ 9| 95f G+ se; ~y)ds)dy

foh ([ 9 f(x +sej - y)g(y)dy) ds.

Es ist nun die Funktion s — [ 8;f(z + se; —y)g(y)dy stetig in s (!). Daher
folgt aus dem HDI die Behauptung (a).

Noch zu zeigen (!): Ueblicher Schluss: Ausserhalb einer (grossen) Kugel ist
das Integral sowieso klein. Auf dieser Kugel hat man gleichmaessige Kon-
vergenz.

(b) Offenbar gilt

(L+]z+yl?) <201+ [al?) (1 +[y*).
Damit kann man abschaetzen
(a2 5 g(@)] = | [ (14 1e2)" f (2 - )9y
f(l +lz—y+yP)"f(z - »)llg(y)ldy

2mf(1+Ifﬂ—yIQ)’"If(ﬂf—y)l(l+|y|2)N|g(y)ldy-

Der Faktor (1+ |z —y|>)™|f(x —y)]| ist beschraenkt, da f € S. Da g schneller
faellt als jedes Polynom ist

L+ 1y ™ gl < (L+ )™
integrierbar. Das liefert die Behauptung.

IN

IA

(c) Ist f in K getragen und g in L so ist f % g im kompakten K + L getragen:
Damit

7 29(@) = [ F@)gta-y)dy
nicht verschwindet muss auf jeden Fall ein y € K mit x —y € L existieren und

damit
rey+Le K+ L

gelten.
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FOLGERUNG. Sind f,g€ S, so gehoert auch f*g zu S.
Beweis. Das folgt sofort aus (a) und (b) der vorangehenden Proposition. O

Bemerkung. Gehoeren f und g zu C°(RY), so folgt aus der Proposition
auch f * g e C(RY).

Beispiel/Anwendung. Ist f € S gegeben und u € S eine Loesung von (-A +
a)u = f, so erfuellt w = ux*p fuer jedes beschraenkte mefibare o die Gleichung

(FA+a)w=fx*o.
Bew. Nach dem schon Bewiesenen gilt
(FA+)w=(-A+a)(u*p)=(-A+a)u)*o=f*o.
Damit kommen wir nun zu Faltungen und Fouriertransformation.

LEMMA. Seien f,g €S gegeben. Dann gilt:

(a) Es gehoert g* f zu S und es gilt F(g* f) = (27T)N/2FgFf sowie F~1(g*

£ =@mNEFIfF Ty,

(b) Es gehoert fg zu S und es gilt (2n)N2F(gf) = FgxF f sowie (2m)N2F~1fg) =
Flg«F7lf.

Beweis. Es reicht (a) zu zeigen. (Dann folgt (b), da F' bijektiv ist). Wir
haben in der vorigen Proposition schon gezeigt, dass f * g zu S gehoert. Es
bleibt die Aussage ueber die (inverse) Fouriertransformation zu beweisen.
Das folgt durch eine direkte Rechnung. Wir behandeln nur die Aussage
ueber die Fouriertransformation:

Flg« (@) = @02 [ (g f)(y)dy
(Defy = @0 [ [ g(y-2)f(2)dzdy
= em N [ [ ey - 2)e i () dzdy
(Sortieren) = (2m) N2 [ f(z)( [ e_ix(y_z)g(y—z)dy) dz
(Substitution y -z — - >y) = f 7 () Fy(z)dz
= @0 RRf(2)Fg(2).
Das beendet den Beweis. O

Bemerkung. Die Fouriertransformation ’vertauscht’ Translationen mit Mul-
tiplikationen mit e’ (vgl. Uebung). Das ist eine fundamentale Eigenschaft
der Fouriertransformation. Eine differentielle Form dieser Eigenschaft liefert,
dass die Fouriertransformation Ableitungen mit Mulitplikation mit Polyno-
men ’vertauscht’. Eine integrale Form dieser Eigenschaft liefert, dass die
Fouriertransformation Faltungen mit Multiplikationen ’vertauscht’.

Fuer f auf RY wird f definiert durch f(z) = f(-z).
LEMMA. Fuer f €S gilt F(f)=Ff.
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Beweis. Das folgt durch direkte Rechnung:

Ff(z) = --fe’”yf(y)dy
= o [ R -y)y
(y<-—->-y) = --~fe"””y7(y)dy

f ey f(y)dy.

O

FOLGERUNG. (Parsevalsche Gleichung fuer S) Fuer f € S gilt die Gleichung

[lr@Paz= [ 1F7)Par.

Bemerkung. Die Folgerung liefert die Isometrie der Fouriertransformation
auf L2(R") (Details muendlich...).
Beweis. Sei g = f * f. Wir berechnen nun ¢(0) auf zwei Arten.

Zunaechst gilt nach direkter Rechnung
_ 2
9(0) = [, 17(@)Pda.

Andererseits gilt aber unter Nutzen von Fg = (27)V2|[F(f)|? aufgrund der
vorangehenden Proposition auch

g<0):F—1(Fg)<0):W [1Fg@yde= [1FsPar.

Gleichsetzen der beiden Ausdruecke fuer g(0) beendet den Beweis. ]

2. Etwas Distributionentheorie

Die bisherigen Betrachtungen koennen sehr stark verallgemeinert werden.
Das deuten wir in diesem Abschnitt an. Eine detailiertere Diskussion wird
in Vorlesungen zu Distributionentheorie gegeben.

Sei §* der algebraische Dualraum von S, d.h. der Vektorraum der linearen
Abbildungen von § nach C. (Algebraischer Dualraum von RY ist RV, evtl.
Details...).

Wir geben zunaechst einige Beispiele von Elementen von S*:

Die Auswertung in einem festen Punkt gehoert zu S*. Genauer ist fuer
zeRN
6;: 8" —C, fr f(x),

ein Element von S&*.

Jede stetige polynomiell beschraenkte Funktion kann als Element von S*
aufgefasst werden mittels der kannonischen Abbildung

j : {Beschaenkte stetige Funktionen} — 8™, h +— jp,
mit

n(f) = f h(z) f(z)d.
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Diese Abbildung ist injektiv (Uebung). Insbesondere kann man alle Elemente
aus S auffassen als Element von S*.

!Auf der konzeptuellen Ebene ist es ein wesentlicher Schritt eine Funktion
nicht mehr als Abbildung auf RY sondern als Abbildung auf S aufzufassen!

Notation: Fuer u € §* und f € S setzen wir

(ulf) = u(f).
(Diese Notation gibt wieder, dass v und f recht ’gleichberechtigt’ sind.)

Wir werden nun auf §&* Ableitungen, Multiplikation mit Polynomen und
Fouriertransformation einfuehren. Sei dazu u € S§* gegeben.

(0%) Fuer a € N} definiert man 0%u € S* via

(“ulf) = (-D*I(ulo” f).
(M,) Fuer a € N} definiert man M,u € S* via
(Mau|f) = (U|Maf)
Entsprechend definiert man fuer ein strikt positives Polynom P
noch %u eS* via (I%U|f) = (u|%f)
(F') Man definiert F'u e S* via

(Fulf) = (ulFf)

und F~lu via
(F'ulf) = (u|F'f).

Damit haben wir fuer S die entsprechenden Operationen doppelt definiert.
Die jeweiligen Definitionen sind miteinander vertraeglich. Genauer gilt fuer
heS:

® 0%jn = Joon.

® Majh = JjMah-

® Fjn=jrn.
Es vertausche also die Operationen 9% M, und F mit j, wie man sich
auch schoen an einem entsprechenden kommutativen Diagramm klarmachen
kann.
Diese Formeln lassen sich einfach durch eine direkte Rechnung zeigen. Wir
machen das am Beispiel der ersten Formel deutlich und ueberlassen das
Nachrechnen der andern Formeln dem Leser. Es gilt fuer alle f € S

@nl) = (=D (Glo"f)
- (—1)|a|fhc‘)afda:
partielle Integration = f 0%hfdx

(jooh| f).
Da f € S beliebig war, folgt die gewuenschte erste Formel.
Notation. Mit diesen Formeln zur Hand und da j auf den stetigen be-

schraenkten Funktionen injektiv ist, werden wir im folgenden (meist) j weg-
lassen und eine stetige beschraenkte Funktion g mit j, identifizieren.
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Wir berechnen nun einige Fouriertransformationen: Es gilt
1
——€
(27r)N /2

F(e™™) = (2m)N/?5_,.
Bew: Das folgt durch direkte Rechnung. Erste Formel:
1 A
(F@) = GlF () = F@) = o [ €5 @)= G )

(
mit

—ix-

F((soc) =

1
"= et

—ix-

Zweite Formel:
(F(eT™)|f) = (7™ |F ) = em)NPF ' F f(2) = (2m)V P f ().
Das beendet den Beweis.

Die Betrachtungen zur Fouriertransformation auf S liefern nun durch direkte
Rechnung folgendes:

D°Fu = (-1)*FM,u und M,Fu=FD
fuer alle u € S*.
Damit folgt (wie oben): Ist w e §* (z.B. w = dp), so hat die Gleichung
(-F-A+a)u=w

genau eine Loesung u € §* und diese ist gegeben durch

1
U:F_l —Fw].
1+

Weiterhin definiert man Translationen und Reflexion auf &* wie folgt: Zu
uweS* und z € RY ist das Element Tyu € S* via

(Twulf) = (ulf (- + )
definiert. Fuer u € §* wird @ e §* durch
@@f) = (ulf)
definiert. (Es ist dann @ in der Tat ein lineares Funktional auf S.) Diese

Definition ist mit der entsprechenden Definition auf S vertraeglich. Genauer
gilt

JF=Js-
(Bew. Direkte Rechnung.)

Wir werden nun die Faltung auf den Raum &* uebertragen. Dazu definiert
man zu u € S und f € S die Funktion u * f auf RY durch

(ux f)(z) = (ulf(z-)).
Diese Definition ist wieder mit der entsprechenden Definition auf S vertaeg-
lich d.h. es gilt
(Gr*g)(x) = f*g(z).
An dieser Stelle entsteht aber ein Problem: Es ist nicht klar, ob
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- u* f stetig ist,
- u* f zu 8 gehoert, also genuegend beschraenkt ist (falls es stetig
ist),

- 0%ux f)=(0%) * f=ux0“f gilt, (falls u * f zu §* gehoert).
Es zeigt sich nach harter Arbeit (vgl. Vorlesung Distributionentheorie!), dass
es einen Unterraum S’ von S* gibt, der S und alle d,, = € R, und viele
weitere Elemente enthaelt, invariant unter Bilden von Ableitungen, Multi-
plikation mit (inversen) Polynomen und (inverser) Fouriertransformation ist
und fuer dessen Elemente u die Faltung u * f sogar zu C* gehoert und

O%(ux f)=(0%) * f=ux0d"f

erfuellt. Die Elemente von S heissen temperierte Distributionen.

Damit erhaelt man eine sehr wichtigen Methode zum Loesen von partiellen
Differentialgleichungen, die wir im Falle von (-A«a)u = w illustrieren. Dazu
berechnet man zunaechst v € S* mit

(A +a)u = do.

1
=t Fé& ).
! (1+|-|2 0)

Dieses u heisst Fundamentalloesung. Dieses u gehoert dann zu S (da S
entsprechende Invariantzeigenschaften hat und g zu S gehoert.) Fuer ge-

Es gilt (s.o0.)

cignete (1) o€ S laesst sich weiterhin zeigen, dass u * g existiert und
(A+a)(uro)=((-A+a)u)xo=do*o=0

gilt. In dieser Weise kann kann (wie auf S s.0.) aus der Fundamentalloesung,
die Loesungen zu anderen rechten Seiten gewinnen (und daher stammt auch
die Bezeichnung Fundamentalloesung).

Bemerkung. Ist P(z1,...,2N) = Yjoj<k Ca®® ein beliebiges Polynom vom
Grad hoechstens K in N- Variablen, so definiert man den Operator P(D)
auf & durch

P(D)fi= Y caDf

lo|<K
und entsprechend auf §*. Dann gilt nach dem bisher gezeigten
FP(D)u=PFu

fuer alle u € S*. Entsprechend laesst sich ein Grossteil der obigen Erwaegun-
gen verallgemeinern. Dabei spielt es dann eine grosse Rolle, ob der Kehrwert
des Polynoms gebildet werden kann. Das fuehrt auf die Theorie elliptischer
Operatoren.
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3. Die Fouriertransformation auf TV

In diesem Abschnitt studieren wir Entwicklung von periodische Funktionen
auf RY in der Form '
flz)= > cpeke.

kezZN
Eine solche Entwicklung ist formal ganz achnlich zu der von uns im letzten
Abschnitt bewiesenen Entwicklung

- 1 Ty
$@) = FNEN@) = G [ EF @)y
fuer f e S.

Wir beginnen mit Untersuchung von periodischen Funktionen auf R. In die-
sem Fall ist neben der oben angegebenen Darstellung auch eine Darstellung

f(z) =) agcos(kz)+ Y bsin(kz) = ). cpe ke
k20 k21 keZ
von Interesse.

DEFINITION. Eine Funktion auf f auf R heisst (2m)-periodisch, wenn gilt

f(x+2m) = f(z)

fuer alle x € R.

Bemerkung.

o Natuerlich sind auch andere Perioden als 2m moeglich. Durch Ska-
lieren laesst sich aber der allgemeine Fall auf diesen Fall zurueck-
fuehren.

e Offenbar ist eine Funktion genau dann (27)-periodisch, wenn gilt

f(x+2nl) = f(x)
fuer alle x € R und alle [ € Z.
e Man definiert

T:=R/27Z :={x +27Z: x € R}
mit der kanonischen Projektion
p:R— T xwz+27Z=[x].
Dann ist eine Funktion auf R also genau dann 27 periodisch, wenn
es ein g auf T gibt mit
f=go0p.
Offenbar ist [0, 27) ein Reprisentantensystem von T in R, d.h. jedes

z € T kann eindeutig als p(z) mit = € [0,27) geschrieben werden.
Zeichnung T = Kreislinie)

(Erinnerung: e’ = cos ¢ + isin ¢, cos ¢ = %(ei‘ZS +e7) sin¢ = %(eiq5 7))

Als naechstes untersuchen wir das (zweit)einfachste Beispiel periodischer
Funktionen.

Beispiele. Typische Beispiele sind sin, cos, e’ e~
mit k € Z.

 sowie sin(k-), cos(k-), e, e~k
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Beispiel - Trigonometrische Polynome:

p(x) % + i (ay cos(kx) + by sin(kx))

k=1

ao ¢ 1 ikx —ikx 1 ik —ikx
= —+Z(ak—(e +e ")+ bp—(e ))
2 4 2
_ 1 S o ikx . —ikx
= 5 ao + Y. ((ak — ibp)e™ + (ay +ib)e™™)
k=1
n
— Z ckezkx
k=—n
mit
ag
cop= —
077
sowie ) )
Ck = 5(% - Zbk;)), c_k = 5(‘% + ibk), k>0
und

ar = Cp + C_f, bk =icp —1C_g

Beh: Die Koeflizienten sind durch das trigonometrische Polynom eindeutig
bestimmt, durch

1

Cl = —
2T

27 ik
[0 e p(2)da,

bzw.

1 21
ap = — fo p(z) cos(kx)dx,k=0,1,...,n,
T

1 2w
by = — fo p(x)sin(kx)dz, k=1,....n.
7r

Bew. Erste Darstellung: Es gilt offenbar

1 2r
[ ezlze Zkrd.%:(skl.
0 )

o

Damit folgt die zweite Darstellung einfach durch Einsetzen von
n .
p(z) =) et
l=—n

Zweite Darstellung: Das kann man durch direkte Rechnung zeigen (Uebung)
oder auch direkt aus der ersten Darstellung und den oben hergeleiteten
Formeln fuer a; und by (als Funktion der ¢;) ablesen.

Bemerkung. Voellig analoge Aussagen gelten fuer
f(x)= % + Y (ag cos(kz) + by sin(kz)) = > cpet®
k=1 k=—o00
falls die Reihen gleichmaessig konvergieren.

Im folgenden geht es nun darum, ’jede’ periodische Funktion als ’Grenzwert’
von trigonometrischen Funktionen zu schreiben. Dabei beschraenken wir uns
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auf Darstellungen mittels der ¢?*". (Diese koennen dann leicht umgerechnet
werden).

Notation. Fuer k € Z definiert man die Funktion e durch

ep: R —> C, 2 ek,

Wir bezeichnen mit £2(T) oder £2([0,27]) die Menge der Funktionen f :
R — C mit

e f ist 27 periodisch,

e f ist meBbar,

o [ 1j02r)(8)If (s)PPds < co.
Fuer f,g e £2([0,2r]) definieren wir

(.90 = 5= [ oo @ F@ge)de, 11 = (4,12

Dann ist offenbar (-,-) ein Semiskalarprodukt. Insbesondere gilt die Cauchy-
Schwarz Ungleichung. (Evtl. Erinnerung Semiskalarprodukte....) Gilt | f,, —
fl = 0, so sagt man, dass die f, gegen f im Quadratmittel konvergieren.

Bemerkung. Offenbar impliziert gleichmaessige Konvergenz die Konvergenz
im Quadratmittel. Die Umkehrung gilt nicht, wie einfache Beispiele zeigen.
(Zeichnung f =0 auf [0,27 - 1/n] und dann linear bis 1..)

PROPOSITION. Die ey, k € Z, bilden eine Orthonormalsystem in R d.h. es
gilt
1 2 . .
(ex,er) = - [ e Ry = 5y ).
2w Jo
Beweis. Das ist einfach. O
Fuer f € R definiert man die Fourierkoeffizienten von f durch
1 m —ikx
ek = cx(f) = 2—f f(@)e™™ dx = (e, f)
w Jo
fuer k € Z. Man definiert weiterhin

n
e 3 ad = T acd = ¥ o
k=—n

|k|<n |k|l<n
Der Ausdruck

Z ckeikx

keZ
heisst dann die Fourierreihe von f. Wie bei Potenzreihen hat dieser Aus-
druck erst einmal KEINEN Sinn. Inbesondere ist erstmal NICHT klar, in
welchem Sinne dieser Ausdruck eine Funktion darstellt. Allerdings haben
wir am Anfang des Abschnittes schon gesehen, dass der Ausdruck bei trigo-
nometrischen Polynomen genau das Polynom darstellt.

LEMMA. (Besselsche Ungleichung) Sei f € R und ¢ = ck(f) und s, wie eben
definiert. Dann gilt
I =sal® =117 = 2 lexl.

|k|<n

Insbesondere gilt
Sler? < |1 f|* (Besselsche Ungleichung),
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also auch ¢, — 0, |k| - oo.

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich auf folgender Rechnung (s.u. fuer eine
allgemeinere Diskussion):

If=sal® = 1f- Z ex: f)er”
n
= (f- Z (exs flew, [~ Z (ex, few)
k=-n k=—-n
9 n n n n
= |F1°F =45 D (en, f Z e, flew, f Z er, ek, Y. (e, fex)
k=—n k=—n k=—n
2 ¢ 2
(Orth.) = HfH - Z Ck@-i- Z @ck—]cﬂ
k=—n k=—n
2 < 2
= 7= 20 Nl
k=-n
Zum Insbesondere: Das folgt sofort aus dem ersten Teil, da |- | >0 gilt. O

FOLGERUNG. Sei die Situation wie in der vorangegangenen Behauptung.
Dann gilt

1172 1= +— Z(Iflk\2 +[bx[*).

Beweis. Es gilt ¢ = ag/2 sowie cyp, = 3(ay, ¥ iby) also [cx|* + |c_g[* = 3 (Jax|* +
|br|?) fuer alle k € N. o

Der entscheidende Satz zur Darstellung von Funktionen aus R mittels Fou-
rierreihe ist nun folgendes Theorem.

THEOREM (Konvergenz im Quadratmittel und Parsevalsche Gleichung). Sei
f e L£%([0,2r]). Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

o |f-sn|—0, n — o0. ("Konvergenz im Quadratmittel’)
o Yhez el = 5= L1 [0,27] (2)|f(z)Pdx. ("Parsevalsche Gleichung’)

Beweis. Offenbar sind beide Aussagen aequivalent. Eine Skizze zum Beweis
der zweiten Aussage kann wie folgt gegeben werden: Fuer Treppenfunktio-
nen kann die Aussage (mit gewisser Muehe) direkt gezeigt werden. Fuer
allgemeine Funktionen folgt sie dann durch Approximation. m|

f=> crek
in dem Sinne, dass | f - X}__, crexl| = 0 gilt (d.h, dass die s, im Quadrat-
mittel gegen f konvergieren).
Bemerkung. Definiert man L2([0,27]) := £2([0,27])/ ~ mit f ~ g falls f =
g fast ueberall, so ist L?([0,27]) ein Vektorraum mit dem Skalarpodukt
([f],[g]) = (f,9) (wie man leicht sieht). Nach dem vorangehenden Satz ist
die Abbildung

Bemerkung. Es gilt also

L([0,27]) — &,[f] = (k = ci(f))

ist isometrisch. Weiterhin kann man zeigen, dass sie bijektiv ist. Damit
erhaelt sie komplett die Struktur.
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Glattheit der Funktion verbessert die Summierbarkeitseigenschaften der Fou-
rierkoeffizienten.

LEMMA (Fourierkoeffizienten der Ableitung). Sei f € R (n - 1)-mal stetig
differenzierbar und f** sei stetig und stueckweise stetig differenzierbar (d.h.
es gibt 0 <ty <...<ty =27 mit f("‘l)][tjvtjﬂ] stetig diffbar) mit Fourierko-

effizienten ¢, k € Z. Dann sind fuerl=1,...,n die Fourierkoeffizienten von
O gegeben durch (ik)'cy. Insbesondere gilt

Z k2™ cx)? < oo.

keZ

Beweis. Ohne Einschraenkung sei f n-mal stetig diffbar (sonst auf einzel-
nen Intervallen argumentieren). Dann ist fuer [ = 1,...,n also O stetig

und gehoert also ebenfalls zu R. Fuer die Fourierkoeffizienten c](j) von f®
erhaelt man durch partielle Integration (wobei die Randterme aufgrund der
Periodizitaet wegfallen):

2 .
C](Cl) _ 1 /(; e 1D ()

o
(ik)! fo ek (1) da
(ik)lep.

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt dann fuer [ = n die zweite Aussage.
i

(partielle Integration)

Bemerkung. (a) Die Fouriertransformation auf S hat die Eigenschaft F' (D f) =
M,F f. Das Lemma besagt nun eine ganz analoge Eigenschaft der Fourier-
transformation auf £2, naemlich in naheliegender Notation F(D*f) = M, f.
(b) Es ist ein allgemeines Phaenomen, dass die Fouriertransformation 'Glatt-
heit’ in ’Fallen’ und umgekehrt ueberfuehrt. Das ist auch der Grund, dass
S in S ueberfuehrt wird (dabei bewirkt, dass Fallen der Funktionen aus S
die Glattheit ihrer Fouriertransformation und die Glattheit der Funktionen,
dass Fallen ihrer Fouriertransformation).

Fuer ’glatte’ Funktionen koennen wir damit nun gleichmaessige Konvergenz
der Fourierreihe erhalten.

THEOREM. Ist f € R stetig und stueckweise stetig diffbar, so konvergieren
die sy, gleichmaessig (und insbesondere punktweise) gegen f.

Beweis. Aufgrund des vorigen Lemma (mit n = 1) gilt fuer die Fourierkoef-
fizienten ¢ von f

E |k|2|ck|2<oo.
Damit folgt wegen
1 1 1
= |exk]— < = (Jker* + —
lek| = |ex ||k| 5 (ke 2

(fuer k # 0) also
1

1
lerl = |Ckk‘m < kel + Y e + |eo| < oo.

Ende der Vorlesung
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Damit konvergiert also

gleichmaessig gegen eine stetige Funktion g. Damit konvergiert also s,, auch
im Quadratmittel gegen g. Damit folgt

lg=fl<lg=snl+lsn=fl—0,m—00
also
o 1 2w 2
“lg= 17 = 5= [ 17(@) - g(@)da.
m Jo
Da f und g stetig sind, folgt f = g. O

Bemerkung. Ist f 'nur’ stetig, so konvergiert die Fourierreihe im allgemeinen
nicht fuer alle Punkte, aber in den meisten. Tatsaechlich ist die Frage nach
der punktweisen / nicht punktweisen Konvergenz von Fourierreihen eine
ausgesprochen prominentes Forschungsthema.

Beispiel. Sei f periodisch mit f(z) = |x| fuer |z| < . (Zeichnung) Dann
konvergiert die Fourierreihe von f gleichmaessig und ist gegeben durch

T cos(2n - 1)z
r)=——-—
/(@) 2 TrnZ:1 (2n—1)2
Insbesondere gilt
TrQ_i LN U S
8§ “Z(2n-1)2 32 52 72
// \\
/
e N L
’ N7
- ™

Bew. Gleichmaessige Konvergenz folgt aus vorigem Satz.
Da f gerade ist, kann man f durch eine reine Cosinusreihe darstellen. Es
gilt also

flx)= % + i ay, cos(kx)
k=1

1 ™
ap = — f |z|dx = 7
T J-7

mit
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und

1 ™

—[ |z| cos(ks)dx

mwJ-T

2 ™

—/ x cos(kx)dz

m Jo

2(1 1 rm

- (Ex sin(kx)|g — % /(; sin(ka:)da:)

_Jo falls k gerade
- —ﬁ falls k£ ungerade.

ag

Damit folgt die Aussage ueber die Fourierkoeffizienten.

Das 'Inbesondere’ folgt durch Einsetzen von z =0, da f(0) = 0 und cos(0) =
1.

Die obigen Betrachtungen lassen sich direkt auf den hoeherdimensionalen
Fall verallgemeinern. Das diskutieren wir nun kurz und lassen die Details
als Uebung.

Eine Funktion f auf RY heisst periodisch, wenn gilt
f(@) = fa +2m)
fuer alle z € RY und [ € Z". Man definiert
TV = RN /272" = {x + 202" : z e RN}
mit der kanonischen Projektion
p:RY — TV ¢+ 272N = [2].

Dann ist eine Funktion auf R™ also genau dann periodisch, wenn es ein g
auf TV gibt mit

f=gop.
Offenbar ist I = Iy := [0,27)" ein Representantensystem von T in R, d.h.
jedes z € TV kann eindeutig als p(z) mit 2 € [0,27)" geschrieben werden.

LL
77

LL LL

T et i ine @
LL

ABBILDUNG 1. T?: durch Verbinden der / und der // erhilt
man einen Torus

Sei £2(TY) die Menge der Funktionen f auf R mit folgenden Eigenschaf-
ten:

e f ist periodisch.
o f ist meBbar.
o [1jgomn f(z)dz < co.
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Dann wird durch
(190 = Gy J, T@ha(e)d, 1115= (5,17

ein Semiskalarprodukt mit zugehoeriger Halbnorm auf £2(T™) definiert. Die
e = €®, k € ZN, bilden wieder ein Orthonormalsystem und man definiert
die Fourierkoeffizienten von f durch

c = cx(f) = (ex, f)

fuer k € Z" und die approximierenden Polynome durch

sni=sn(f)= > cre®?.

|k|<n

Damit koennen dann die analogen Aussagen zu den oben bewiesenen. Insbe-
sondere gilt wieder die Besselsche Ungleichung, die Parsevalsche Gleichung
und Konvergenz der Fourierreihe im Quadratmittel.

Lediglich das Konzept der stueckweisen Differenzierbarkeit hat keinen guten
Sinn mehr und wird durch Differenzierbarkeit ersetzt.

4. Die allgemeine Fouriertransformation

Wir untersuchen kurz, was die beiden von uns untersuchten Fouriertrans-
formationen gemeinsam haben.

Sei G =RY bzw. G = TV. Dann ist G eine abelsche Gruppe, jeder Punkt aus
G hat eine kompakte Umgebung und Multiplikation und Inversenbildung
sind stetig (klar, fuer RY. Fuer TV ...) Die duale Gruppe zu G ist definiert
als

G = {7:G — Tstetig :y(t+s)=(t)y(s), y(e)=1}.

Beispiel. G = RY: Jedes k e RV definiert durch e, mit ey(z) = e?** ein Ele-
ment aus G. Man kann zeigen, dass dies alle Elemente von G sind. (Uebung)
In diesem Sinne gilt G = RY.

Beispiel. G = TV: Jedes k € (20Z)N definiert durch e, mit ey(z) = **
ein Element aus G. Man kann zeigen, dass dies alle Elemente von G sind.
(Uebung) In diesem Sinne gilt G = (27Z)".

Die Fouriertransformation fuer (geeignete) Funktionen f auf G ist dann
definiert als die Funktion F'(f) auf G, die gegeben ist durch

F(N@) = [ 7@t
Die Parsevalsche Gleichung lautet dann
t)|Pdt = / F *dy.
Llrwprae= LIF@ 6P
(Man mache sich klar, dass dies in der Tat fuer G = RY und G = TV zutrifft!).

Diese Aussage gelten tatsaechlich fuer alle lokalkompakten abelschen Grup-
pen.

Bemerkung. Die entsprechende Theorie 148t sich noch einmal drastisch er-
weitern. Das fiihrt auf Gelfand’s Theorie der kommutativen Banachalgebren.

Ende der Vorlesung






KAPITEL 9

Die Waermeleitungsgleichung

Die Waermeleitungsgleichung lautet
Oy = A auf (2.
Dabei geht es um folgendes Situation:
o 2 cRY offen.
o : xR, (.’L‘,t) e ¢(tax) = wt(l')
o Oy = Ay, () — Po(x) fuer t — 0+.

Diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung / Diffusion eines Stoffes (Tinte,
Ozon, Waerme...) in einem homogenen Medium (Wasser, Luft, Welt...).

1. Herleitung der Waermeleitungsgleichung und formale Loesung

In diesem Abschnitt leiten wir die Gleichung her. Wir betrachten dabei v =
¥(x,t) als Verteilung eines Stoffes, den wir kurz mit "Waerme’ bezeichnen.
Es gilt

Waermemenge in Volumen Vzur Zeit ¢ = fv P(x,t)d.

Damit folgt

0 3}
Aend der Wi in V Z'tt:—f ,td:f— t)da.
enderung der Waermemenge in V' zur Zei 5 Vq/)(:c )dx v atq/;(x )dx

Diese Aenderung ist negativ, wenn die Stoffmenge in V' geringer wird. An-
dererseits kann man die Aenderung der Waermemenge in V' auch ueber den
Zufluss nach V' ausdruecken:

Aenderung der Waermemenge in V zur Zeit t = Zufluss zu V

- Fluss- u d
/E?V uss - do

| @@ Vi) -pdo
(Stokes) = [/(V-(b(w)vw(a:,t))dx.

(Zu den Vorzeichen: Da wir die aeussere Normale betrachten und es sich
aber um den Zufluss handelt, steht in der zweiten Gleichung ein Minus. Der
Fluss haengt linear vom Waermegefaelle ab, verlaeuft aber diesem Gefaelle
entgegen - 'von warm nach kalt’. Daher tritt in der dritten Gleichung ein
weiteres Minus auf.)

Gleichsetzen der beiden Ausdruecke fuer die Aenderung der Waermemenge
liefert

(p aussere Normale)

(Fluss linear und entgegen dem Waermegefaelle)

[Vatw(;c,t)dxzfv(v-(b(:c)w(a;,t))dx.

107
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Da V beliebig ist, folgt

0

e 1) = (9 (b(@) T, 0)).

Ist das Medium homogen so haengt b nicht von = ab. Ist es darueber hinaus
noch isotrop, so ist b gerade die Identitaet. Damit wird die Gleichung zu

0

—1p = A

5% =AY
Das ist gerade die oben betrachtete Gleichung.
Bemerkung. In ’schwacher’ Form wird dies:

0
[ spveda =~ [ (b(@)ve.vo)da
fuer ’alle’ ¢.
Formale Loesung. Rein formal handelt es sich bei der Waermeleitungsglei-
chung um eine gewoehnliche Differentialgleichung allerdings in einem unend-

lichdimensionalen Raum. Entsprechend ist eine formale Loesung gegeben
durch

Y = "4 = Pty
mit dem Operator P, := e!®. Dieser erfuellt die Halbgruppeneigenschaft
Pys = B Ps.
Diese Betrachtungen werden wir nun exakt machen.

2. Die Waermeleitungsgleichung auf R”.

Die Gleichung lautet
Opp = A auf RN o = f.
Es geht also darum ein 1 zu finden, das folgende Eigenschaften hat:
e Esist ¢: (0,00)xRY — R stetig, stetig diffbar nach ¢, 2 mal stetig
diffbar nach z mit 9;¢p = Arp auf RV, og(x) = limy_o ¢y (z) = f(x)..
Jedes solche v wird Loesung des Anfangswertproblem 9y = Avp auf RY 4y =
f genannt.

Sei nun f € S. Wir suchen zunaechst ) mit Werten in S d.h. mit ¢; € S fuer
jedes t € [0, 00). Fouriertransformieren der Gleichung fuehrt auf

Ovin(k) = [k (), do=F
fuer alle k € RY. Bei festem k ist das gerade eine gewdhnliche Differenti-

algleichung (in ¢) mit Anfangsbedingung. Die Loesung lautet (fuer festes
k):

De(k) = e W Flk).

Ruecktransformieren liefert dann

Gi(z) = F '
(t fest) = F (e TFf)
(Fouriertransform!) = mF_l (e_t"|2) « YRS

pe* f
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mit )
= Fle Py,

Wir werden nun p; berechnen und anschliessend die obige Rechnung in ein
Theorem verwandeln.

Dt

PROPOSITION. Sei ¢i(k) := eI Dann gilt

O | s
pt('r) T (27T)N/2F (‘Pt)— (47Tt)N/2 exXp 4t .

Beweis. Sei h(z) = e 1*°/2, Wie wir schon aus dem Kapitel zur Fouriertrans-
formation wissen, gilt dann

Fh=h=F"'h (%)
Ist h, definiert durch hq(x) := h(ax), so gilt weiterhin
1
(F o) () = (F0) () - (+2)
a

(Das wurde ebenfalls schon im Kapitel zur Fouriertransformation bewiesen.
Hier folgt noch einmal die Begruendung;:

-1 _ 1 ikx
F ha(k) = er ha(IE)dI‘
= ...feikxh(ax)dx
ikix 1
(ax=y) = fek h(y)—dy
= a-NFh(lk).
a

Das beendet die Begruendung.)
Nimmt man das Bisherige zusammen, so erhaelt man fuer

pr(x) = e = n((20)P2) = b s5(2)

also
(F~'h gp)(x)
Var Y (Fh) ( r )

(F~ o) ()

(+x)

3

()

va ()
V2t
1 _la?
ORI
Damit folgt dann
N b
Pt(x)—WF (%)—WGXP a

Das beendet den Beweis. m|

Damit koennen wir nun die Waermeleitungsgleichung loesen (indem wir die
Rechnung zu Beginn des Abschnittes einfach rueckwaertslesen):



Ende der Vorlesung
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THEOREM. Sei

1 |2
. N =— ¢ it
p: (0, OO) xRY — [0700)7 pt(x) - (47Tt)N/2e .

Dann loest fuer jedes f € S die Funktion
Ypi=pe* f

die Gleichung Oupr = Ay fuer t >0 und es gilt

P (z) > f(z),t >0
fuer jedes x e RN.
Beweis. Die Aussage ueber das Loesen der Gleichung folgt im wesentlichen
durch "Rueckwaertslesen’ des obigen Arguments. Wir geben das Argument
aus Vollstaendigkeitsgruenden. Nach Definition von p und vorangegange-

ner Proposition gilt, da die Fouriertransformation Produkte in Faltungen
ueberfuehrt,

b= FH R E). ()

Damit folgt also ¥; € S fuer alle t > 0 sowie {ﬂt = et F f. Das liefert
(Rueckwaertslesen)

F Y FAFY)Fyy
FH((-|kP)e ™ F )
F 1o, P F py

= 9 F (Y
8twt-

Ay
(%), (FT)
(Direkte Rechnung)

(*)

Das beendet diesen Teil des Beweises.

Es bleibt die Aussage bei t = 0 zu zeigen: Die Idee ist dabei, dass p; — d¢ gilt
in geeignetem Sinne. Hier sind die Details. Sei z € RY beliebig. Sei € > 0. Zu
zeigen: |y (x) — f(z)| < e fuer t > 0 genuegend klein.
Es gilt:

o [pi(x)dx=1. (Denn: [ pi(x)dx = (2m)N/2(Fp;)(0) = 1).

e Fuer jedes ¢ > 0 gilt

i f dz = 0.
150+ ]RN\UL;(O)pt(x) v

(Denn: Kugelkoordinaten liefern fuer 0 <t <1

o3} 7'2
_[ pr(z)dx Kuko constante - [ rNle T dr
RN\U;5(0) s

2 2 .2 2 oo 2
r ¢ s r
(-——<-——-—) < constante-e” 8t [ rN e w dr
4t 8t 8 §

2
_8%
=  constante®e st

- 0,t—=0.

Damit ist gerade die gewuenschte Aussage.)
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Damit koennen wir nun mit einem kleinen Trick wie folgt rechnen
Vi(z) - f(z) = pex f(z) - f(z)
(Trick) = [ p(e-pi@)dy- [ o=y @)y

[ -0 - 1@)dy.
Damit folgt fuer beliebiges § > 0

@)~ f@ < [ ne-nlf@) - f@dys [ el ) - f@)ldy

N\Us(x)
Lmas{( ()~ 1)y < Us@)y + 2 U flee [ e u)dy

Wagehlt man nun zunaechst d > 0 so dass der erste Term aufgrund der Stetig-
keit von f in x durch /2 abgeschaetzt werden kann, so folgt fuer genuegend
kleine ¢ > 0

IN

IN

[Ve(x) = f(z)| <e/2+¢€/2=¢.

Das beendet den Beweis. m|

Bemerkung. Das Verfahren kann fuer wesentlich allgemeinere f durchge-
fuehrt werden. Es reicht zum Beispiel, wenn f zu Cy(RY) gehoert. Der
Grund ist, dass pi(x) selber die Gleichung

Ot = Apy

erfuellt. (Nachrechnen! Uebung.) Tatsaechlich kann man noch allgemeinere
f zulassen (die nicht einmal stetig sind) allerdings wird dann unter Um-
staenden die Anfangsbedingung nicht mehr punktweise erfuellt. Jedenfalls
ist die Grundidee dabei, dass die Loesung als Ueberlagerung von Loesungen
geschrieben wird. Eine solche Ueberlagerung ist moeglich, da die Gleichung
linear ist.

FOLGERUNG. Sei fuer t € [0,00) die Abbildung P;: S — S definiert durch
Pf =p»f = F_le_t‘kPFf fuer t > 0 und Pyf = f. Dann loest t — P, f
die Waermeleitungsgleichung, und es gilt Pi.s = P Ps. In diesem Sinne gilt
Pt = etA.

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist P, f eine Loesung der Waermeleitungs-
gleichung. Es bleibt die Halbgruppeneigenschaft zu zeigen: Das folgt durch
direkte Rechnung. Es gilt nach Definition
p=Fle R
Damit folgt
Pryof = FH (e W R f) = (P p) (Pl F) f = PP .

Das beendet den Beweis. |
Bemerkung. Es gilt ~A = F7Uk?F und *® = P, = Fle . Analog kann

man auf L?(RY) nun beliebige Funktionen g : R — R des Laplaceoperator
A definieren durch

9(=A)f = F (k) E .
Das ist ein sehr wirkungsvolles Instrument der Operatortheorie.
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Ein etwas alternativer Zugang zur Waermeleitungsgleichung (und ueber-
haupt zu partiellen Differentialgleichungen) bilden Separationsansaetze. Da-~
bei versucht man die in Frage stehende Gleichung durch den Ansatz

¥(t,x) = f(t)g(x)

zu loesen. Im konkreten Fall fuehrt dies auf:

f'®)g(z) = f(H)Ag().
Division liefert (wenn die Terme nicht verschwinden)
£ Agla)
@) g(x)
Da die linke Seite nur von t abhaengt und die rechte nur von x folgt

/(1) Ag(x)

f(t) = constant = —g(x) .

Wir loesen nun die beiden Gleichungen
f'=Cf, Ag=Cy
separat: Gilt C <0 so sind offenbar Loesungen gegeben durch
f _ AeCt g= eikm
mit —|k|? = C. Insgesamt ergibt sich damit fuer jedes k € RV als eine Loesung
der Gleichung die Funktion

’lﬁ(t,%) _ e—t|k|2€ik1"

Durch Ueberlagerung der Loesungen zu verschiedenen k mit den ’Gewichten’
g(k) erhaelt man eine allgemeine Loesung der Form

[RN e_t|k|26ikxg(k)dk.

Das entspricht der obigen Darstellung

Pf(z) = F (e F)(a) - W [ et Fkyar.

Die Fourierkoeffizienten Wf(k) von f sind gerade die ’Gewichte’ g der
kx —t|k|?
e :

Loesungen €’

3. Waermeleitungsgleichung auf einem Wiirfel - periodische
Randbedingungen

Es geht wieder um die Gleichung
Atpy = Oty

auf R™V. Allerdings interessieren wir uns nun fuer Loesungen, die 27Z" pe-
riodisch sind. Das bedeutet, dass 1/ eigentlich auf dem Torus RY/(27Z")
definiert ist. Alternativ kann man sich auch vorstellen, dass 1 auf dem Wu-
erfel [0,27]" gegeben ist und die periodischen Randbedingungen

9%Y(...,0,...) =90%Y(...,2m,...)
fuer alle Multiindices v und alle Positionen der 0 erfuellt. Daher spricht man
in diesem Fall auch von periodischen Randbedingungen.
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Um diesen Fall zu behandeln, koennen wir die Fouriertransformation auf
dem Torus einsetzen. Das geschieht strukturell ganz analog zu den Betrach-
tungen im vorigen Abschnitt. Daher skizzieren wir das Vefahren nur. Wir
beginnen wieder mit einer formalen Rechnung:

Seien f und v glatt und 27Z" periodisch mit
Atpy = Oppr,  tho = f.

Anwenden der Fouriertransformation auf dem Torus liefert (bei festem t)
Koeffizienten ¢, (t), k € ZV mit

() = Z cr(t)ete.
keZN

Ist ¢ genuegend glatt, so fallen die ¢; schnell und sind differenzierbar und
man erhalt aus der Gleichung

> ()™ =0y = Ahy = Y () (- |k )e™”
kezZN kezZN
und aus der Anfangsbedingung

S oer(0)e T =g = f= Y F(k)e.
keZN keZN
Aufgrund der Eindeutigkeit der Fourierkoeffizienten kann man aus einem
Vergleich dann R
c(t) = ~|k[Pex(t),  cr(0) = k)
fuer jedes k € Z" schliessen. Bei dieser Gleichung handelt es sich (bei festem
k) um eine gewoehnliche Differentialgleichung. Die Loesung ist (fuer jedes
k) gegeben durch
en(t) = e M TR).
Insgesamt ergibt sich damit also
wt(l‘) _ Z ]?(k’)e_‘kl%eikm.
keZN
Ist f genuegend glatt (z.B. f beliebig oft differenzierbar), so gilt

]?(k;) _>07|k| — 00,

genuegend schnell (vgl. Abschnitt ueber die Fouriertransformation), um obi-
ge Betrachtung rueckwaerts lesen zu koennen und damit eine Loesung zu
erhalten.

Bemerkunyg.

e Auch hier kann man alternativ einen Seperationsansatz durchfueh-
ren. Dieser fuehrt auf

g = €—|k|2tez‘kx
Der obige Ausdruck ist gerade eine Uberlagerung dieser 1/y,.
e Durch Skalieren und Verschieben, laesst sich mit dieser Methode

auch die Waermeleitungsgleichugn auf beliebigen Rechtecken im
RY behandeln (wenn man periodische Randbedingungen fordert).

Ende der Vorlesung
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Die Wellengleichung

Es geht um die Gleichung

8752 Ut = C2AUt
mit ¢>0 und U : RN xR, (2,t) = Us(x). Um die Gleichung eindeutig 16sen
zu koénnen, brauchen wir noch Anfangsbedingungen

Uo() = f, (0U)i=0 = g.

Die Gleichung beschreibt die Ausbreitung von Wellen mit Geschwindigkeit
c.

Wieder kann man versuchen, die Gleichung mittels Fouriertransformation
auf RY 16sen. Die Fouriertransformation (in 2= fiihrt auf die gewoehnliche
Differentialgleichung

0" (k) = - kT (k),

mit Ut =Fouriertransformation in = von U;. Fuer festes k hat die allgemeine
Loesung dieser Gleichung die Form

Akeiwt + Bkeiimf,
mit w = w(k) = ¢(k) = ¢|k|. Durch Riicktransformieren ergibt sich als Loesung
1

U(t,x) = W/Akeiw(k)teikx+Bke—iw(kz)teikx dk.
GOV J,

Fuer genuegend glatte und schnell fallend A und B ist das tatsaechlich ei-
ne Loesung (wie 'Rueckwaertslesen’ der obigen Schritte zeigt. Die Ay, By
werden aus den Anfangsbedingungen bestimmt.

Wir werden nun diese Loesung etwas analysieren und damit noch ein an-
deres Verfahren zur Loesung der Wellengleichung kennenlernen. Die oben
gegebene Losung ist also eine Uberlagerung von Funktionen

e(kx - wt),
mit e(s) = e, Fiir N =1 gilt
kx = wt = konstant = x =— %t =L et.
Damit handelt es sich bei e(kz : wt) also um die Bewegung des "Welleberges’

e mit Geschwindigkeit ¢ = w/k.
Diese Betrachtungen legen nahe, dass fuer ’jede’ Funktion F' auf R die Funk-

tion U(x,t) ) F((kx : wt) eine Losung der Wellengleichung ist (da sie die

115
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Bewegung des Wellenberges F' mit Geschwindigkeit ¢ beschreibt). Rein for-
mal ist da natuerlich richtig, denn Ableiten ergibt, falls F' zweimal stetig
differenzierbar ist,

w?F" (kx +wt)
K2APF (zk + wt).

U (x,t)
AAU(t,x)

Auch fuer allgemeinere F sollte das gelten (da dann immer noch die Gleich-
heit der Ausdruecke gelten sollte - auch wenn sie keinen Sinn mehr haben
;-) Eine praezise Fassung liefert das Konzept der schwachen Loesung.

PROPOSITION. Ist F: R — R stetig, so ist die Funktion U :RY xR — R,
U(z,t) = F(kz = wt),
mit w = c|k| eine schwache Liosung der Wellengleichung, d.h. es gilt
ff U(z,t)02p(x,t) da dt = ff U(z,t)Ap(z,t) da dt
fiir alle p € C°(R x RY).

Beweis. Sei (F),) eine Folge beliebig oft differenzierbarer Funktionen, die
lokal gleichmaessig gegen F' konvergieren, d.h. dass fuer jedes kompakte
K cR gilt

sup|Fu (@) ~ F()] - 0,n > co.

zeK

(Eine solche Folge kann aus F durch Falten mit glatten 6, mit [ 4, =1
und J,, = 0 ausserhalb von (-1/n,1/n) gewonnen werden (vgl. Uebung und
vorhergehende Vorlesungen). Sei U, (z,t) := F,,(kx £ wt). Dann gilt

ff Uz, 8)0%p da dt

ﬂ F(kx - wt)dPp da dt
lim ff Fp(kx - wt)0?p dx dt
= lim f/ Upn(z, )07 dz dt

(Partielle Integration) = nli_{](r)lo//@fUn(x,t)Lp dx dt
(2Un(...) = PAUL(..)) = JEEOI/CQAUn(x,t)w dz dt
(Partielle Integration) = AEEOﬂC2U"(x’t))A¢ dx dt
Un > U) = ff AU (,1))Ap dx dt.
Das zeigt die Behauptung. O
Bemerkungen.

o Fuer genuegend glatte F' ist das zugehoerige U genau dann eine
schwache Loesung, wenn es eine Loesung ist (nach dem ueblichen
Schluss). In diesem Sinne verallgemeinert das Konzept der schwa-
chen Loesung das Konzept der Loesung.

e Die Betrachtungen zu schwachen Loesungen setzen die entsprechen-
den Betrachtungen zu §* fort. (Distributionentheorie)
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e Auch fuer die Waermeleitungsgleichung koennte man das Konzept
der schwachen Loesung einfuehren. Die Gleichung ist aber ’glaet-
tend’ d.h. die Loesungen auch zur sehr irregulacren Anfangsbedin-
gen werden glatt sein und daher sind dann schwache Loesungen
(meist) auch Loesungen.






KAPITEL 11

Die Laplacegleichung

Es geht um die Gleichungen

AU =0

auf Q c RY offen. Oft wird noch eine Randbedingung der Form

U = g auf 00
gefordert (etwa um Eindeutigkeit der Loesung zu erzielen). Gilt g =0 d.h.

U =0 auf 09,
so nennt man die Bedingung “Dirichlet Randbedingung*.
Diese Gleichung tritt in verschiedenen Zusammenhaengen auf. Unter ande-
rem dient sie der Beschreibung von Gleichgewichtssituationen eines Diffu-
sionsvorganges. Der Vorgang selber wird (wie schon besprochen) durch die
Waermeleitungsgleichung AU; = 0,U; beschrieben und die Gleichgewichtsbe-

dingung bedeutet gerade, dass U nicht von der Zeit abhaengt. Damit ergibt
sich dann fuer U insgesamt die Laplacegleichung

AU =0(= d,U).

Das kann man natuerlich auch direkt herleiten analog zur Herleitung der
Waermeleitungsgleichung.

DEFINITION (Harmonische Funktion). Sei Q c RN offen. Eine Funktion U
auf Q heisst harmonisch, wenn sie zweimal stetig differenzierbar ist und

AU =0
auf §2 gilt.

Bemerkungen / Beispiele.

e Auf R sind die harmonischen Funktionen gerade die lineaeren Funk-
tionen.

o Auf R? = C (bzw. offenen Teilmengen von R?) sind Realteil und
Imaginérteil von holomorphen Funktionen harmonisch.

Eine wesentliche Charakterisierung von harmonischen Funktionen lernen wir
im folgenden Theorem kennen.

THEOREM (Charakterisierung harmonischer Funktionen mittels Mittelwer-
teigenschaften). Sei Q c RY offen und U € C(Q) gegeben. Dann sind dqui-
valent:

(i) U ist zweimal stetig differenzierbar und harmonisch.

119
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(ii) U hat die Mittelwerteigenschaft beziiglich Kugeln, d.h. es gilt

U(x)zm f Ul(y) dy

Br(z)

fir alle x € Q und r >0 mit B,(z) c Q.
(iii) U hat die Mitteleigenschaft beziiglich Sphiren, d.h. es gilt

1
U@ =gy ] U©d©

OBy ()

fir alle x € Q und r >0 mit B.(x) c Q.
In diesem Fall ist U beliebig oft differenzierbar.

Als Vorarbeit zum Beweis des Theorems beweisen wir einige auch in anderen
Zusammenhaengen nuetzliche Aussagen.

LEMMA. (Beziehung zwischen A und Mittelwerten) Sei Q ¢ RY offen und
U eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf Q. Sei x € Q und s >0
mit Bs(x) c Q. Dann ist die Funktion ¢ : (0,s) — R mit

1

o) = BB @) Josae

U(y) do(y)

(stetig) differenzierbar mit

oyl 1 ;
S0 = 5B o] S 2V W) A

Bemerkunyg.

e (Uebung) Das Lemma liefert, dass das zweimal stetig differenzier-
bare U genau dann harmonisch ist, wenn (fuer alle z) die Funktion
¢ konstant ist. Diese Charakterisierung wird (implizit) spaeter ver-
wendet werden.

e Das Lemma liefert eine Verbindung zwischen Mittelwerten von Funk-
tionen und Laplace angewendet auf Funktionen. Das ist fundamen-
tal fuer den angestrebten Beweis des Theorems.

e Es mag erstaunen, dass die erste Ableitung von ¢ wird zur zweiten
Ableitung von U in Beziehung gesetzt wird. Allerdings wird im
Integrationsbereich auch vom Rand einer Menge zur Menge selber
uebergegangen.

Beweis. Wir definieren

][ da::ﬁ/fda(y).
M M

Dann gilt nach Substitutionen der Verschiebung und Skalierung

o) = § U@ do(y) = f U+y)doly)= f Ulw+re) do(o).

8B, (z) 8B,(0) 851 (0)
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Damit folgt (da U zweimal stetig differenzierbar ist)

P'(r) = §-VU(z+7§) do(§)
8B1(0)
Riicksubstitution x + r£0y, & = l(y -x) = (u) -(VU)(y) do(y)
" 0B
(duBere Normale v = %) = v-(VU)(y) do(y)
OBy ()
1
= G J VDWW
0Br(z)
(Stokes/Gaufl) = 1 f V- (VU)(y) dy
o5, @, /.
= AU (y) d
BB, @) ( I, f (y) dy.
Das beendet den Beweis. |

PROPOSITION. (Desintegration) Fir stetige f gilt

[ rwydy- [ (a [ r© da(g)) do

By (x) 0 Bg(x)

Beweis. Das folgt leicht durch Rechnen in Kugelkoordinaten. |

LEMMA. (Aequivalenz von MWE bzgl. Kugeln und Sphaeren) Q c RN offen
und U eine stetige Funktion auf . Dann hat U die Mittelwerteigenschaft
bzgl. Sphaeren genau dann, wenn es die Mittelwerteigenschaft bzgl. Kugeln
hat.

Beweis. Mittelwerteigenschaft beziiglich Kugeln ist eine Integralversion der
Mittelwerteigenschaft beziiglich Sphéren und Mittelwerteigenschaft beziiglich
Sphaeren eine ’Ableitung’ der Mittelwerteigenschaft beziiglich Kugeln. Da-
mit folgt die behauptete Aequivalenz aus der vorangehenden Desintegrati-
onsproposition:

Es habe U die Mittelwerteigenschaft bzgl. Sphaeren. Dann gilt aufgrund der
Desinegration (DI) und der Mittelwerteigenschaft bzgl. Sphaeren (MWE-S)
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[ vway @ [ (a [ v©do(©)] de

Br(z) 0 VB,(z)

(MWE-S)

[ U@)/0B,w| do
0

Ux) [ 0By do
0

) U (@)|B, ()

und es folgt die Mittelwerteigenschaft bzgl. Kugeln.

Es habe U die Mittelwerteigenschaft bzgl. Kugeln. Dann gilt nach Desinte-
gration (DI) und der Mittelwerteigenschaft bzgl. Kugeln (MWE-K) also fuer
jedes r >0

0 VB, (2) B, (x)

Ableiten nach r und Anwenden des Haupsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung liefert dann

U(&) do(§) =U(x) - [0Br(x)].
0By (z)

Das ist der gewuenschte Mittelwertsatz bezueglich Sphaeren. |

Bemerkung. Ist U lokal Riemanintegrierbar (also Riemanintegral iiber alle
Kugeln), und hat es die Mittelwerteigenschaft beziiglich Kugeln, so ist U
stetig.

Beweis.

LEMMA. Sei Q c RN offen und U eine stetige Funktion auf Q. Es habe U
die Mittelwerteigenschaft (bzgl. Sphaeren oder Kugeln). Dann ist U beliebig
oft differenzierbar.

Bemerkung / Deutung: Mittelwerte ueber Funktionen sind im allgemeinen
‘glatter’ als die Funktionen selber. Eine Funktion, die ihr eigener Mittelwert
ist, wird so beliebig glatt durch ’infiniten Regress’.

Beweis. Zu 6 >0 sei Qs:={x e Q: d(x,00) >4}

/ (j J v do(f)) ao X [ vy ay M E B0 @) 2 U [10B,()] do
0
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Es reicht zu zeigen, dass Ulg, zu C*(€s) gehort. Sei p € C*°(RY) mit
e [@dy=1 (p normiert)
o {xeRN:p(z)+0}c Bs(0) (¢ in Bs(0) getragen).
e o(y) =¢(g) falls ||y]| = |7]| (¢ rotationssymmetrisch)

(Zum Beispiel kann ¢ als

exp(—m) Hxl <o

SO(SL') = Cnormierung {0 : |:E‘ -

gewaehlt werden.)
Dann folgt U * pla, € C*(s) wegen ¢ € C*. Es reicht also U * ¢ = U (auf
Qs) zu zeigen. Das ergibt sich aber wie folgt:

Usp(z) = fRdw(y)U(w—y)dy

(pin Bs getragen) = f (U (x-y) dy
Bs(0)

§
(Desintegration) f L f (YU (x-vy) da(y)) do

4
(¢ rotationssymmetrisch) f v(per) L f U(x-vy) da(y)) do

0 B, (0)
é
(Verschieben) = /80(961)(6 / U(y) da(y)) do
0 By ()

(Mittelwerteigenschaft)

6
[ #leenU@)oB, ()| de
0

4
= U@) [ ¢(0e1)|0B,(0)|do
0

U(:v)fé(a f o(y) da(y)) do
0

B, (0)

U(z) f o(y) dy
B;(0)
U(zx).

(¢ rotationssymmetrisch)

(Desintegration)

(¢ normiert)
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Das beendet den Beweis. O
Nach diesen Vorbereitungen koennen wir nun das Theorem vom Anfang des
Abschnittes leicht beweisen: Beweis.

Die Aequivalenz von (ii) und (iii) ist gerade eines der vorangehenden Lemma.

(i)= (iii): Sei U harmonisch. Dann gilt also AU = 0. Damit folgt fuer die
Funktion ¢ mit

o) = § Uy)do(y)
8B, ()
also nach dem ersten Lemma des Abschnittes zur Beziehung zwischen A
und Mittelwerten also (;5' =0 und damit ¢ = C. Der Wert der Konstanten C'
laesst sich durch Grenzuebergang berechnen zu

1
i é(o)  lim —— S lim
C gl_{I(l)(ls(Q) Jm |(9Bg(x)|an() U(y) do(y) limy 98, (2))
o(x

Hierbei wird die Stetigkeit von U in der vorletzten Gleichheit genutzt.

(iii)= (i): Aus (iii) folgt nach einem vorigen Lemma, dass U beliebig oft
differenzuierbar ist. Damit existiert also AU. Angenommen es gilt AU (z) #
0 fiir ein x € Q. Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit gilt dann AU > 0
auf Bs(x) fiir ein s > 0. Fuer die Funktion

o= f U@ doy)
9B, ()

folgt also nach dem ersten Lemma des Abschnittes zur Beziehung zwischen A
und Mittelwerten dann ¢’ > 0 auf (0, s). Andererseits gilt aber ¢ = constant
aufgrund der Mittelwerteigenschaft (iii). Das ist ein Widerspruch. ]

U(2)|0By ()| = U(x).



