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Zeigen Sie, dass die diskrete Topologie keine Vektorraumtopologie ist, falls E # {0}.

Sei (M, d) ein metrischer Raum. Fiir z € M und ) # A C M sei

d(xz,A) := inf d(z,y),

yeEA

und fiir e >0
B.(A) :={x e M: d(z,A) <e}.

Zeigen Sie:
(a) d(z,A) =0z € A,
(b) A= () B.(4),

e>0

(c) Sei d(x) :=d(z, A). Zeigen Sie, dass § : M — R Lipschitzstetig ist.

Bemerkung: Seien (M;, d;), i = 1,2 metrische Rdume. Eine Abbildung f : M; — M,
heifst Lipschitzstetig, falls L > 0 existiert, so dass fiir alle x1, x5 € M,

do(f(21), f(z2)) < L - di(z1, 22).

Zeigen Sie, dass das Produkt abzéhlbar unendlich vieler metrischer Raume (M;, d;),
i € N metrisierbar ist (d.h. es existiert ein Metrik d auf [[ M;, die die Produkttopo-
logie erzeugt).

Zeigen Sie, dass je zwei Normen auf R" dquivalent sind.
Hinweis: Sei || - || eine beliebige Norm. Zeigen Sie, || - || < C|| - ||1, und untersuchen

Sie inf |z|!
[[=fl1 <1



Zusatzaufgaben

e Zeigen Sie: Das Produkt iiberabzahlbar vieler metrische Rdume mit mindestens 2
Elementen ist nicht metrisierbar.

e Esseien X;, 7 € [ und Z topologische Rdume, f; : Y — X, eine Familie von Abbildun-
gen und Y sei mit der von den Abbildungen erzeugten Initialtopologie 7 versehen.
Zeigen Sie: Eine Funktion g : Z — Y ist genau dann stetig, wenn alle Abbildungen
fiog: Z — X stetig sind.

Hinweis: Sei U := {O C X : ¢~ !(O) offen}. Zeigen Sie, dass das Mengensystem U
eine Topologie ist, die 7 enthélt.



