Analysis II fiir Physiker

Sommersemester 2009 Prof. Dr. D. Lenz

Losungen Zusatzaufgaben Blatt 6

(1) Untersuchen Sie die folgenden Punktmengen aus R auf Offenheit /Abgeschlossenheit:

a) Unendznt: D) {}UUendz} ©) Muen(-1 =514 5)

(2) Untersuchen Sie die Funktion i : R? — R auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit:

o ={ i 0]
Y x7y =

Losungen

(1) Sei (M,d) ein metrischer Raum. Wir haben definiert
UC M offen : & VreU Je >0 U (x) CU.
U C M abgeschlossen 1< U¢:= M \ U C M ist offen .
Voriiberlegung: Es gilt fir V.C M: VcCcU < V\U=0 < VNnU =(.

a.) A=U,en{z} ist nicht offen.

Beweis: Offensichtlich ist 1 € A. Fiire < 1/2 gilt U(1)\ A= (1—¢,1)U(1,1+¢€) # 0,
da U.(1) = (1 —¢,1+¢). Daraus folgt nach Voriiberlegung U.(1) € A fiir 0 < e < 1/2
und somit ist A nicht offen.

A ist nicht abgeschlossen.

Beweis: Wir zeigen A° = R\ A ist nicht offen. Offensichtlich ist 0 € A°. Fiir alle € > 0
ist U(0)NA = Un>1/e{%} # (), da U.(0) = (—¢, €). Daraus folgt nach Voriiberlegung
Uc(0) € A€ fiir alle € > 0, A€ ist deshalb nicht offen und somit A nicht abgeschlossen.

b.) B={0} UU,cn{%} ist nicht offen.
Beweis: Wie in a.).

B ist abgeschlossen.
Beweis: Wir zeigen, B¢ ist offen. Offensichtlich ist B® = (o0, O)UUneN(n%r17 L)U(1, 00)



und somit eine disjunkte Vereinigung von offenen Intervallen. Sei nun x € B¢, dann
existiert ein offenes Intervall (a,b) C B° in dem z enthalten ist. Fiir ¢ > 0 mit
¢ < min{z —a,b—x} ist somit U.(x) C (a,b) C B¢. Deshalb ist B¢ offen und B somit
abgeschlossen.

c.) Voriberlegung C = [, cn(—1 — %, 1+ %) =[—1,1].

Beweis: Sei ¢ € [—1,1] dann ist offensichtlich 2 € (=1 — +,1+ ) fiir alle n € N und
somit z € C. Ist « & [—1,1] dann existiert ein N € N, so dass |z| > 1+ + und damit
¢ (-1—1 1+ 1) firn>Nundz ¢C.

C st nicht offen.
Beweis: Offensichtlich ist 1 € C und fiir alle € > 0 ist U(1) N U = (1,1 + ¢€) # 0.
Somit ist C' nach der Voriiberlegung nicht offen.

C st abgeschlossen.
Beweis: Es gilt C¢ = (—o00,1) U (1,00). Fiir alle x € C° und alle € > 0 mit € <
min{|x — 1|, |x + 1|} gilt U(z) C C°. Deshalb ist C° offen und C' abgeschlossen.

h ist stetig.
Beweis: Die Stetigkeit ist klar fir (x,y) # (0,0). Wir zeigen h(z,y) — 0 fiir (z,y) —
0, d-he [h(z,y) = 0] = [h(z,y)| — 0 fir [(z,y) — (0,0)] = [(z,y)| — 0. Sei

H:R?* =R, (z,y) — max{2? y*}.

Es gilt fiir alle (z,y) € R?
|h(x, y)| < H(z,y).

Die Aussage ist klar falls x = 0 oder y = 0. Seien x # 0 und y # 0. Dann gilt

ha.y) =+ < H(x,y)

]__
2+y_

Fir (z,y) — 0 gilt H(z,y) — 0. Daraus folgt |h(z,y)| — 0 fiir (z,y) — 0. Die
Funktion £ ist somit stetig in (0,0) und damit auf ganz R?.

h ist stetig differenzierbar und somit differenzierbar.
Beweis: Die partiellen Ableitungen

2ry? (2 + y?) — 223y> 2y
Ouh(r,y) = (22 + y2)2 - (22 + y2)2
2y
Oyh(z, = = —"
) (l‘ y) ($2+y2)2



sind offensichtlich stetig fiir (x,y) # (0,0). Wir zeigen, dass 0,h(x,y) — 0, ,h(x,y) —
0 fiir (x,y) — 0. Da 22 > 0 gilt

223"

|y
Analog gilt |0,h(z,y)] — 0 fiir (x,y) — (0,0). Daraus folgt, dass die partiellen

Ableitungen stetig auf R? sind. Das bedeutet h ist stetig differenzierebar und nach
dem Satz in der Vorlesung ist h dann differenzierbar.

|0ch(, y)| < =2[z[ =0, (z,y9) = (0,0).



