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Blatt 1

(1) Beweisen Sie, dass die Sphére S” keinen Atlas besitzt, der nur aus einer Karte besteht.
(2) Zeigen Sie, dass der projektive Raum P"(R) eine n-Mannigfaltigkeit ist.

(3) Es sei M eine Mannigfaltigkeit und A ein C*-Atlas. Zeigen Sie, dass eine eindeutige
differenzierbare Struktur D der Ordnung k existiert, mit A C D.

(4) Es sei (M, D) eine C*-Mannigfaltigkeit und A ein D erzeugender C*-Atlas. Zeigen
Sie, dass fiir eine Abbildung f : M — R™ und 1 < [ < k die folgenden Aussagen
aquivalent sind.

(i) f e CY{M,R").
(ii) Fir alle (U, p) € Aist
fop™ip(U)—=R"

eine C'-Abbildung.

(iii) Fir alle (U, p) € D ist
fop™ i p(U) =R

eine C'-Abbildung.

Erinnerung: Es sei W C R" offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung f : W — R™
heifit regulér, falls fur alle z € W die Ableitung D f(x) maximalen Rang hat, das heifit

n falls n <m,

m  falls n > m,

Rang Df(z) = {

gilt.

(5) Glatte Untermannigfaltigkeiten von R"

(a) Beweisen Sie, dass fir M C R", p € M und [ < n die folgenden Aussagen
aquivalent sind.



(i) Es existiert eine offene Umgebung W von p und eine glatte regulare Funk-
tion g : W — R™ ! mit

MnOW={zeW|g(zx)=0}

(ii) Es existiert eine offene Umgebung W von p, eine offene Menge U C R!, eine
glatte Funktion f : U — R"! und eine Permutation P : R® — R" mit

MAW = P{(z, f(z)) | z € UY.

Es sei I <nund M C R", sodass fiir alle p € M eine der beiden dquivalenten
Bedingungen aus (a) gilt. Zeigen Sie, dass M ausgestattet mit der Unterraum-
topologie eine [-Mannigfaltigkeit ist.

Es sei Dgn die iibliche glatte Struktur des R™ und es seien [ < n und M C R”
wie in (b). Eine Karte (U, ¢) € Dgn heiit [-Schnitt fir M, falls

UNM={zeU]|p)=...=¢), =0}

Ferner sei
m:R* =R (2. 2™) = (2f, ..., 2.

Zeigen Sie, dass M ausgestattet mit der Unterraumtopologie und der von dem
Atlas

{(Uﬂ M,?TO 90|UQM) | (U, (p) € DRn ist {-Schnitt fir M}

erzeugten differenzierbaren Struktur eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

Es sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit und es seien (U, ¢) und (V, ¢) Karten mit

lokalen Koordinatenfunktionen !, ... 2" bzw. 3%, ..., y". Beweisen Sie, dass fiir
peUNV gilt
0 0 0 o . 0
o |, = 0w | V) o | TP 5
p p Y p Y p

Bemerkung: Etwas kompakter lasst sich diese Identitét fiir die induzierten Vek-
torfelder schreiben. Auf U NV gilt dann namlich

0 oo
ozt Oxi oy’

Auf R? seien die glatten Karten
idge : RZ 5> R%, v — v
mit Koordinatenfunktionen z,y (Standardkoordinaten) und
R?\ {(2,0) | 2 <0} — (0,00) x (—m,7), (rcosp,rsing) — (r,¢)

mit Koordinatenfunktionen r, ¢ (Polarkoordinaten) gegeben. Driicken Sie die

Vektoren 8%, a% beziiglich der Basis %, % aus und umgekehrt.
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(c) Auf R? seien die glatten Karten
idge : R* 5 R* v
mit Koordinatenfunktionen x,y und
R? — R? (2,9) > (z,y + 2°)
mit Koordinatenfunktionen z,j gegeben. Zeigen Sie, dass im Punkt p = (1,0)
gilt
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Bemerkung: Dieses Beispiel zeigt, dass die induzierte Basis im Tangentialraum
stets von der kompletten Karte und nicht nur von einzelnen Koordinatenfunk-
tionen abhangt.



