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(1) Sei R der Mengenring der Figuren auf R und die Abbildung p : R — [0,00) sei
definiert durch

1, es existiert ein € > 0 mit (0,¢) C A,

pM%Z{
0, sonst.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Fiir paarweise disjunkte Mengen Ay,..., A, € R gilt die Gleichheit

p (leAj) = ép(Aj)-

b) Die Abbildung p ist nicht o-additiv.

(2) Zeigen Sie, dass die im folgenden gegebenen Funktionen f Lebesgue-integrierbar auf
der jeweiligen Menge S sind und [, f(z) d\(z) = 0.

a) Die Funktion f: R — R sei definiert durch

L, 2 e0,1]NnQ,
J(@) = {O, sonst.

b) Die Funktion f : R — R sei definiert durch

f@%:{x,xEMHﬂQ,

0, sonst.

(3) Es sei eine stetige und Lebesgue-integrierbare Funktion f : R — R gegeben. Zeigen
Sie, dass im allgemeinen die Aussage lim f(x) = 0 nicht gilt.
T—r 00

Bitte wenden.



(4) Zeigen Sie, dass C.(R) := {f : R — R | f ist stetig und hat kompakten Triger}
dicht in £}(R) liegt, dass also fiir jedes f € L}(R) und jedes ¢ > 0 ein g € C.(R)

existiert, mit

[15@) - g do <=

Erinnerung: Man sagt eine stetige Funktion f hat kompakten Tréger, falls die Menge

supp(f) == {z € R | f(x) # 0}

kompakt ist.
Hinweis: Uberlegen Sie sich, warum es ausreicht die Aussage fiir Indikatorfunktionen
von abgeschlossenen Intervallen zu beweisen.

Zusatz

Die Cantormenge C' entsteht aus dem Intervall [0, 1], indem zun&chst das offene mittlere
Drittel herausgenommen wird, aus den zwei verbleibenden Intervallen wieder jeweils das
offene Drittel herausgenommen wird, usw., also

C=1[0.1]\ ((%g) U (%g)u(g§>u>

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Die Menge C ist eine Lebesgue Nullmenge.

o0

b) Die Menge C' besteht genau aus den Punkten a € Rmit a = Y a;377 mit a; € {0,2}.

Jj=1

¢) Die Menge C' ist iiberabzéhlbar.



