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Weihnachtszettel

(1) Der Fredholm-Operator mit Kern k(s, t) ist definiert durch

Tf(s) :=

b∫
a

k(s, t)f(t) dt.

(a) Sei k ∈ C([a, b]× [a, b]). Bestimmen Sie die Norm von T : C([a, b])→ C([a, b]).
(b) Sei g : [a, b]→ R und k : [a, b]× [a, b]→ R stetig und

M(k) := sup
s∈[a,b]

b∫
a

|k(s, t)| dt < 1.

Dann hat die Gleichung (Id−T )f = g eine eindeutig bestimmte stetige Lösung.
(c) Hat die Gleichung in (b) für beliebiges stetiges k eine Lösung?

(2) Bestimmen Sie das Spektrum der folgenden Operatoren

(a) T : C(K) → C(K), Tf(s) := sf(s), wobei K ⊂ C eine nichtleere kompakte
Menge ist.

(b) T : `p → `p, T (x) := (αkxk)k∈N, wobei 1 ≤ p ≤ ∞ und α = (αk)k∈N ∈ `∞.

(3) Der Links-Shift Sl : `p → `p ist definiert durch Sl(x) := (x2, x3, . . . ), wobei 1 ≤ p ≤
∞. Bestimmen Sie das Spektrum von Sl.
(Hinweis: Suchen Sie Eigenfunktionen!)

(4) Jede kompakte, nichtleere Teilmenge K ⊂ C ist Spektrum eines beschränkten Ope-
rators T : `2 → `2.

(5) Sei (C([a, b]), ‖ · ‖∞) der komplexe Vektorraum der komplexwertigen stetigen Funk-
tionen auf dem Intervall [a, b] und

T : D(T )→ C([a, b]), T f(t) := f ′(t) für a ≤ t ≤ b.

Bestimmen Sie das Spektrum von T für die folgenden Definitionsbereiche:



(a) D(T ) := C1([a, b]).

(b) D(T ) := {f ∈ C1([a, b]) : f(a) = 0}.
(c) D(T ) := {f ∈ C1([a, b]) : f(a) = f(b)}.

Hinweis: Bei (T − λ)f = g handelt es sich um eine inhomogene, lineare Differential-
gleichung.

(6) Sei X ein Banachraum, Z ⊂ X ein dichter Unterraum und T ein linearer Operator
von Z in einen Banachraum Y . Dann gibt es genau eine stetige Fortsetzung T̃ von
T auf X.

(7) Sei 1 ≤ p < ∞ und A ⊂ `p. Dann ist A genau dann relativ kompakt, wenn A
beschränkt ist und

lim
n→∞

sup
x∈A

(
∞∑

k=n

|x(k)|p
) 1

p

= 0.

(8) Es sei X ein Banachraum und T ∈ L(X) mit ‖T‖ ∈ σ(T ). Dann gilt ‖Id + T‖ =
1 + ‖T‖.
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