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Aufgabe 1 (12 Punkte)

Die erste Aufgabe beschéftigt sich mit einer Beschreibung der reellen Zahlen durch gewisse
Abbildungen von Z nach Z.
Sei dazu

E:={f:7Z — Z| es existiert C mit |f(n) + f(m) — f(n+m)| < C fir allen,m € Z }
und
B:={g:7 — 7| es existiert D mit |g(n)| < D fiir alle n € Z}.
Fiir eine reelle Zahl o € R sei f, : Z — 7Z gegeben durch
fa(n) := [nal,

wobei | -] die Gaukklammer oder Abrundungsfunktion ist, d.h. fiir x € R ist |x] die grofste
ganze Zahl n € Z, so dass n < x.
Zeigen Sie zunéachst die folgenden Aussagen.

(a) Es gehort f, zu F fiir jedes o € R.
(b) Sei f € E. Es existiert ein C' > 0 mit |f(nm) — mf(n)] < Cm fir alle n,m € N.

Insbesondere gilt
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(¢) Fiir g € E konvergiert die Folge (£g(n)) gegen ein a(g) € R.
Sei also fiir g €

a(g) :== lim lg(n)

n—oo M,



Zeigen Sie im weiteren die folgenden Aussagen.

(d) Es gilt g — fo(g) € B fiir alle g € E.

(e) Es gilt f, — fs € B genau dann wenn a = (3 gilt.

(f) Sind f,g in E, so gilt f — g € B genau dann, wenn «(f) = «a(g) gilt.
Zeigen Sie:

(g) Auf der Menge E ist eine Aquivalenzrelation gegeben durch ~ mit

f~g:=f—-g€B.
Die Aquivalenzklasse [f] von f ist die Menge aller g, die zu f dquivalent sind, d.h.
f1={9€E]|f—-g€ B}
Die Menge aller Aquivalenzklassen wird mit £/ bezeichnet, d.h.
Ef.=A{lf11feE}
(h) Beweisen Sie, dass die Abbildung
JR—=E/., B[]
bijektiv ist und ihre Umkehrabbildung gegeben ist durch

K:E/.—=R, [g]+ alg).

Die Abbildungen J und K sind gut mit den Rechenoperationen auf R vertriglich. Zeigen
Sie dazu:

(i) Es gilt a(f + g) = a(f) + a(g) fir alle f,g € E.
(j) Es gilt a(fog) =al(f) - alg) fir alle f,g € E.
(k) Beweisen Sie:

(k1) Seien f,g € E. Dann folgt aus a(f) > a(g) die Existenz von ng, so dass f(n) >
g(n) fir alle n > ng. Andererseits falls ein ng existiert, so dass f(n) > g(n) fur
n > ng, dann gilt a(f) > a(g).

(k2) Seien f,g € E. Dann gilt a(f) > a(g) dann und nur dann wenn fiir alle ' € [f],
g € [g] ein ny existiert so dass f'(n) > ¢'(n) fiir n > no.

Hinweis:
Natiirlich konnen Sie zum Losen eines Teiles der Aufgabe die vorher bewiesenen Aussagen
verwenden.



Aufgabe 2 (10 Punkte)
In dieser Aufgabe geht es um Implikationen von der Konvergenz von Folgen auf die Kon-
vergenz gewisser Mittel. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Sei (z,) eine konvergente Folge. Dann konvergiert auch die Folge (#F22tedn) jhyer
arithmetischen Mittel und besitzt den gleichen Grenzwert wie (z,,). Entsprechendes
gilt fiir bestimmt divergentes (z,,).

b) Sei (z,) mit z,, > 0 eine konvergente Folge. Dann konvergiert stets auch die Folge
( g g g g
(ﬁ) ihrer harmonischen Mittel und besitzt den gleichen Grenzwert.
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(c) Sei (x,) mit x, > 0 eine konvergente Folge. Dann konvergiert stets auch die Folge
(/x 5. .x,) ihrer geometrischen Mittel und besitzt den gleichen Grenzwert.

(d) Es sei fiir alle n € N stets x,, > 0. Konvergiert die Folge (.*-), so konvergiert auch
die Folge ({/x,) und besitzt den gleichen Grenzwert.

(e) Geben Sie jeweils ein Beispiel dafiir an, dass die Konvergenz der urspriinglichen Folge
nicht aus der Konvergenz der harmonischen/geometrischen Mittel folgt.

Berechnen Sie die Grenzwerte der angegebenen Folgen:
@ (/).
® (35)

Hinweis:

Zum Beweis von (b) kénnen Sie (a) nutzen.

Zum Beweis von (c) kénnen Sie (a) und (b) nutzen oder Sie kénnen &hnlich wie im Beweis
von (a) verfahren.

Zum Beweis von (d) kénnen Sie (c) nutzen.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Menge

[J{0.1} :={f:N—{0,1}}
=1
uberabzahlbar ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Skizzieren Sie die folgende Menge komplexer Zahlen in der Gaufs’schen Zahlenebene
{z€C||2| <4, |24+2i|>2, |z24+2—2] >4 —2V2, |z —2—2i| >4 — 22}
U{ze€C ||z >4, Imz>—2Rez—8 Imz < —JRez+4, Rez <0, Imz > 0}
UWzeC||lz+8—-8i| <1}U{—-2+2i, 2+ 2i}



Aufgabe 5 (4 Punkte)
Malen nach Zahlen:

(a) Ignorieren Sie die Zahlen auf der Zeichnung und férben Sie die Fldchen mit vier
Farben, so dass zwei aneinandergrenzende Flachen nie die selbe Farbe besitzen.
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(b*) Beweisen Sie (ohne Zuhilfenahme computeralgebraischer Mittel!), dass eine solche
Farbung fiir ein beliebiges "Malen nach Zahlen“ Bild mdglich ist.
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