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(1) Seien positive kompakte Operatoren S und T und 1 < q ≤ 2 ≤ p <∞ mit 1
p
+ 1

q
= 1

gegeben, so dass Sp und T q Spurklasse-Operatoren sind. Zeigen Sie:

(a) 〈S2e, e〉 p
2 ≤ 〈Spe, e〉, wobei e ∈ H mit ‖e‖ = 1. Hinweis: Stellen Sie S als Dia-

gonaloperator dar und nutzen Sie, dass die Funktion t 7→ t
p
2 konvex ist.

(b) Sei (en) eine ONB in H und Tx =
∑

n λn〈en, x〉en, dann gilt für alle n ∈ N

〈|ST |en, en〉 ≤ 〈|ST |2en, en〉
1
2 ≤ λn〈Spen, en〉

1
p .

Hinweis: Nutzen Sie (a) und die Cauchy-Schwarz Ungleichung.

(c) Es gilt ST ∈ C1 und

tr(|ST |) ≤ (tr(Sp))
1
p (tr(T q))

1
q .

Hinweis: Nutzen Sie (b) und die Hölder-Ungleichung für Folgenräume.

(2) Sei 1 < p ≤ 2 ≤ q < ∞ mit 1
p

+ 1
q

= 1. Zeigen Sie, dass für S ∈ Cp und T ∈ Cq die
Hölder-von Neumann Ungleichung

|tr(ST )| ≤ ‖S‖p‖T‖q

gilt.

(3) Sei 1 < p ≤ 2 ≤ q < ∞ mit 1
p

+ 1
q

= 1. Zeigen Sie, dass durch φT := tr(ST ) für
T ∈ Cp alle stetigen Linearformen auf Cq gegeben sind.
Hinweis: Nutzen Sie für die Surjektivität, dass für φ ∈ (Cq)′ die Einschränkung von
φ auf C2 ebenfalls stetig ist und nutzen Sie als Testfunktionen T = |S|p−1QU∗, wo-
bei S = U |S| und Q eine beliebige endlichdimensionale Projektion ist, die mit |S|
kommutiert.



(4) Sei T ein kompakter Operator auf dem Hilbertraum H. Die n-te Approximationszahl
ist definiert durch

an(T ) := inf ‖T − F‖

wobei das Infimum über alle F mit dim Bild(F ) < n gebildet wird. Zeigen Sie, dass

sn(T ) = an(T )

für alle n ∈ N gilt.
Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass an(RTS) ≤ ‖R‖an(T )‖S‖ für beschränkte Ope-
ratoren R, S. Ausgehend von der kanonischen Darstellung Tx =

∑
n sn〈en, x〉fn de-

finiere man die Operatoren U : H → `2, x 7→ (〈en, x〉)n, V : H → `2, x 7→ (〈fn, x〉)n

und D : `2 → `2, (ξn) 7→ (snξn). Dann gilt

an(T ) ≤ an(D) ≤ sn(T ) ≤ an(T ).
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