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(1) Es seien Mafe pu,, n € N auf einen messbaren Raum (X, .A) gegeben. Zeigen Sie,
dass durch p(A) := lim p,(A) ein Mak definiert wird, falls p,, < p,.1 fiir allen € N
n—oo

gilt.
Hinweis: Es gilt p, < p,.1, falls fiir alle A € A die Ungleichung p,,(A) < pin11(A)
gilt.

(2) Gegeben seien Mafe p,, n € N auf einen messbaren Raum (X, .A). Zeigen Sie fiir
beliebige a,, > 0, n € N, dass > a, -y, ein Mak bildet.

neN

(3) Zeigen Sie, dass jede abzdhlbare Teilmenge von R eine Borelmenge ist. Untersuchen

Sie die Funktion
x, r € Q,
f(z) =
0, r € R\Q,
auf Messbarkeit.

(4) Betrachten Sie die reelen Zahlen R ausgestattet mit der Borel o-algebra B(R). Fiir
eine Folge x, € R, n € N definieren wir die Abbildung x : B(R) — [0, 00] durch
=Y. 0, wobei

neN

1
5y (A) = { o wmed Ac B(R).
0, sonst,

(a) Wann gilt fiir beschrinkte Intervalle I C R, dass u(I) < oo?

(b) Welche Eigenschaften muss die Folge (x,)nen besitzen damit p o-endlich ist?
Hinweis: Ein Mafs p heift o-endlich, falls messbare Mengen A, € B(R), n € N
existieren mit R = UpenA, und u(A,) < oo.

Zusatz
Die Cantormenge C' entsteht aus dem Intervall [0,1], indem zunéchst das offene



mittlere Drittel herausgenommen wird, aus den zwei verbleibenden Intervallen wieder
jeweils das offene Drittel herausgenommen wird, usw., also

C:=[0,1] \ ((%g) U (%%)u(g,g)u...)

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
a) Die Menge C ist eine Lebesgue Nullmenge.
b) Die Menge C' besteht genau aus den Punkten ¢ € R mit a = Y ;377 mit
=1

J
Q5 S {0, 2}
¢) Die Menge C' ist iiberabzéhlbar.



