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(1) Sei A € L(H) ein normaler Operator im Hilbertraum H. Zeigen Sie:
(a) Ist A" kompakt fiir ein m € N so ist A kompakt. (Hinweis: Induktion || A% z|| =
I(A*)>" A%z ])).
(b) Ist A™ kompakt fiir ein n € N, so ist A kompakt.
(c) Es gibt nicht-kompakte Operatoren A € L(H), fiir die A% normal und kompakt

1st.

(2) Zeigen Sie, dass es zu jedem positiven Operator T € L(H) einen eindeutigen, po-
sitiven Operator S gibt mit der Eigenschaft S? = T. (Hinweis: Nutzen Sie, dass es
eine Folge von Polynomen (p, ) mit positiven Koeffizienten gibt, so dass (p,) auf dem

Intervall [0, 1] gleichmiifig gegen die Funktion ¢ — 1 — (1 — ¢)2 konvergiert.)
(3) Sei Sp : C; — C linear. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(a) Sp(U*TU) = Sp(T) fitir U unitédr und T € C;.
(b) Sp(T*T) = Sp(TT*) fiir alle T € Cs.
(¢) Sp(AB) = Sp(BA) fiir alle A € L(H) und B € C;.

(Hinweis zu (a): Aus Aufgabe (2) folgt, dass man jeden positiven Operator als endliche
Linearkombination unitédrer Operatoren schreiben kann.)

(4) Sei tr: C; — C die Spur. Zeigen Sie:

(a) Ist (A,) eine Folge positiver, beschrénkter Operatoren mit A, A im Sinne
der starken Konvergenz, so gilt tr(A,) /" tr(4,).

(b) Ist A € £(H) und B € Cy, so gilt [tr(AB)| < ||A|tr(|B)).



