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Vorbemerkung: Zwei kleine Rechnungen

Eine Rechnung

Der Kurs wird mit 8 Leistungspunkten (LP) gewertet. Jeder Leistungs-
punkt entspricht 30h Arbeit. Damit geht es um

240h Arbeit
Davon gehen ab:
—90h (6 h Vorlesung und Ubung in 15 Wochen)

—40h (1 Woche Priifungsvorbereitung).

Damit verbleiben noch 110 h Arbeit. Auf 15 Wochen verteilt bedeutet
dies ca.
7 h Arbeit/ Woche

also
1 h Arbeit / Tag.

Eine andere Rechnung

Der Stoff der ersten drei Semester wurde beginnend mit Newton und
Leibniz um 1670 bis etwa 1920 entwickelt. Es handelt sich also um

250 Jahre Entwicklung.

Bei 45 Wochen fiir die ersten drei Semester, wird also in einer Woche
Vorlesung etwa

5 Jahre Entwicklung ~ 260 Wochen
behandelt.
Folgerung

Es muss gearbeitet werden!



KAPITEL 1

Metrische Ridume und topologische Grundbegriffe

Bisher haben wir Analysis (Grenzwert, Konvergenz, Stetigkeit, Diffe-
renzierbarkeit) auf R betrieben. Tatséchlich interessiert man sich oft fiir
allgemeinere Situationen. Dabei geht es dann zum Beispiel um (Teil-
mengen) von

o KN = {(z1,...,2n) | 2; e K} ={z: {1,..., N} = K} wobei
K —R,C

o MN*N = Nx N-Matrizen iiber K.

o P={r:N-— K| |z;]* < oo}

Will man auf diesen Mengen Grenzwerte zu untersuchen bzw. Analysis
betreiben, so erweist sich das Konzept der Metrik als grundlegend.

1. Metrische Riaume

In diesem Abschnitt geht es um Metrik. Das Konzept der Metrik gibt
einen quantitativen Abstandsbegriff. Mit diesem Abstandsbegriff kann
dann Konvergenz und damit Stetigkeit gefasst werden.

Der Abstand zwischen zwei Punkten sollte folgende Eigenschaften ha-
ben: Zeichnung.

e Hin- und Riickweg sind gleich lang,
e Umwege verldngern den Weg,
e Verschiedene Punkte haben eine positive Entfernung.

Eine prézise Fassung gibt folgende Definition.

DEFINITION. Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d: X x X — [0,00) fiir die gilt:
(M1) d(z,y) = d(y, x) fir alle z,y € X (Symmetrie)
(M2) d(z,y) < d(z,z)+d(zvy) fir alle z,y, z € X. (Dreiecksunglei-
chung)
(M3) d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y (Nichtausgeartet)

Ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und einer Metrik d auf

X heif3t metrischer Raum.

BEISPIEL. Ist (X, d) ein metrischer Raum und Y eine Teilmenge von
X, so ist auch (Y, d) ein metrischer Raum.

BEISPIEL. o Auf K definiert d(z,y) = |z — y| eine Metrik.
5



1. METRISCHE RAUME UND TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE

o AufZ" ist die Manhatten Metrik / Blockmetrik gegeben durch

N
d(z,y) = |z —yl.
j=1

(Zeichnung mit Blocken)
o Auf K ist die ¢! Metrik gegeben durch

n

di(z,y) = |aj —yl.

j=1
(Das verallgemeinert die Manhatten Metrik.)
o Auf K ist die /> Metrik gegeben durch
doo<xuy) = max{|:1:j - y]’ ‘ .] = 17 . ,N}
Die ¢P-Metrik

n 1/p
dp(z,y) == (Z |z; — ?Jj|p> :
=1

Die Dreiecksungleichung zu zeigen ist nicht trivial, wir zei-
gen sie spéter fiir p = 2. In der Ubung zeigen wir d,(x,y) —

oo (2, Y).-
e Sei M eine Menge. Auf

B(M)={f:M — K| f(M) beschriankt in K}
ist durch

zeM
eine Metrik gegeben. Das verallgemeintert die ¢>° Metrik auf
K (setze M ={1,...,N}).
e Auf beliebigem X ist die diskrete Metrik gegeben durch

1 fallsx#y
0 fallsz=9y

dD(‘%Z/) = {

e Sei A eine endliche Menge (Alphabet). Sei
Wy ={x: N — A} = {Folgen mit Werten in A}.

— Ist A das iibliche Alphabet mit Satzzeichen, so handelt es
sich bei W4 um die Menge aller 'Biicher’.

— Ist A ={U,C, A, G}, so handelt es sich bei W, um die
Menge aller (unendlichen) Gensequenzen.

— Ist A = {0,1}, so handelt es sich bei W, um die Menge
aller (unendlichen) Computerprogramme.
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Es definiert

d(v,w) =3 dD@(JQ); w(j))

j=1
eine Metrik auf W. Damit kann man dann den Abstand zwi-
schen zwei Genen oder zwischen zwei Biichern ;-) berechnen.
e X seien die Stddte in Europa
— d(z,y) = Autokilometer zwischen z und y ist eine Metrik
— d(z,y) = Preis fiir Direktflug von 2 und y ist in der Regel
keine Metrik.
e X scien die Personen auf Facebook und d(z,y) die Anzahl der
minimale Kontakte iiber die x mit y befreundet ist.

PrOPOSITION (Umgekehrte Dreiecksungleichung). Sei (X, d) ein me-
trischer Raum. Dann gilt

fiir alle x,y,z € X.

Beweis. Es gilt
d(z,y) < d(z,2) + d(z,y)
sowie nach Vertauschen von y und z
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).
Damit folgt die Aussage. O

Auf Vektorrdumen werden Metriken meist von Normen induziert. Eine
Norm liefert ein Konzept von Lénge eines Vektors. Normen stellen also
eine Verallgemeinerung der Betragsfunktion auf mehrdimensionale Si-
tuationen dar. Der Abstand zwischen zwei Vektoren ist dann die Léange
ihrer Differenz. Zeichnung.

DEFINITION. Ein Vektorraum iiber dem Kérper K (d.h. ein reeller oder
komplexer Vektorraum) ist eine Menge V' mit zwei Operationen + :
VxV =V (vyw)»v+wund - : KxV = V| (a,v) = aw, so
dass (V,+) eine abelsche Gruppe ist (d.h. Addition ist kommutativ,
assoziativ, ein neutrales Element und fiir jedes Element ein inverses
Element) und die Skalarmultiplikation ist assoziativ und distributiv
beziiglich der Addition und die Addition ist distributiv beziiglich der
Skalarmultiplikation.

BEISPIEL. o K% ist ein Vektorraum mit
r+y=(r1+vy,..., o8 +Yn)
und
ar = (axy,...,TN),

fir v = (x1,...,2n8), ¥y = (y1,---,yy) € KY und a € K.
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o *:={r:N— K| |r;]* < oo} ist ein Vektorraum mit

r+y=(r; +9yj)jeny und ax = (az;)jen
fir x = (z;),y = (y;) € > und o € K. (Zeige z +y € (* in
Ubung.)
e Fiir eine beliebige Menge M ist die Menge der Funktion
FM)={f: M — K} =M
ein Vektorraum mit f 4 ¢ und ag gegeben durch

(f +9)(m) = f(m) + g(m) und (af)(m) = af(m), meM
fir f,g € F(M), o € K. Der Raum der beschriinkten Funk-
tionen B(M) ist ein Unterraum von F(M). (Ubung)

Ende 1. Vorlesung
DEFINITION. Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K. Eine Abbil-

dung || - || : V — [0,00) heiBt Norm, wenn die folgenden Aussagen
gelten.

(N1) ||azx| = |af||z| fir alle & € K und z € V. (Homogenitét)
(N2) ||z 4+ y|| < ||z| + |ly| fiir alle z,y € V. (Dreiecksungleichung)
(N3) |lz|| = 0 genau dann, wenn x = 0. (Nichtausgeartet)

DEFINITION. Sei V' eine Vektorraum mit Norm || - ||. Dann heifit
dyy : V xV —[0,00), (v,w) = djy (v, w) := |lv — w]

die durch || - || induzierte Metrik.

BEISPIEL. e Auf V =K wird durch |- | eine Norm gegeben.

o Auf V = K¥ wird durch ||z||; := Zjvzl |z;| eine Norm, die
sogenannte ¢*-Norm definiert. Die induzierte Metrik ist die ¢!
Metrik.

e Auf V = K" wird durch ||z]e = max{|z;| : j = 1,...,N}
eine Norm definiert, die sogenannte />*°-Norm. Die induzierte
Metrik ist die /> Metrik.

PROPOSITION (Umgekehrte Dreiecksungleichung). Ist || - || eine Norm
auf V', so gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung

ezl =Nyl < llz =yl

Beweis. Das folgt unmittelbar aus ||z|| = dj.(z,0) und der entspre-
chenden Aussage fiir Metriken. O

Jedes Skalarprodukt liefert eine Norm (und damit eine Metrik). Dafiir
brauchen wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung.

DEFINITION. Sei V' eine Vektorraum. Eine Abbildung (-,-) : V xV —
K hei3t Skalarprodukt, falls

(S1) (x,y) = (y,x) fir alle z,y € V. (Antisymmetrie)
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(52) {ox + By, 2) = oz, y) + B(z, 2) und (z, ay + z) = alz,y) +
p{x z> fur alle a, f € K und z,y, z € V. (Sesquilinearitét)
(z,x) > 0und (z, z) genau dann, wenn x = 0. (Positiv definit)

(S3)

LEMMA (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Sei V' eine Vektorraum mat
Skalarprodukt (-,-). Dann gilt

[z, y)| < (2, 2)2 (y, y)

[SIE

fiir alle x,y € V.
Beweis. Seien z,y € V. Es gilt
0< (o +ay,z+ay) = (zv,2) + 2Rea(y. x) + [a[*(y,y), (%)

fiir alle o € K.

Falls (y,y) = 0, so gilt y = 0 nach (S3) und somit (x,y) = 0 nach (52).
Somit ist die Aussage klar.

Nehmen wir also an (y,y) > 0, dividieren in (*) und erhalten

(x,x) Rea(y, x) 9
- (v, y) . oy

Quadratisches Ergidnzen ergibt dann

2
o< loy BOf @a) P
ol vy Kyl
Da dies fiir alle a gelten soll, folgt mit o = g zi
pe lma) ol
(w.u) 10l
Damit folgt die gewiinschte Ungleichung. U

PROPOSITION. Sei V' eine Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann
18t
I-11:V — [0,00), [|z]| = {z,z)'/?
eine Norm.
Beweis. Wir zeigen die Dreiecksungleichung. Die iibrigen Aussagen
folgen einfach. Es gilt nach Cauchy-Schwarz Ungleichung:
lz+yl* = Nl + (@) + (. 2) + [yl
< ll® + 22yl + lyl®

= (=l + llyl)*
Das beendet den Beweis. O
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BEISPIEL. Bekannteste Metrik und Norm. Die euklidische Metrik
auf RY bzw. CV ist gegeben durch

N 1/2
da(z,y) = <Z |; — 3/]'\2> :

j=1
Sie wird durch das Standardskalarprodukt

N
<ZE, y> = Z ;Y
j=1

bzw. die dazugehorige Norm

N 1/2
|2 := (Z Ifffj|2>
j=1

BEISPIEL. Der Vektorraum /2. Wir betrachten die Menge
= {:U:N—>K’Z|arj|2<oo}.

Dann ist £ ein Untervektorraum des Raumes aller reell bzw. komplex-
wertigen Funktionen auf N. Fiir beliebige ,y € ¢? ist

o0
E :%'yj
j=1

induziert.

absolut konverent und durch
()= C, (x,9):= Za:jy_j
j=1

wird ein Skalarprodukt auf ¢2 definiert (siehe Ubung). Damit ist

- 1/2
2
el = (zw) e

eine Norm und

- 1/2
dg(l',y) = <Z |x]' - yj‘2> ) T,y € €2

j=1
die durch || - ||2 induzierte Metrik.

BEISPIEL. Sei C([a,b]) der Raum der stetigen Funktionen von [a, b]
nach R. Dann wird durch

(f,g) = / f(2)g(x)da

ein Skalarprodukt definiert, wobei das Integral, das Riemannintegral
ist. (Ubung)
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Metriken erlauben es, den Begriff der Konvergenz von Folgen zu defi-
nieren.

DEFINITION (Konvergenz im metrischen Raum). Sei (X, d) ein metri-
scher Raum. Eine Folge (z,,) in X heifit konvergent gegen z € X, wenn
gilt

d(zp,z) =0, n— oo.
Wir schreiben dann x,, — = oder lim,,_,o z,, = £ und nennen = Grenz-
wert der Folge (z,).

LEMMA (Eindeutigkeit Grenzwert). Sei (X,d) ein metrischer Raum
und (z,) eine konvergente Folge in X. Dann ist der Grenzwert von
(x,) eindeutig.

Beweis. Seien z,y € X Grenzwerte von (x,). Dann gilt nach (M2)
d(z,y) < d(z,z,) + d(z,,y) — 0. Damit folgt d(z,y) = 0 und somit
x =y wegen (M3). O

PROPOSITION (Stetigkeit von Metrik und Norm). Sei (X, d) ein me-
trischer Raum. Gilt x,, — x und y,, — y, so folgt d(x,,y,) — d(z,y).
Sei V' ein Vektorraum mit Norm || - || und zugehériger Metrik d. Gilt
Ty, — x S0 folgt ||z, || — ||z||.

Beweis. Das folgt jeweils aus der umgekehrten Dreiecksungleichung:
Zum ersten Punkt:

|d(xm yn) - d(l’, y)| = |d(xn7 yn) - d(xnu y) + d(In, y) - d(CL’, y)|
< |d(@n, yn) — d(zn, y)| + d(zn, y) — d(z, y)]
(Umgek. A-Ugl) < d(yn,y) + d(zp, ).

Zum zweiten Punkt: Nach der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt
Nzl = [l < [lzn — ]
Damit folgt die Aussage sofort. O

Ein niitzliches Konzept zur weiteren Untersuchung (und zur Visua-
lisierung von Konverenz) sind Kugeln und Umgebungen bzw. offene
Mengen.

DEFINITION (Kugel). Sei (X, d) metrischer Raum und = € X. Dann
heifit fiir » > 0

B(x) == {y € X | d(w,y) < r}
abgeschlossene Kugel um z mit Radius r und
Ur(z) :={y € X | d(z,y) <r}

offene Kugel um x mit Radius r.

Ende 2. Vorlesung
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BEISPIEL. e Sei R mit der Metrik d(z,y) = |xr — y| versehen.
Dann ist € R und r > 0 die Kugel U,(x) = (v — r,z + r).
Entsprechend ist B,(z) = [x — r, x + r]. (Zeichnung)

e Sei C mit der Metrik d(z,y) = |x — y| versehen. Dann ist fiir
z € Cund r > 0 die Kugel U, (z) gegeben durch den (offenen)
Kreis um z mit Radius r. Entsprechend ist B,(z) der volle
Kreis um z mit Radius r. (Zeichnung)

e Sei X = R? mit der Euklidischen Metrik dy versehen. Dann
ist fir x = 0 und r > 0 die Kugel U,(z) (B.(z) gegeben
durch den offenen (vollen) Kreis um 0 mit Radius r. (Vom
Standpunkt des metrischen Raumes aus, sind also R? und C
nicht zu unterscheiden.)

e Sei X = R? mit d = do. Dann ist fiir z = 0 und r > 0 die
offenen Kugel U,.(0) gegeben durch das Quadrat (—r, )%

e Sei X = R? mit d = dy. Dann ist fiir z = 0 und » > 0 die
offenen Kugel U, (x) gegeben durch ... (Zeichnung)

e Sei X eine beliebige Menge und d = dp. Dann ist fiir r = 1/2
die offene und die abgeschlossene Kugel gegeben durch {0}.

LEMMA. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,) eine Folge in X
und x € X. Dann gilt x,, — x genau dann, wenn es zu jeder offenen
nichtleeren Kugel K um x einng € N gibt mit x,, € K fiir allen > ng.

Beweis. Fine offene nichtleere Kugel um z hat die Form K = U,.(z)
mit r > 0. Damit folgt die Aussage sofort. O

Wir untersuchen nun Konvergenz in den oben gegebenen Beispielen.

BEeispiEL. Konvergenz in A. Sei A eine beliebige Menge mit der dis-
kreten Metrik dp. Dann gilt x,, — x genau dann, wenn ein N existiert
mit z,, = x fir alle n > N.

Konvergenz in Wy: Sei Wy = {z : N — A} wie oben mit der Metrik

Dann gilt z,, — = genau dann, wenn fir jedes k € N gilt x,, (k) — x(k)
beziiglich dp auf A (d.h. wenn fiir jedes k& € N schlieflich z,,(k) = x(k)
gilt).

Bew. = Sei k € N beliebig. Offenbar gilt

dp(x,(k), (k) < 2%d(x,, x).

Damit folgt die Aussage sofort.
<=: Betrachte L € N beliebig. Dann gibt es ein ny mit x,(k) = z(k)
fir alle k =1,..., L, falls n > Ny. Damit gilt dann fiir solche n

= dp(zn(k), z(k 2. dp(x,(k), z(k 1 1
d%x):; (ol <>:k§1 (all) ()Sk;?_’“:?’

Da L beliebig war, folgt die gewiinschte Konvergenz.
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Konvergenz in K". Sei (") = (xgn), . ,:L’g\?)) eine Folge in RY und
z = (x1,...,2y) € RY. Dann gilt:
L QPN xg.n) — x; fiir jedes j =1,...,N. (Bew: ...)

DI P :c;") — x; fiir jedes j =1,..., N. (Bew: ...)

™ B g e xg.”) — z; fiir jedes j =1,..., N. (Bew: ...)

Das ist kein Zufall. Es gilt vielmehr folgender bemerkenswerter Satz.

THEOREM (Aquivalenz aller Normen im KV). Ist || - || : KV — [0, 00)
eine Norm, so gibt es ¢, C' > 0 mit

[z]] < Cllzlly und [lz[]y < cf|z]]
fiir alle v € K.

BEMERKUNG. Es sind damit alle Normen im K" #quivalent in dem
Sinne, dass zu beliebigen Normen || - || und || - ||, Konstanten \, u > 0
existieren mit

|- lla < Al o
und
|- 1lo < pll - Il

Beweis. Wir zeigen zunéchst die erste Ungleichung: Sei (e;) die Stan-
dardbasis im K¥. Dann gilt also

N
r=(21,...,T,) = ijej.
j=1
Dann folgt

N N N
el = 1) wesl <D lzglllesll < C Lyl = Cllalh
j=1 j=1 j=1

mit
C:=max{|el] |j=1,...,N}.

Wir zeigen nun die zweite Ungleichung Ende 3. Vorlesung
[zl < cfjz]].
Wir nehmen an, dass sie nicht gilt. Dann existiert also zu jedem n € N
ein 2™ mit
2l > nlla®].
Ohne Einschrénkung gelte ||x,||; = 1 fiir alle n € N. Dann folgt also

1
ln]] < =
n

Damit folgt sofort
2™ — 0 beziiglich || - ||.
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Weiterhin sind wegen

N
1= 2™y =Y [l
j=1

die Folgen (xg-n))n fir jedes j € {1,..., N} beschrinkt. Daher konnen
wir nach Bolzano Weierstrass (BW) ohne Einschriankung annehmen,
dass x,, beziiglich || -||; konvergiert gegen ein x = (z1,...,2zy). (Genau-
er: (:c§”>)n beschrankt, also gibt es nach BW eine konvergente Teilfolge.
Ohne Einschrankung sei die Folge (xYl))n selber konvergent. Betrachte

nun (:z:g”))n Diese Folge ist beschrénkt. Also gibt es nach nach BW eine

konvergente Teilfolge. Ohne Einschrinkung sei die Folge (xgn))n selber

konvergent ...)
Dann gilt

N N
lelly =D lagl = lim [2§”] = lim [z, = 1.
j=1 Jj=1

Insbesondere gilt # # 0. Aus Stetigkeit der Norm, [|z(™]| — 0, der
schon bewiesenen Ungleichung |- || < C||-||; und ||z — z||; — 0 folgt
nun

0% ||z|| = lim ||z — z|| < C lim ||z™ — z||; = 0.
n—oo n—oo

Das ist ein Widerspruch. Somit folgt || - |1 < ¢|| - || fiir ein gewisses ¢. O

Wir kommen nun noch zu einem fundamentalen Konzept, das spéter
von grofler Bedeutung sein wird.

DEFINITION (Cauchy-Folge). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Fol-
ge (z,) in X heiBt Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein n. > 0
existiert mit

d(xp, zm) <€

fiir alle n,m > n,.

PROPOSITION. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist jede konver-
gente Folge eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei die Folge (x,) in X konverent gegen z. Es gilt

d(Tp, Tp) < d(x,, ) + d(x, z0).
Damit folgt die Aussage leicht. O
DEFINITION (Vollsténdigkeit). Ein metrischer Raum heifit vollstindig,
wenn jede Cauchy-Folge in ihm einen Grenzwert besitzt.

BEMERKUNG. Vollsténdigkeit hdngt von der Metrik ab und nicht nur
von der Topologie (sieche Ubung).

BEIsPIEL. Vollstidndige Raume.
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e Der Raum R mit der (euklidischen Metrik) d(z,y) = |z — y|
ist vollstandig. Bew. Analysis I.

e Die Raum C mit der (euklidischen Metrik) d(z,y) = |z — y|
ist vollstandig. Bew. Analysis I.

e Der Raum RY mit der Euklidischen Metrik ist vollstindig.
Bew: Sei (2(™) eine Cauchy-Folge beziiglich dy und 2™ =

(xgn), . ,xg\?)). Wegen

N 1/2
=< (Sl —elF) = e
k=1

ist dann ($§")) eine Cauchy-Folge in R fiir jedes j =1,..., N.
Damit existiert also nach dem im ersten Beispiel diskutieren
fiir jedes j =1,..., N ein z; € R mit x§~") — xz; € R d.h.

|:L‘§-n) —z;| = 0,n — oo.

Fiir x = (1,...,2y) gilt dann also

N 1/2
dy(x'™ ) = <Z (™ — :c,(gm)ﬁ) — 0,n — oo.
k=1

Damit konvergiert also (z,) gegen z.

Wichtig. Tatsichlich haben auf dem RY aufgrund des Sat-
zes von der Aquivalenz aller Normen alle von Normen induzier-
ten Metriken dieselben Cauchy-Folgen und dieselben konver-
genten Folgen. Insbesondere ist also der Raum R mit jeder
von einer Norm induzierten Metrik vollstandig.

e Der Raum CV mit der Euklidischen Metrik ist vollstéindig.
Bew. Wie fiir RV,

e Der Raum MY*¥ der N x N Matrizen iiber R (iiber C) ist
vollstindig beziiglich der durch die Norm (Ubung)

[A[}:= sup{[[Az]lz | ||z]ls < 1}

induzierten Metrik.

Beweis. Es handelt sich um den Vektorraum RY” auf dem alle
Normen dquivalent sind. Es reicht also zu zeigen, dass ||- || eine
Norm ist. Das folgt aus den Betrachtungen der Ubung. U

e Sei X eine beliebige Menge und dp die diskrete Metrik auf X.
Dann ist (X, dp) vollstdndig. Beweis. Sei (x,) eine Cauchy-
Folge. Dann gilt fiir alle gentigend grofien n und m dp(z,, ;) <
1/2. Damit gilt fiir alle gentigend grofien n und m also x,, =
Tm. Es gibt also ein x € X mit x,, = z fiir alle gentigend grofien
n. Damit folgt die Konvergenz von (z,,) gegen x. O
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e Sei A endlich und W der Raum der Worter iiber A4 mit der
Metrik d(z,y) = > 277, w Dann ist W vollsténdig.
Beweis. Sei (x,,) eine Cauchy-Folge. Wegen

dp(@0(5), 7 (7)) < 2d(0, Tm)

ist dann (z,(j)), fir jedes feste j € N eine Cauchy-Folge
beziiglich dp. Also existiert nach dem schon bewiesenen zu
jedem j € N ein z(j) mit

2 (j) = 2(J)-
Dann gilt also z,, — « fiir x : N — A, j — z(j). O

e (% ist vollstindig (Zusatzaufgabe in Ubung). Das bedeutet £2
ist ein sogenannter Hilbertraum.

e Sei M eine Menge. Dann ist der Raum B(M) der beschrénkten
Funktionen von M nach K mit der Supremumsmetrik

dos(f,9) = sup | f(m) — g(m)]

ist vollsténdig.

Beweis: Sei (f,) eine Cauchy-Folge. Offensichtlich konvergiert
fn punktweise gegen ein f : M — K. (Fir jedes v € M
konvergiert f,(z) gegen ein f(z), da (f,(x)) eine Cauchy-Folge
in K ist wegen |f,(x) — fi(2)] < doo(fn, frm).) Weiterhin ist
f beschriankt: Sei N, so dass doo(fn, fm) < 1, n,m > N und
setze C' = sup,cy |fv(2)]. Fiir z € X wéhle jetzt n = n, > N,
so dass |f,(z) — f(x)| < 1. Dann gilt fur alle x € M

[f(@)] < [f(2) = fal@)| + | fu(z) = fn(@)] + [fn(2) <24+ C.

Daraus folgt f € B(M). Es bleibt zu zeigen, dass doo(fn, f) —
0, n — oo. Fiir € > 0 wihle nun N, so dass doo(fn, frm) < €
und fiir x € M sei m, > N, so dass |f,, (z) — f(z)| < e. Dann
gilt fiir alle z € M

[f (@) = fal)] < [f(2) = fin, (@) + | fin, (2) = ful2)] < 2e.

e Der Raum der stetigen Funktionen C([a,b]) von [a,b] nach R
mit der durch die Norm || f[| = sup,epy |f(2)] induzierten

Metrik ist vollstandig (Ubung).

BEeispIEL. Unvollstindige Riume

e Das Interval (0, 1) mit der Euklidischen Metrik ist nicht vollstandig.
(Ubung: Finden Sie eine Metrik d auf (0,1), so dass (0,1)
vollsténdig bzgl d ist und eine beziiglich der Euklidischen Me-
trik in (0,1) konvergente Folge auch bzgl d konvergiert und
zwar gegen denselben Grenzwert.)

e Die Menge Q mit der Euklidischen Metrik ist nicht vollstandig.
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e Der Raum der stetigen Funktionen C([a,b]) von [a,b] nach
R mit der durch das Skalarprodukt (f,g) = fabf(a:)g(x)dx
induzierten Metrik ist nicht vollstindig (Ubung).

2. Etwas Topologie metrischer Riume

Neben dem Konzept der Kugel um einen Punkt gibt es auch noch das
Konzept der Umgebung eines Punktes, um die Ndhe zweier Punkte
zu untersuchen. Der Vorteil der Umgebungen iiber Kugeln liegt darin,
dass sie mit dem Anwenden von Funktionen besser vertréglich sind.
Es gibt nun Mengen, die Umgebung jedes ihrer Punkte sind. Solche
Mengen spielen eine besondere Rolle. Das untersuchen wir nun.

DEFINITION (Umgebung). Sei (X, d) metrischer Raum und =z € X.
Dann heifit eine Menge V' Umgebung von x, wenn ein r > ( existiert mit
U,(x) CV (oder dquivalent, wenn ein 7' > 0 existiert mit B,/ (x) C V.)

BEMERKUNG. Es ist also V Umgebung von z, wenn es eine Obermenge
einer Kugel um z ist, d.h. wenn um x herum noch etwas “Platz in V'
ist,,. Die Elemente von V' sind dann in gewisser Weise “nahe, an x.

BEISPIEL. In einem metrischen Raum sind U, (z) und B, (z) Umgebun-
gen von z fiir jedes r > 0.

DEFINITION (Offene und abgeschlossene Mengen). Sei (X, d) ein me-
trischer Raum. Dann heifit eine Teilmmenge U von X offen, wenn sie
Umgebung jedes ihrer Punkte ist d.h. wenn zu jedem z € U ein r, > 0
existiert mit U, () C U. Eine Teilmenge A von X heifit abgeschlossen,
wenn X \ A offen ist.

BEMERKUNG. Es ist NICHT so, daf} jede Teilmenge eines metrischen
Raumes genau eine der beiden Eigenschafen Offenheit bzw. Abgeschlos-
senheit haben muss.

e Es kann eine Teilmenge offen und abgeschlossen sein.
e Es kann eine Teilmenge weder offen noch abgeschlossen sein.

LEMMA. Jede offene Kugel ist in einem metrischen Raum ist offen.
Jede abgeschlossene Kugel ist abgeschlossen.

Beweis. Zur Offenheit von U,(x): Diese folgt aus der Dreiecksunglei-
chung: Ist y € U,.(z), so gilt d(y,z) < r. Damit folgt nach Dreiecksun-
gleichung/Zeichnung mit s := r — d(z,y) > 0 also

Us(y) € Up(x).

(Denn fiir v € Us(y) gilt d(v,z) < d(v,y) +d(y,z) < s +d(y,x) =r.)
Zur Abgeschlossenheit von B,.(z): Es ist die Offenheit des Komple-
mentes zu zeigen. Diese folgt wieder aus der Dreiecksungleichung: Sei

Ende 4. Vorlesung
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y ¢ B,(x). Dann gilt also d(z,y) > r. Damit gilt nach Dreiecksunglei-
chung / Zeichnung fiir s := d(z,y) — r also

Us(y) € X\ Br(x).

(Denn fiir v € Us(y) gilt d(v,z) > d(y,x) — d(v,y) > d(y,x) —s =r.)
Da y € X \ B,(x) beliebig war folgt die Behauptung. O

LEMMA (Charakterisierung Konvergenz). Sei (X, d) metrischer Raum,
(x,) Folge in X, x € X. Dann sind dquivalent:
(i) Es konvergiert (z,,) gegen x (d.h. lim, . d(x,,x) =0).
(ii) Fir alle € > 0 existiert ein n. € N mit x, € U(z) fir alle
n > ne
(i) Fiir jede Umgebung U von z existiert ein ny € N mit x,, € U
fir alle n > ny.
(iv) Fir jede offene Menge V- mit x € V existiert ein ny € N mit
Tn €V fiir allen > ny.

BEMERKUNG. e Alle vier Aussagen geben eine prézise Version
davon, dass die (x,) dem Punkt z beliebig nahe kommen, wenn
n beliebig grofl wird.
e Natiirlich kénnte man in (ii) auch U. durch B. ersetzen, da
U. € B. und B, /, C U, gilt.

Beweis. (iv) = (iii): Jede Umgebung von x enthilt eine offene Menge
Vmitz eV.

(ili) = (ii): Es ist U.(x) eine Umgebung von x.

(ii) = (i): Das ist klar nach Definition von d(z,z,) — 0 und U.(z).
(i) = (iv): Sei V eine offene Menge mit x € V. Dann existiert ein
e > 0 mit U.(x) C V. Wegen (i) gibt es ein n. > 0 mit d(x,, ) < ¢ fiir
n > n.. Dann gilt fiir solche n also

xn € U(x) CV.
Das beendet den Beweis. O

DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heifit die Familie
aller offenen Mengen auf X die durch d induzierte Topologie und wird
mit T = T; bezeichnet.

Das System aller offenen Mengen in einem metrischen Raum hat einige
bemerkenswerte Eigenschaften.

PROPOSITION. Sei (X,d) ein metrischer Raum mit von d erzeugter
Topologie T . Dann gilt:
(T1) Es gehoren O und X zu T.
(T2) Gehoren Vi,...,V, 2u T, so auch V = (\;_, V;. (“Endliche
Schnitte offener Mengen sind offen. )
(T3) Ist I eine Menge und gehoren V,, a € I, zu T, so auch
Uaer Va- (“Beliebige Vereinigungen offener Menge sind offen. ,,)



2. ETWAS TOPOLOGIE METRISCHER RAUME 19

Beweis. Die Eigenschaften (T1) und (T3) sind einfach nachzuweisen.
Nun zu (T2): Seien Vi,...,V, € T und V = "}_,Vj. Fiir x € V gilt
xeVfiralle j=1,...,n. Wegen V; € T existieren also r; > 0 mit
Uy, (x) C Vj. Sei

re=min{r; | j=1,...,n} > 0.
Dann gilt
Uix) € U, (@) €V,
fiir alle j = 1,...,n und daher
Uplz) C V.
Das beweist (T2). O

BEMERKUNG. e Ist X eine beliebige Menge und 7 ein Familie
von Teilmengen von X, die die Eigenschaften (T1), (T2)und
(T3) hat, so heiBt 7 eine Topologie und (X, 7) ein topologi-
scher Raum.

e Auf topologischen Rdumen kann man Konvergenz, Umgebung,
Stetigkeit etc. definieren. Im allgemeinen wird man aber nicht
mehr alles auf Folgen zuriickfithren kénnen, sondern wird so-
genannte Netze brauchen. Alle in dieser Vorlesung gegebenen
Formulierungen mit Folgen nutzen also die spezielle Struk-
tur eines metrischen Raumes. Die Formulierungen mit offenen
Mengen und Umgebungen sind auch im allgemeinen giiltig.
Daher riihrt auch ihre Relevanz.

e Im allgemeinen ist der Schnitt von abzédhlbar vielen offenen
Mengen nicht mehr offen. Bsp. Sei U,, = Uy /,,(0) in R mit der
Euklidischen Metrik. Dann gilt NU,, = {0}.

FOLGERUNG. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sind beliebige Schnitte
von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen.

Beweis. Das folgt durch Komplementbildung U
FOLGERUNG. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X abgeschlos-
sen und U C X offen. Dann ist U \ A offen und A\ U abgeschlossen.

Beweis. Esgilt UNA=UN(X\A)und A\U = AN (X \U). Damit
folgen die Aussagen dann aus dem schon bewiesenen. U

Eine Teilmenge eines metrischen Raumes ist im allgemeinen weder offen
noch abgeschlossen. Man kann aus einer Menge aber jeweils abgeschlos-
sene und offene Menge “machen,,.

DEFINITION. (X,d) ein metrischer Raum. Dann heifit

M° = U U

UCM,Uoffen
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das Innere (oder der offene Kern) von M und
M = ﬂ A
MCA, Aabgeschlossen
der Abschluss (oder die abgeschlossene Hiille) von M und
OM = M\ M°
der Rand von M.

BEMERKUNG. Es ist M° die grofite offene Teilmenge, die in M enthal-
ten ist (da Vereinigung von offenen Mengen offen sind.) Insbesondere
stimmt jede offene Menge mit ihrerem Inneren {iberein.

BEMERKUNG. Es ist M die kleinste abgeschlossene Menge, die M
enthélt. Insbesondere stimmt jede abgeschlossene Menge mit ihrer Hiille
iiberein.

BEMERKUNG. Es gilt (siehe Ubung):
M° = {xz € X | M ist Umngebung von z}
= {z € X | es existiert r, > 0 mit U, (x) C M}

=

= {z € X | jede Umgebung von x enthilt Punkt von M}
= {x e X | esgibt (z,) in M mit z,, — x}.

OM = {z € X |fiir jede Umgebung U von z gilt U N M # ()
und U N X \ M # 0}.

BEISPIEL. Betrachte K™ mit der Euklidischen Metrik und der indu-
zieren Topologie. Dann ist das Innere von B,(z) gerade U,(x) und der
Abschluss von U, (x) ist B,(x). (Ubung.)

BEISPIEL. Fiir jeden metrischen Raum gilt,
U,(x) € B,(2)°,
(da U,(z) offen ist) und,

U (z) C By(z),
(da B,(z) abgeschlossen ist). Diese Inklusionen kénnen strikt sein! Bei-
spiele:
e X = abgeschlossene Einheitskugel in R?. Dann ist X = B;(0)
offen, also sein Inneres.
e X = abgeschlossene Einheitskugel in R? ohne eine punktierte
Umgebung von (1,0). Dann enthélt der Abschluss von Ui (0)
nicht den Punkt (1,0). Er gehort aber zu By (0).
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Sei R mit der durch die Euklidische Metrik erzeugten Topologie verse-
hen. Dann ist der Rand von Q gerade 9Q = Q \Q°=R\ 0 =R (Vgl.
Ubung).

Zum Abschluss noch eine praktische Charakterisierung von Abgeschlos-
senheit.

PROPOSITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A von
X st genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder (in X)
konvergenten Folge aus A wieder in A liegt.

Beweis. Sei A abgeschlossen und (z,) eine Folge in A mit z,, — x.
Zu zeigen: x € A. Wéare z nicht in A, so gehorte es zu der offenen
Menge X \ A. Damit wire also x,, fiir alle grofien n ebenfalls in X \ A.
Widerspruch.

Es habe A die angegebene Eigenschaft. Wir miissen zeigen, dal X \ A
offen ist. Sei x € X \ A beliebig. Zu zeigen: ein 6 > 0 existiert mit
Us(z)N A = ). Angenommen: Fiir jedes 0 > 0 gilt Us(z)N A # (). Dann
existiert also ein Folge () mit z,, € Uy/,(x) N A. Damit ist (x,) eine
Folge in A mit z,, — x. Aus der angegebenen Eigenschaft folgt x € A.
Das ist ein Widerspruch. U

3. Konvergenz und Stetigkeit

Mithilfe des Begriffes der Konvergenz konnen wir nun die Stetigkeit
von Abbildungen fassen. Darum geht es in diesem Abschnitt.

DEFINITION. Seien (X1,d;), (X3, ds) metrische Rdume und f : X; —
X5 eine Abbildung. Es heifit f stetig in x € X5, wenn fiir jede Folge
(x,) in X7 mit x,, — x beziiglich d; gilt f(z,) — f(x) beziiglich ds.

Kurzfassung: Es ist f stetig in x genau dann, wenn gilt: z, — r =
f(zn) = f(2).

LEMMA. Seien (X1,dy), (X2, ds) metrische Riume und f : X1 — X5
eine Abbildung und x € X;. Dann sind dquivalent: Zeichnung.

(i) Fliir jede Folge (x,,) in X1 mit x, — x gilt f(x,) — f(z).

(ii) Fir alle e > 0 existiert ein 6 > 0 mit f(Us(z)) C U(f(x)).
(Beachte: Es handelt sich um Kugeln in verschiedenen Rdum-
en!)

(iii) Fiir jede Umgebung V' wvon f(z) existiert eine Umgebung U
von x mit f(U) C V.

(iv) Fiir jede Umgebung V von f(z) ist auch (V) eine Umge-
bung von x. (Erinnerung: Das Urbild f~(V) von V unter f
ist gegeben als f~H(V)={x € X, | f(z) € V})

BEMERKUNG. e Alle vier Aussagen geben eine prézise Version
davon, dass Punkte nahe an = auf Punkte nahe an f(x) abge-
bildet werden.
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e In (ii) kann man natiirlich statt mit offenen Kugeln auch mit
abgeschlossenen Kugeln argumentieren.

e Die Formulierung in (iii) und (iv) nehmen keinen direkten Be-
zug auf eine Metrik.

e Die Formulierung (iv) zeigt die Niitzlichkeit des Umgebungsbe-
griffes im Vergleich mit dem Begriff der Kugel: Im allgemeinen
werden die (Ur)bilder von Kugeln auch fiir “schone, Funktio-
nen keine Kugeln sein. So sind schon bei linearen Funktionen
die Urbilder von Kugeln im allgemeinen Ellipsen, die keine
Kugeln sind.

Beweis. (iv) = (iii): Man kann U = f~!(V) setzen.

(ili) = (ii): Es ist U.(f(z)) eine Umgebung von f(:v) Daher existiert
nach (iii) eine Umgebung U von x mit f(U) C B.(f(z)). Da U Um-
gebung von x ist, existiert also ein ¢ > 0 mit Us(z) C U. Damit gilt
also

f(Us(z)) € f(U) € Uf(x)).

(il) = (i): Sei € > 0. (Z.z. dao(f(xy), f(x)) < e fiir grofie n.) Sei zu
diesem ¢ ein 6 > 0 gem#f (ii) gewéahlt. Wegen x,, — z existiert ein
ns € N mit dy(z,,z) < ¢ fiir alle n > ns. Damit gilt dann nach (ii)
do(f(xy), f(x)) < e fir n > n.

(i) = (iv): Sei V' eine Umgebung von f(z). Angenommen: Es ist
f~YV) keine Umgebung von x. Dann gilt also fiir kein § > 0 die
Inklusion Us(z) C f~(V). Daher gibt es also (mit § = 1/n) zu jedem
n € N eine z,, € Uy/p(2) mit f(x,) ¢ V. Dann gilt aber , — 2 und
f(z,) konvergiert nicht gegen f(z). Das ist ein Widerspruch. O

Stetigkeit ist vertraglich mit den “iiblichen,, Operationen.

PROPOSITION. Seien (X;,d;), j = 1,2,3, metrische Riume und f :
X1 — Xo, g: Xo —> X3 gegeben. Ist f stetig in x € X1 und g stetig
in f(x), soist go f: X1 — X3 stetig in x.

Beweis. Das folgt aus der Folgencharakterisierung der Stetigkeit wie
folgt: x, — x impliziert, f(x,) — f(z) (da f stetig in z) und das
impliziert g(f(x,)) — g(f(x)) (da g stetig in f(z)). O

PROPOSITION. Sei (X,d) ein metrischer Raum und f,g : X — C
seien stetig in x € X. Dann sind auch f+¢g: X — C und fg: X —
C stetig in x

Beweis. Das folgt sofort aus der Folgencharakterisierung der Stetigkeit.
O

PROPOSITION. Ist (X, d) ein metrischer Raum und sind f, g : X — R
stetig in ©x € X, so sind auch max{f, g}, min{f, g} und |f| stetig in
reX.
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Beweis. (Ubung) O

DEFINITION. Seien (X, d;), (X2, d2) metrische Raume und f : X; —
X5 eine Abbildung. Dann heifit f stetig, wenn es in jedem Punkt von
X stetig ist.

THEOREM (Charakterisierung Stetigkeit). Seien (X1, d;), (X, da) me-
trische Raume und f : X1 — Xy eine Abbildung. Dann sind dquiva-
lent:
(1) f ist stetig.
(ii) Die Urbilder offener Mengen unter f sind offen, d.h. fir jedes
V e Ty gehort f~1 (V) 2u T;.

BEMERKUNG. Dieser Satz allein rechtfertigt schon die Einfithrung des
Konzeptes der offenen Menge.

Beweis. (i) = (ii): Sei V € T3 beliebig und U := f~1(V). Zu zeigen:
U ist Umgebung von jedem x € U. Sei also x € U beliebig. Dann folgt
f(z) € V. Da V offen ist, ist es eine Umgebung von f(x) und damit
folgt nach (i) (und (iii) aus Lemma oben) die Existenz einer Umgebung
U, von z mit
fU) <V

Damit folgt also x € U, C U (nach Definition von U). Damit ist U
Umgebung von z.

(il) = (i): Zu zeigen: f ist stetig in jedem = € Xj. Sei also z € X;
beliebig. Sei V' eine Umgebung von f(x). Dann existiert also eine offene
Menge W mit

flx) e W C V.

Nach (ii) ist dann U := f~1(W) offen. Weiterhin gilt nach Definition
x € U. Damit ist also U eine Umgebung von z mit f(U) C W C V.
Also ist f stetig in = nach (iii) aus Lemma oben. O

BEISPIEL. Alle linearen Funktionen A : RY — R sind stetig. Bew.
Ubung.

Zum Abschluss des Abschnittes disktuieren wir noch eine Anwendung;:
Stetigkeit und Produktriume.
Seien (Xj,d;), j =1,..., N metrische Rdume und sei

XI:Xl X .. XXN:{(LCl,...,LCN) ‘ T EXj,jIL...,N}
ihr Produkt. Ahnlich wie man RY mittels der Euklidischen Metrik von

R metrisiert, kann man dann auch den Raum X metrisieren. So ist
zum Beispiel

Ende der 6. Vorlesung
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eine Metrik auf X. Es gilt dann offenbar

M = (xgn), e ,:EE\T,L)) —x=(r1,...,TN)
beziiglich d genau dann, wenn xg.")
Offenbar gilt fiir d die Gleichheit

d((@1, ... 2n), (W1, - un)) = [((di(zr, 1), - dv(@n, yw)
Allgemeiner kann man zu jeder Norm || - || auf RY eine Metrik e auf
X einfithren durch

(@, - an), (Y, - yn)) = [[((dizy, 1), - di (@, yw) |-
Aufgrund der Aquivalenz aller Normen im RV, gibt es dann fiir jede
Norm || - || Konstanten ¢, C' > 0 mit

cd S GH.” S cd.

Darum spielt es fiir die Untersuchungen von konvergenter Folgen bzw
Cauchy-Folgen keine Rolle, welche dieser Metrik wir tatsdchlich ver-
wenden.

— xj bzgl d; fir jedes j =1,..., N.

Esist (Ubung) (X, d) genau dann vollstéindig, wenn (X, d;) vollstindig
ist fiir jedes j =1,...,N.
Fiir Stetigkeit von Funktionen erhalten wir im Zusammenhang mit
Produktraumen folgendes:

Sei (Z,e) ein metrischer Raum und (X,d) der obige Produktraum.
Dann ist f : X — Z stetig genau dann, wenn aus xg-n)
1,...,N, folgt f((«\™,. ... 20)) = fz1, ... an)).

Esist f:Z — X, f(2) = (fi(2),..., fn(2)) genau dann stetig, wenn

jede einzelne Komponente f; : Z — X stetig ist.

—>l’j,j:

BEISPIEL. Ist (Z, ) ein beliebiger metrischer Raum, soist e : Zx 2 —
R stetig. (Bew. Die entsprechende Aussage fiir Folgenkonvergenz wurde
oben schon gezeigt.)

BEISPIEL. Es sind +: KxK — Kund - : K x K — K stetig. (Bew.
In der Folgencharakterisierung ist das schon bekannt).

Zum Ende des Kapitels fithren wir noch eine Notation ein, ndmlich
Grenzwerte.

Seien (X, d) und (Y] e) metrische Rdume und f : X — Y eine Funkti-
on. Seip € X und ¢ € Y. Dann hat f bei p den Grenzwert ¢ geschrieben
als

lim f(z) = q

T—p
genau dann, wenn gilt

e f(x,) — q fir jede Folge (z,) in X mit x, — p.
bzw. dquivalent, wenn gilt

e zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit e(f(z),q) < e fiir alle
x € U mit d(x,p) <.
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Offenbar ist dann also f stetig in p, genau dann wenn der Grenzwert
von f in p existiert.
Unter Umstédnden hat man es mit Funktionen zu tun, die in p nicht
definiert sind. Dann hat f auf in p den Grenzwert ¢, geschrieben

lim f(z) =g,

TP,TFP
falls
e f(x,) — q fir jede Folge (z,) in X \ {p} mit z,, — p.
bzw. dquivalent, wenn

e zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit e(f(z),q) < e fiir alle
z € X\ {p} mit d(x,p) <.

4. Kompaktheit

In diesem Abschnitt lernen wir ein fundamentales Konzept der To-
pologie kennen namlich das Konzept der Kompaktheit. Kompaktheit
ist eine ausgesprochen niitzliche Eigenschaft (verlangt aber eine etwas
abstrakte Definition).

DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K C M
heiBt kompakt, wenn jede Folge (z,) in K ein Teilfolge (x,,) besitzt,
die gegen einen Grenzwert aus K konvergiert.

BEMERKUNG. Das so definierte Konzept ist auch als Folgenkompakt-
heit bekannt. In metrischen Rd&umen stimmt es mit anderen Konzepten
von Kompaktheit iiberein (s.u.). Da uns nur metrische Rdume interes-
sieren, werden wir nicht zwischen Folgenkompaktheit und Kompaktheit
unterscheiden.

BEMERKUNG. Der Fall K = X in obiger Definition ist natiirlich moglich.
In “Anwendungen,, hat man es aber oft mit der Situation zu tun, dass
X nicht kompakt ist, man sich aber fiir die kompakten Mengen in X
interessiert.

BEISPIEL. Sei I = [a, b] ein abgeschlossenes beschrianktes Intevall in R.
Dann ist I kompakt. (Bew. Nach Bolzano/Weierstrass hat jede Folge
in I eine (in R) konvergente Teilfolge. Da das Intervall abgeschlossen
ist, liegt der Grenzwert der Teilfolge in 7).

BEISPIEL. Sei A eine abgeschlossene beziiglich der Euklidischen Metrik
beschrinkte Menge in K. Dann ist A kompakt. Das werden wir unten
genauer diskutieren. Hier weisen wir schon darauf hin, daf§ wir das
eigentlich kiirzlich mitbewiesen haben, als es um die Aquivalenz aller
Normen im K" ging.

Kompaktheit ist eine niitzliche Eigenschaft, wie die folgenden Resulta-
te zeigen. Diese Resultate haben wir fiir stetige Funktionen auf abge-
schlossenen beschréankten Intervallen in R schon untersucht. Die dort



26 1. METRISCHE RAUME UND TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE

gegebenen Beweise iibertrigen sich wortwortlich. Weil sie so schon sind,
geben wir sie hier noch einmal.

THEOREM. Sei (K,d) kompakter metrischer Raum und f : K — R
stetig. Dann nimmt f Minimum und Mazimum an.

Beweis. Wir behandeln nur das Maximum. (Das Minimum kann analog
behandelt werden.) Wihle eine Folge (z,,) in K mit

lim f(2,) = sup f(x).

n—oo zeX
(Hier ist apriori auch die bestimmte Divergenz gegen oo méglich.) Da
K kompakt ist, hat (x,) eine in K konvergente Teilfolge, d.h. es gibt
(2, )k und z € K mit x,, — x. Da f stetig ist, folgt dann

flw) = lim f(zn,) = sup f(z).

rzeK
Das beendet den Beweis. O

Ende 7. Vorlesung
THEOREM. Sei (K,d) ein kompakter metrischer Raum und (Y, e) ein

metrischer Raum und f : K — Y stetig. Dann ist f gleichmdfSig stetig
(d.h. fir alle € > 0 ezistiert ein § > 0, so dass fir alle x,y € K mit

d(z,y) <4 gilt e(f(x), f(y)) <e.)

Beweis. Angenommen f ist nicht gleichméfig stetig und sei ¢ > 0.
Dann existieren also zu jedem n € N Elemente x,,, y,, € K mit d(z,,y,) <
L und e(f(z,), f(yn)) > €. Da K kompakt ist, haben (z,), (y») eine
in K konvergente Teilfolge. Ohne Einschrankung sei (z,) konvergent
gegen x € K. Dann konvergiert auch (y,,) gegen z. Damit folgt dann

0= elf(x). f()) = lim e(f(x,). f(3)) > c.
Das ist ein Widerspruch. U

THEOREM. Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum und (Y, e) ein
metrischer Raum und f: K — 'Y stetig. Dann ist f(K) kompakt.

Beweis. Sei (y,) eine Folge in f(K'). Dann existieren x,, so dass f(z,) =
Yn, n > 1. Da K kompakt ist existiert eine konvergente Teilfolge (xy, ).
Da f stetig ist, konvergiert (y,,) = (f(z,,). Das heifit, f(K) ist kom-
pakt. Il

BEMERKUNG. (a) Das ist einer der beiden einzigen globalen Sétze iiber
stetige Funktionen. (b) Anders als bei den Betrachtungen zur Stetig-
keit, geht es hier um die Bilder (und nicht die Urbilder) von f.

PROPOSITION. Sei (X,d) metrischer Raum. Ist K C X kompakt und
A C K abgeschlossen, so ist A kompakt.
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Beweis. Sei (z,,) eine Folge in A. Dann ist (z,,) eine Folge in K. Daher
hat also (z,) eine in K konvergente Teilfolge. Da A abgeschlossen ist,
liegt der Grenzwert der Teilfolge sogar in A. O

PROPOSITION. Sei (X,d) metrischer Raum und K C X kompakt.
Dann ist K abgeschlossen.

Beweis. Sei (x,) eine Folge in K, die gegen x € X konvergiert. Auf-
grund der Kompaktheit enthélt (z,,) eine Teilfolge, die gegen ein y € K
konvergiert. Dann muss aber gelten z =y € K. O

BEMERKUNG. Als Konsequenz der beiden vorangehenden Propositio-
nen ist der Schnitt einer kompakten Menge mit einer abgeschlossenen
Menge wieder kompakt.

THEOREM (Automatische Stetitgkeit der Inversen). Sei (K, d) ein kom-
pakter metrischer Raum und (L, e) ein metrischer Raum und f : K —
L sei bijektiv und stetig. Dann ist die inverse Abbildung g = =1 :
L — K stetig.

Beweis. Zu zeigen g~'(U) offen fiir jedes offene U C K. Es reicht zu
zeigen: g~ !(A) abgeschlossen fiir jedes abgeschlossene A C K. Ist A C
K abgeschlossen, so ist A kompakt. Daher ist aufgrund der Stetigkeit
von f auch

g ' (A) = f(4)

kompakt, also nach vorheriger Proposition abgeschlossen. O

Wir kommen nun zur konzeptuellen Untersuchung und Charakterisie-
rung von Kompaktheit.

DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge B C X
(z.B. B = X) heifit total beschrinkt, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € N
und x1, ...,y € X (dquivalent z4,...,xy € B) existieren mit

N
BC | B.(z).
k=1

BEMERKUNG. e Statt mit abgeschlossenen Kugeln kénnte man
auch offenen Kugeln arbeiten.

e Wir wissen schon, dass jede Metrik d zu einer Metrik e &qi-

valent ist, in der der ganze Raum eine beschrinkte Menge ist

(ZB. e = 1%). Daher ist Beschréinktheit einer Menge keine

besonders kanonische Eigenschaft. Das Konzept der total Be-

schranktheit ersetzt das Konzept der Beschranktheit. Ist ein

Raum bgzl. zweier dquivalenter Metriken vollsténdig, so haben

beide Metriken dieselben total beschrinkten Mengen (s.u.).
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BEISPIEL. Total beschrinkte Mengen im K". Sei K¥ mit der Eu-
klidischen Metrik versehen. Dann ist ein B C K" genau dann total
beschrankt, wenn es beschrinkt ist.

Beweis. =: Sei B beschrénkt. Betrachte zu ¢ > 0 das Gitter I', :=
(0Z)N . Dann schneidet B aufgrund der Beschrinktheit (und des archi-
medischen Axioms) nur endllich viele Maschen des Gitters. Jede dieser
Maschen kann mit einer Kugel vom Radius Np iiberdeckt werden. Da-
mit folgt die gewiinschte Implikation (da ¢ > 0 beliebig klein gemacht
werden kann).

<=: Das ist klar. O

BEMERKUNG. Eine total beschréinkte Menge muss nicht vollstandig
sein. Bsp: (0, 1) mit der iiblichen Euklidischen Metrik.

Fiir die folgenden Betrachtungen werden noch zwei Stiicke Notation
von Nutzen sein.

NOTATION. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

e Ist (z,) eine Folge in X und B eine Teilmenge von X, so
sagen wir, dass in B unendlich viele Folgeglieder liegen, wenn
die Menge {n € N | z,, € B} unendlich viele Elemente hat.

e Ist B eine Teilmenge von X und sind U,, a € A, Teilmengen
von X so sagen wir, dass die U, die Menge B tiberdecken, wenn
B g UQGAUa gllt

Wir erinnern an den Satz von Bolzano/Weierstrass. Dieser besagt, dass
eine Menge [ in R genau dann beschrénkt ist, wenn jede Folge eine kon-
vergente Teilfolge hat. (Hier ist die schwere Richtung die eigentliche
Aussage des Satzes von Bolzano/Weierstrass und die andere Richtung
ist klar). Die total beschrinkten Menge lassen sich mit folgender Vari-
ante des Satzes von Bolzano/Weierstrass charakterisieren.

LEMMA (Charakterisierung total beschrénkt). Sei (M,d) ein metri-
scher Raum und B C M. Dann sind dquivalent:

(i) Es ist B total beschrinkt.
(ii) Jede Folge in B hat eine Teilfolge, die eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. (i) = (ii): Sei (x,,) eine Folge in B. Wir iiberdecken nun B
durch endlich viele Kugeln vom Radius 1. In einer von diesen Kugeln
miissen dann unendlich viele Folgeglieder von (z,,) liegen.

Bezeichne den Schnitt dieser Kugel mit B als B;. Wir iiberdecken nun
B; (das als Teilmenge des total beschrinkten B ebenfalls total be-
schrankt ist) durch endlich viele Kugeln vom Radius 1/2. Der Schnitt
einer dieser Kugeln mit B; muss dann unendlich viele Folgeglieder von
(x,) enthalten. Nenne diesen Schnitt Bs. Induktiv kénnen wir so eine
Folge von Mengen B,,, n € N, konstruieren mit
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L 32312237#12371
® sup, ,cp, d(z,y) =: diamB, < %,
e Jedes B, enthilt unendlich viele Folgeglieder.

(Vgl. Intervallhalbierungsverfahren zum Beweis des Satzes von Bolza-
no/ Weierstrass im ersten Semester). Aufgrund der dritten Eigenschaft
konnen wir dann eine Teilfolge (x,,, ) von (z,) konstruieren mit z,, €
By, fiir alle £ € N. Aufgrund der ersten beiden Eigenschaften handelt
es sich um eine Cauchy-Folge.

(ii) = (i): Angenommen B ist nicht total beschrénkt. Dann existiert
also ein ¢ > 0 so dass B nicht mit endlich vielen Kugeln mit dem
Radius ¢ iiberdeckt werden kann. Dann konnen wir induktiv eine Folge
(x,), n € N, in B von Kugelmittelpunkten konstuieren mit

ns1 ¢ | Be(n).

n = 1: Wahle z; beliebig.
n = n+1: Es wird B nicht von U}_, B.(x,,) tiberdeckt nach Annahme.
Die Elemente dieser Folge erfiillen

d(xp, x) > €
fiir alle n,k € N mit n # k. Daher kann diese Folge keine Teilfolge
haben, die eine Cauchy-Folge ist. Widerspruch zu (ii). O

Damit konnen wir nun Kompaktheit charakterisieren.

THEOREM (Charakterisierung Kompaktheit). Sei (X, d) ein metrischer
Raum und K C X. Dann sind dquivalent:

(i) Es ist K total beschrankt und vollstindig.
(ii) Jede Folge in K hat eine Teilfolge, die in K konvergiert.

Beweis. Das folgt leicht aus dem vorherigen Lemma.

(i) = (ii): Da K total beschrinkt ist, hat nach dem vorherigen Lem-
ma jede Folge in K eine Teilfolge, die Cauchy-Folge ist. Aufgrund der
Vollstédndigkeit von K konvergiert diese dann in K.

(ii) = (i): Nach (ii) hat insbesondere jede Folge in K eine Teilfolge, die
Cauchy-Folge ist. Daher ist nach dem Lemma also die Menge K total
beschriankt. Noch zu zeigen: K vollstindig. (Hier kommt das einzig
neue im Beweis, das nicht schon aus dem vorherigen Lemma folgt.) Sei
(x,,) eine Cauchy-Folge in K. Dann enthélt (x,,) nach (ii) eine gegen ein
x € K konvergente Teilfolge (x,, ). Damit ist (nach Standardschliissen)
die Folge (z,) selber konvergent gegen x. Denn es gilt

d(z,x,) < d(z,2p,) + d(Tn,, T0).

Es konvergiert nun (d(z, z,, )) gegen 0, da z,,, — = und es wird d(z,,, , z,,)
beliebig klein fiir k£, n grof}, da es sich um eine Cauchy-Folge handelt.
O
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Wir erinnern im Zusammenhang mit Vollstdndigkeit von Teilmengen
noch an folgenden Zusammenhang.

LEMMA. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Sei A eine Teil-
menge von X . Dann ist A abgeschlossen (in X ) genau dann, wenn der
metrische Raum (A, d) vollstindig ist.

Beweis. Sei A abgeschlossen. Sei (x,) eine Cauchy-Folge in (A, d).
Dann ist (z,) eine Cauchy-Folge in X. Damit konvergiert (z,) in X
gegen ein x. Da A abgeschlossen ist, gehort z zu A.

Sei (A, d) vollstandig. Sei (x,) eine gegen = € X konvergente Folge in
A. Zu zeigen © € A: Es ist (z,) eine Cauchy-Folge in X und damit
auch in A. Daher hat (x,) einen Grenzwert in A. Dieser muss dann mit
x libereinstimmen.

g

BriSPIEL. Kompaktheit in KV. In K" ist eine Menge total be-
schrinkt genau dann, wenn sie beschréankt ist. Sie ist vollstdndig, genau
dann, wenn sie abgeschlossen ist. Damit erhalten wir folgendes Resul-
tat: Ein K C K¥ ist kompakt genau dann, wenn es abgeschlossen und
beschréankt ist.

Eine Variante der Betrachtungen von R¥ fiihrt auf folgende Charakte-
risierung von Totaler Beschranktheit mittels Kompaktheit.

FOLGERUNG. Sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Sei A C
M. Dann sind dquivalent:

(i) A ist total beschrinkt.

(ii) Es ist A kompakt.

Beweis. Man sieht leicht, dass eine Menge A von X total beschréankt
ist genau dann wenn A total beschrénkt ist. Damit konnen wir wie
folgt weiterschlielen:

Ist A kompakt, so ist es also total beschriankt. Dann ist auch A total
beschrankt.

Sei umgekehrt A total beschrénkt. Dann ist auch A total beschrankt
(einfach) und vollsténdig (als abgeschlossene Menge eines vollsténdigen
Raumes). Daher ist A kompakt. O

DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge A in X heifit
relativ kompakt, wenn ihr Abschluss kompakt ist.

Wir kommen nun zu einer weiteren Charakterisierung von Kompakt-
heit. Diese ldsst sich auch fiir allgemeine topologische Rdume geben.

THEOREM. Sei (M,d) ein metrischer Raum und K C M. Dann sind
dquivalent:

(i) Jede Folge in K hat eine in K konvergente Teilfolge.
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(ii) Jede offenen Uberdeckung von K hat eine endliche Teiliiber-
deckung. (Das heifit: Zu allen U, a € A, offen mit K C UU,,
existiert N € N und aq,...,ay mit K C U;VZIU%. ) LK st
tiberdeckungskompakt”.

BEMERKUNG. Die Eigenschaft (ii) kann auch als Definition von Kom-
paktheit genommen werden. Man spricht dann von Uberdeckungskom-
paktheit (oder der Heine-Borel Eigenschaft). Der Satz besagt dann,
dass in metrischen Réumen Uberdeckungskompaktheit #quivalent zu
Folgenkompaktheit ist.

BEMERKUNG. In der Eigenschaft (ii) wird kein Bezug auf die Metrik
genommen sondern nur auf die erzeugte Topologie. Insbesondere haben
also zwei Metriken, die dieselbe Topologie erzeugen, dieselben kompak-
ten Mengen.

Beweis. (ii) == (i): Sei (z,,) eine Folge in K. Angenommen (x,,) enthélt
keine konvergente Teilfolge. Dann hat (z,,) also keinen Haufungspunkt.
Dann existiert zu jedem x € K also ein ¢, > 0 so dass in Uy, (x) nur end-
lich viele Folgeglieder liegen. Dann ist Us, () eine offene Uberdeckung
von K und hat also eine endliche Teiliiberdeckung

ng]_(pj), ] = 1,...,N.
Da jedes U(;pj nur endlich viele Folgeglieder enthélt, gibt es also insge-
samt nur endlich viele Folgeglieder. Das ist ein Widerspruch.
(i) = (ii): Sei Uy, a € A, eine offene Uberdeckung von K. Wir gehen
in drei Schritten vor.
Schritt 1: FEs gibt ein 6 > 0, so dass fir jedes x € K ein o, € A
existiert mit x C Us(x) C Uy, . 'Jede 6-Kugel liegt in einem U, .
Bew. Angenommen nein! Dann gibt es also zu jedem n € N (fiir § =
1/n) ein z, € K sodass Ujn(x,) nicht in U, enthalten ist fiir alle
a € A. Aufgrund von (i) hat (z,) eine konvergente Teilfolge. Ohne
Einschrankung sei z,, — = € K. Dann gibt es ein « € A mit x € U,.
Da U, offen ist, ist dann auch U, (x) C U, fiir ein geeignetes r > 0. Fiir
hinreichend grofie n ist dann aber d(z,,z) < r/2 und 1/n < r/2 also

Ul/n(xn) - UT/Q('TTL) C Ur($) C Ua'

Das ist ein Widerspruch zur Konstruktion der (z,).

Schritt 2: Zu § > 0 aus Schritt 1, gibt esein N € Nund xq,..., oy € K
mit K C U Us(x;).

Bew. Nach (i) und der Charakterisierung von Kompaktheit, ist K total
beschrankt. Damit folgt Schritt 2 (fir jedes 0 > 0).

Schritt 3: Es gilt (ii).

Bew. Seien 0 > 0 und z1,...,zy aus Schritt 2 gegeben. Dann gilt also

K C | Us()).

Jj=1
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Nach Schritt 1 ist jedes Us(x;) in einem U, enthalten und (ii) folgt. OJ

PROPOSITION. Seien (X,d) und (Y,e) metrische Riume und K C X
und L CY kompakt. Dann ist K x L C X XY kompakt.

Beweis. Sei (xp,yn) eine Folge in K x L. Dann ist (x,) eine Folge in
K. Damit hat (z,) eine in K gegen ein x € K konvergente Teilfolge
(2p, ). Dann ist (y,, ) eine Teilfolge in L. Daher hat es eine gegen ein
y € L konvergente Teilfolge (y,,,). Dann gilt

Ty, — ¢ und Yy, — V.

Damit konvergiert (z,,,,z,,) gegen (z,y) € K x L. O

BEMERKUNG. Alternativ hier noch ein Uberdeckungsbeweis: Sei W,,
v € I, eine offene Uberdeckung von K x L.

Der Beweis wird nun in drei Schritten gefiihrt. (Zeichnung)

Schritt 1: Es gibt zu jedem (z,y) € K x L ein «(x,y) € A und Umge-
bungen U,y von z und V{,,) von y mit

(z,y) € U(w,y) X V(fc,y) - Wb(ﬂcvy)‘

Bew. Das folgt aus der Uberdeckungseigenschaft unter Definition der
Produkttopologie. )
Schritt 2: Fiir festes © € K ist (Via,y))yer eine offene Uberdeckung von
Y. Also gibt es 1 (), ..., yn) (x) mit

L E Vap@) Y- U Vg @)

Setze nun
Uz = Uyn(@) N - NV Uy @)
Schritt 3: Aufgrund der Kompaktheit von K gibt x4, ..., z); in K mit

KCU,U...uU

TM

Damit iiberdecken dann die endlich vielen

Wb(l‘yyk(%)? ] = 1,...,M,k‘ = 1, e ,N(%j),
die Menge K x L.

5. Zusammenhang

In diesem Abschnitt diskutieren wir ein weiteres topologisches Konzept,
nédmlich Zusammenhang.

DEFINITION. Ein metrischer Raum (X, d) heifit zusammenhdingend,
wenn er nicht in zwei offene disjunkte nichtleere Teilmengen zerlegt
werden kann (d.h. wenn aus X = U UV mit U,V offen, UNV = ()
folgt U = X oder V = X). Eine Teilmenge A eines metrischen Raum-
es heifit zusammenhdngend, wenn (A, d) als metrischer Raum zusam-
menhédngend ist.
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Zeichnung.

BEMERKUNG (Erinnerung offene Mengen in Teilrdumen). Sei (X, d)
ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Ist dann U eine
Teilmenge des metrischen Raumes (A, d) so ist U offen (im metrischen
Raum (A, d)) genau dann, wenn es eine offene Menge U’ in (X, d) gibt
mit U = ANU’. Zeichnung.

(Bew. Es gilt offenbar

UAz) :={a€ Al|d(a,z) <r} =U(x)NA.
Damit folgt die Aussage leicht.)

Hier ist das Hauptergebnis iiber stetige Funktionen auf zusammenhéngen-
den Mengen.

THEOREM. Seien (X,d) und (Y,e) metrische Riume und (X,d) zu-
sammenhdngend und f : X — Y stetig, dann ist f(X) zusammenhingend.

Beweis. Seien U,V disjunkte offene Mengen in (f(X),d) mit UUV =
f(X). Dann sind aufgrund der Stetigkeit von f also

Ux == f7'(U), Vx:=f'(V)

offene disjunkte Mengen in X mit X = UxUVx. Da X zusammenhéngend
ist, folgt Ux = 0 oder Vx = (). Das liefert die Behauptung. O

BEMERKUNG. Wie wir schon erwéhnt hatten, gibt es eigentlich nur
zwei globale Sétze zu stetigen Funktionen. Diese besagen:

e Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt.
e Stetige Bilder zusammenhéngender Mengen sind zusammenhéngend.

BEISPIEL. Zusammenhidngende Mengen in R. Wir untersuchen
nun noch die Struktur der zusammenhé&ngenden Mengen in R. Das
wird ein strukturelles Verstdndnis des Zwischenwertsatzes liefern.

THEOREM. Die zusammenhdngenden Mengen in R sind gerade die In-
tervalle.

Beweis. Sei I C R zusammenhdngend. Zu zeigen: Mit x,y € I gehort
auch jeder Punkt zwischen  und y zu I.

Sei ohne Einschrinkung = < y. Betrachte p mit x < p < y. Angenom-
men p ¢ I. Dann bilden U := (—oo,p) NI und V : (p,00) N [ eine
offene disjunkte Zerlegung von I in nichtleere Mengen. Widerspruch.
Set nun I C R ein Intervall. Sei I = U UV eine Zerlegung von [ in
offene disjunkte Mengen. Betrachte die charakteristische Funktion

1U2]—>]R,

mit 1y(x) =1 falls x € U und 1y(x) = 0 sonst. Dann sind die Urbilder
von beliebigen Mengen in R unter 1 offenbar entweder () oder U oder
V oder I. Damit ist 1y stetig. Da 1y nur Werte in {0,1} annimmt,
folgt nach dem Zwischenwertsatz, dass 1y konstant sein muss. U
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DEFINITION (Wegzusammenhéngend). Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Dann heifit (X, d) wegzusammenhdngend, wenn zu beliebigen z,y € X
eine stetige Abbildung v : [0, 1] — X existiert mit v(0) = x, y(1) = y.
Ein solches v heifit dann Weg von = nach y.

BEISPIEL. Eine C' C RY heifit konvex, wenn mit x,y € C auch die Ver-
bindungsstrecke V = {tx+ (1+t)y | 0 <t < 1} zwischen z und y zu C
gehort. Jede konvexe Menge in RY ist offenbar wegzusammenhiingend
(Klar!?). Insbesondere ist jede Kugel in RY wegzusammenhingend.

Ende 10. Vorlesung
FOLGERUNG. Ist (X,d) wegzusammenhdingend, so ist (X,d) zusam-

menhdngend.

Beweis. Sei X = U UV mit U,V offen und disjunkt. Angenommen
U # (0 und V # (). Dann gibt es also x € U und y € V. Da (X, d)
wegzusammenhéngend ist, gibt es einen Weg v von x nach y. Dann ist
I:=100,1] =~ (U)U~y~(V) eine Zerlegung in offene (in I) disjunkte
nichtleere Teilmengen. Das ist ein Widerspruch. U

BEMERKUNG. Im allgemeinen gilt die Umkehrung der vorigen Folge-
rung nicht. Es ist

Y ={(y,siny) | y >0} U{(0,0)} C R’

versehen mit der euklidischen Metrik zusammenhéngend aber nicht
wegzusammenhéngend (Ubung).

In speziellen Fillen aber gilt eine Umkehrung. Das wird im folgenden
Theorem behandelt.

THEOREM. Sei U C K¥ offen und zusammenhdingend. Dann ist U
auch wegzusammenhdngend.

Beweis. Sei p € U beliebig. Sei C), die Menge der € U fiir die eine
stetige Kurve 7 : [0,1] — U existiert mit v(0) = p und (1) = z.
Dann gilt: Sei R, := U \ C,,.
e (), ist offen, da U offen ist und jede Kugel wegzusammenhingend.
Zeichnung
e R, ist offen, da U offen ist und jede Kugel wegzusammenhéngend.
Zeichnung

Da U zusammenhingend ist und C,, # 0 gilt, folgt nun R, = 0. O

PROPOSITION. Ist (X, d) ein wegzusammenhdingender metrischer Raum,
(Y,e) ein metrischer Raum und f : X — Y stetig, so ist (f(X),e)
wegzusammenhdngend.

Beweis. Das ist klar. Zeichnung. (Ein Weg zwischen f(z) und f(y)
wird gerade durch f o~ gegeben, wobei v ein Weg von z nach y ist). [J
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6. Anwendungen - Der Banachsche Fixpunktsatz
(Bonusmaterial)

In diesem Abschnitt lernen wir den Banachschen Fixpunktsatz kennen,
der an vielen Stellen niitzlich sein kann. Wir skizzieren kurz eine An-
wendung (Erzeugung von Fraktalen), bei der kompakte Mengen und
Metriken eine grofle Rolle spielen.

THEOREM (Banachsche Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollstindiger me-
trischer Raum und f : X — X gegeben. Gibt es eine ein 0 < ¢ < 1
mat

d(f(z), f(y)) < cd(x,y)

fir alle x,y € X, so existiert ein eindeutiges p € X mit f(p) = p. Ist
x € X beliebig und (x,,) induktiv definiert durch

xo =, und Tpyy = f(z,)

(d.h. z, = fo...of(x)), so konvergergiert (x,) gegen p, und es gilt
die apriori Abschdtzung

2 (20, 21)
1l—c¢ °

Bemerkung Eine Abbildung f wie im Theorem heifit Kontraktion mit
Kontraktionsfaktor c¢. Ein p wie im Theorem heifit Fixpunkt von f.
Beweis. Wir zeigen Eindeutigkeit, Existenz und die Apriori-Abschétzung.
Findeutigkeit. Seien x,y € X mit f(z) =z und f(y) = y geben. Dann
gilt

d(p,z,) < ¢

d(z,y) = d(f(x), f(y)) < cd(z,y).

Wegen ¢ < 1 und d > 0 folgt d(z,y) = 0.
Existenz. Sei x € X beliebig und z,, wie in der Aussage des Theorem.
Dann gilt (Induktion)

d(l’j, ijrl) S de(x(], 131)

fiir alle 7 € N und damit fiir n < m

=

d(Tp, Tm) < d(zj, 2j11)

<
3

—_

3

IN

C‘jd<l’0, (L’1>

W.
3

m—n—1

"d(zo, x1) Z J

=0
1
1—¢c

IN

IN

cd(xg, 1)
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Damit ist also (x,) eine Cauchy-Folge. Aufgrund der Vollstandigkeit
konvergiert dann (x,,) und fiir den Grenzwert p gilt

Ap. £(p) = lim d(z, f(20) = 1 d(z 201) = 0.

Damit ist p ein Fixpunkt.
Abschdtzung. SchlieBlich gilt aufgrund des schon gezeigten

1
d(p,x,) = lim d(x,,,z,) < "d(xg, z1)

m—00 1—c¢

Das beendet den Beweis. O

Anwendung - Hausdorffmetrik. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Wir werden eine Abstandsfunktion auf den (kompakten) Teilmengen
von (X, d) einfithren und damit die Menge der kompakten Teilmengen
zu einem metrischen Raum machen.

Fiir eine Teilmenge A von X und x € X definiert man

d(z,A) ;== inf{d(z,a) | a € A}.
Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt dann (einfach!)
d(z,A) —d(y, A) < d(z,y)
fiir alle z,y € X. Damit ist also fiir gegebenes A die Abstandsfunktion
dy:=d(-,A): X — R
stetig auf X. Ist A abgeschlossen, so gilt weiterhin
d(z,A) =0<=z € A.

(=: x ¢ A impliziert U.(z) € X \ A da A abgeschlosse ist. Damit
folgt d(z, A) > r. <=: klar).

Ist A kompakt, so gibt es ein a € A mit d(xz, A) = d(x,a) und man
kann das Infimum durch ein Minimum ersetzen (da die stetig Funk-
tion d(x,-) : K — R ihr Minimum annimmt). Sind K, L kompakte
Teilmengen von X, so konnen wir nun dx und d; auf L bzw K un-
tersuchen. Diese Funktionen sind stetig (s.o.) und nehmen also auf L
bzw. K ihr Maxmimum.

- Es gilt maxg dy, := max{d(x,L) | x € K} < ¢ genau dann, wenn zu
jedem x € K ein y € L existiert mit d(x,y) < €. Zeichnung.

- Es gilt maxy, di := max{d(K,y) | y € L} < ¢ genau dann, wenn zu
jedem y € L ein z € K existiert mit d(x,y) < e. Zeichnung.

Fiir kompakte Teilmengen K, L von X definiert man dann den Haussdorf-
fabstand

dy(K, L) = max{m[?XdL,mngK}.
Damit gilt dy (K, L) < e genau dann, wenn zu jedem x € K ein y, € L

existiert mit d(z,y,) < € und umgekehrt zu jedem y € L ein x, € K
existiert mit d(z,,y) < e.
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THEOREM. Ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, so ist die
Menge KC(X) der kompakten Teilmengen von X mit der Hausdorffme-
trik dy ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis. Beweis nicht hier. (Evtl. in Ubung). O

FOLGERUNG. (Erzeugung von Fraktalen) Ist (X,d) ein vollstindiger
metrischer Raum und F : K(X) — K eine Kontraktion. Dann gibt
genau eine kompakte Menge K in X mit F(K) = K.

Beweis. Das folgt sofort aus dem Banachschen Fixpunktsatz und dem
vorangegangenen Theorem. U

Eine kleine Rechnung zeigt folgende interessante Figenschaft der Haussdorff-
metrik.

PROPOSITION.
dy(AUB,CUD) <max{dg(A,C),dy(B,D)}.
Anwendung. Sei X = R mit der Euklidischen Metrik und

1 1
F:K— K, F(K)= 3K+ (2/3+ 3K),

Dann ist gilt (kleine Rechnung)
1

Damit hat also F' nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt
C und fiir C gilt
C=lim Fo...oF(K)

n— oo
fiir jedes kompakte K in R.
Wir ’bestimmen’ den Fixpunkt auf zwei Arten, ndmlich durch Wahl
von Ky = [0,1] und Ky = {0}. Zeichnung.
Der Fixpunkt ist die uns aus dem ersten Semester schon vertraute
Cantormenge.



KAPITEL 2

Differenzierbarkeit im Hoherdimensionalen

In diesem Kapitel geht es um Funktionen von Teilmengen des RY nach
RM. Dabei werden RY und RM als metrische Raume mit der Eukli-
dischen Metrik aufgefasst. Ein wesentlicher Inhalt dieses Kapitels ist
die Untersuchung von Differenzierbarkeit solcher Funktionen. Anschau-
lich bedeutet die Differenzierbarkeit von f, dass sich f gut durch eine
lineare Abbbildung, seine Ableitung, approximieren lasst.

1. Zum Aufwirmen: Funktionen von RY nach RM

Es geht um Funktionen von Teilmengen U des RY nach RM (mit ge-
eigneten N und M). Den Fall N = M = 1 haben wir im vergangenen
Semester schon untersucht.

Eine Funktion f : U — RM liisst sich offenbar schreiben als f(x) =
(fi(z),..., fu(x)) mit f; : U — R. Es ist f stetig, genau dann, wenn
jedes f; stetig ist (siehe Ubung). Einige spezielle Situationen haben
eigene Namen:

e Ist U C R ein Intervall, so heiit v : U — RM eine Kurve.
Zeichnung.
Beispiel: Es ist R — RM ¢ s p + tv eine stetige Kurve
(fiir gegebenes p € RM und v € RM).
eIst U C RV, so heiBft f : U — R eine skalare Funktion.
Zeichnung.
Beispiel: Es sind die Koordinatenfunktionen 7; : RY —
R, (&1, ..., &n) — & stetige skalare Funktionen.
o Ist U C RY, so heit f : U — RY ein Vektorfeld auf U.
Zeichnung.
Beispiel: Es liefert die Identitéit id : U — RY, 2z +— x, ein
stetiges Vektorfeld.

Natiirlich sind Funktionen von einer Variable besonders leicht zu hand-
haben. Die folgende Prozedur erlaubt es, aus Funktionen mehrerer Va-
riablen, mehrere Funktionen einer Variablen zu machen. Damit las-
sen sich viele (aber nicht alle) Betrachtungen im Mehrdimensionalen
auf Betrachtungen im eindimensionalen zuriickfithren: H&lt man fiir
f:U CRY — RM alle Variablen bis auf eine - z.B. die j-te fest, so
erhdlt man die partiellen Funktionen

t'_>f(flv"'afjflvéj+t7£j+17"'7€N>'

38
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Genauer definiert man mit der Standard Normalbasis (e;) im RY zu
p € U und jedem j € {1,..., N} die sogenannte partielle Funktion
foi{teR prte; e UL —RM £ (1) := f(p+te)).

Dann heifit f partiell stetig in p, wenn f, ; stetig in 0 ist fiir alle 7 =
1,...,N. Gilt das fiir alle p € U, so heifit f partiell stetig.

Allgemeiner kann man zu jedem Einheitsvektor e € RY und jedem
p € U die Funktion

foe {teR|pttec U} — RMafpﬁ(t) = f(p +te),

definieren. Offenbar gilt dann also f,., = f;, j =1,..., N. Es heifit f

richtungsstetig in p, wenn fiir alle Einheitsvektoren e € R, die Funkti-
on fp. stetig in 0 ist. Gilt dies fiir alle p € U, so heifit f richtungsstetig.
Offenbar gilt folgende Proposition. (Ubung)

PROPOSITION. f stetig (in p) = [ richtungsstetig (in p) = f par-
tiell stetig (in p).

Beweis. Die Funktionen f, . konnen als Verkniipfung von f mit geeig-
neten Kurven v dargestellt werden. O
BEMERKUNG. Die Umkehrung ist aber nicht wahr. (Ubung)

Besonders einfache zu verstehende Funktion sind lineare Abbildungen.
Sie werden durch Matrizen beschrieben an welchen man ihre wesentli-
chen Eigenschaften ’ablesen’ kann. Detailliert werden sie in der Vorle-
sung Lineare Algebra 1 besprochen. Wir geben hier nur einen kleinen

Uberblick.

DEFINITION (Lineare Abbildung). Eine Abildung A : RY — RM heifit
linear, falls fiir alle \, z € R und alle z,y € RV gilt

A(Ax 4+ py) = Nz + pAy.
Wir haben hier die iibliche Schreibweise Ax statt A(z) verwendet.
PROPOSITION. Sei A : RY — RM linear. Dann ist A stetig.

Beweis. Siche Ubung oder nutze, dass lineare Abbildungen differen-
zierbar sind (spéter). O

Sei (e;) die Standardbasis von R”, das heifit
¢;=(0,...,0,1,0,...,0)

j-te Stelle
Jeder Vektor z = (z1,...,zy) € RY hat also die Darstellung

N
r=(r1,...,TN) = Z:Ejej.
j=1

Ende 11. Vorlesung
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Fiir 1 < j < N definieren wir A; := Ae; = ((Aej), ..., (Aej)u) € RM
und fiir 1 <i < M sei A;; := (Ae;); € R

PROPOSITION. Sei A : RN — RM linear. Fiir v = (x1,...,zy) gilt

N M N
Az = ZZE]‘A]‘ = Z (Z Aij£j> €;.
j=1 1 j=1

1

Insbesondere ist die i-te Koordinate von Ax gegeben durch
N
j=1

Beweis. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen und der Rechnung

e a($ooe)

Jj=1

N
(A linear) = Z z;Ae;

j=1
N M
-3 (e
j=1 i=1
M /N
= Z ( (Aej)la:]> e
i=1 \j=1
O
BEMERKUNG. e Die vorherige Proposition zeigt, dass die Ab-

bildung A eindeutig durch die Zahlen A;; bestimmt ist. Statt
mit der Standardbasis (e;) hitte man auch mit anderen Basen
arbeiten konnen.

e In unserer Notation entspricht Az gerade dem Transponierten
vom Ergebnis der Matrixmultiplikation

A11 AlN X1

Ay - Aun TN

In diesem Sinne sprechen wir von der Matrixdarstellung der
Abbildung A beziiglich der Standardbasis.

PROPOSITION (Injektivitit linearer Abbildungen). Sei A : RN — RM
linear. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) A ist injektiv.
(ii) Az = 0 impliziert x = 0.
(iii) Ay,..., Anx sind linear unabhingig.
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Beweis. (i) = (ii): Da A linear ist gilt A0 = 0. Damit folgt Aussage
(i) aus der Injektivitéit von A.

(ii) = (i): Es gelte Az = Ay. Aufgrund der Linearitdt von A folgt
A(x —y) = 0. Aussage (ii) impliziert x —y = 0.

(i) < (iii): Es gilt
N
j=1
Damit ist (ii) offensichtlich dquivalent zu (iii). O

BEMERKUNG. Ist A : RY — RM linear und injektiv, sosind Ay, ..., Ay
N linear unabhiingige Vektoren im R*. Damit muss aus Dimensions-
griinden N < M gelten.

PROPOSITION (Surjektivitét linearer Abbildungen). Fine lineare Ab-
bildung A : RN — RM st genau dann surjektiv, wenn

span{A;,..., Ay} = RM.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Darstellung

N
Ax = ijAj
j=1

]
BEMERKUNG. Ist A : RV — RM eine lineare und surjektive Abbildung,
so gilt span{A;,..., Ay} = RM. Damit muss aus Dimensionsgriinden
M > N gelten.

PROPOSITION. Seien A : RY — RM und B : RM — R lineare Abbil-
dungen. Dann ist BA :== Bo A linear und fir1 <i:< Lund1 <j <N

qgilt
M
k=1
Beweis. Die Linearitat von BA ist offensichtlich. Wir berechnen
(BA) BABJ Z sz Aej k= Z BZ/fAk]
O

BEMERKUNG. Die vorherige Proposition besagt, dass die BA darstel-
lende Matrix in der Standardbasis durch das Ergebniss der Matrixmul-
tiplikation

Bll e BlM All e AlN

BLI BLM AMl AMN
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gegeben ist.

Schliefllich erinnern wir zum Abschluss noch an das Konzept des Grenz-
wertes (vgl. Analysis I, bzw. Betrachtungen zu metrischen Réumen):
Sei U C RY offen und f : U — RM gegeben. Sei p € U (d.h. p ist
Grenzwert einer Folge in U). Dann hat f bei p den Grenzwert ¢ € RM
geschrieben als

lim f(x) =c¢

T—p
genau dann, wenn gilt
o f(x,) — c fiir jede Folge (z,) in U mit z,, — p.
bzw. dquivalent, wenn gilt
e zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert mit |f(z) — ¢| < € fiir alle
r €U mit [z —p| <6.

Entsprechend schreibt man lim,_,,, ., f(z) = ¢, falls fiir die Einschréankung
Flingpy von f auf U\ {p} gilt

lim flopy(z) = c.

2. Definition der Ableitung und einfache Eigenschaften

Es geht um lineare Approximationen. Die Ableitung ist die lineare Ap-
proximation.
Aus dem ersten Semester wissen wir, dass fir f : (a,b) — R und
p € (a,b) dquivalent sind:

o ['(p) := limayp(f(2) — f(p))/(x — p) existiert.

o Es gilt f(z) = f(p) + c(z — p) + ¢(z) mit p(z)/|lx —p| = 0,

T — p.

In diesem Fall heilit f differenzierbar in p. Wir werden das nun auf
hoherdimensionale Situationen verallgemeinern. Dabei gehen wir von
der im zweiten Punkt présentierten Variante aus (da die Division durch
x — p im hoherdimensionalen keinen Sinn hat).

DEFINITION. Sei U C R offen und f: U — RM gegeben. Sei p € U.
Dann heift f in p differenzierbar, wenn eine lineare Abbildung L :
RN — RM existiert mit

f(@) = f(p) + Lz — p) + ¢p(2),
sodass fiir den Fehler

gilt
pp(T)
|z — p|
In diesem Fall heifit L Ableitung von f in p. Ist f in jedem p € U
differenzierbar, so heifit f auf ganz U differenzierbar.

— 0,z — p.
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BEMERKUNG. e Ist f differenzierbar in p, so wird es also “sehr
gut,, durch die linear (affine) Funktion

f(p) + L(- —p)

approximiert.

e Die Offenheit von U kommt ins Spiel, da wir f von allen
“Seiten,, approximieren konnen wollen. Das werden wir spéter
im Konzept der Richtungsableitung noch genauer machen (s.u.).

e Im Falle einer Funktion von U C R — R ist die lineare Ab-
bildung L gerade durch eine Zahl gegeben (lineare Abbildung
von R nach R). Diese Zahl ist die uns schon aus dem ersten
Semester bekannte Ableitung.

PROPOSITION. In der Situation der Definition ist L eindeutig.
Bewets. Seien L; und Lo mit

f(@) = f(p) + Ly~ (x = p) + @u(x)

f(@) = f(p) + L2 - (x = p) + @2()
und ¢;(z)/|r —p| = 0, x = p, j = 1,2. Dann gilt

(La = La)(a =) = 1(2) = pale) = D=2

Betrachtet man z = p + he mit h € R, h # 0 und einem beliebigen
Einheitsvektor e € RY, so gilt also  — p = he und

|z — p|

v 218 = (@),
(y = La)(he) = 028 e

und damit konvergiert die rechte Seite von
|z —pl
fiir h — 0 gegen 0. Es folgt also
(Ll — L2)€ = 0.
Da e ein beliebiger Einheitsvektor ist, folgt L; = Lo. O

NOTATION. Die vorherigen Propostion erlaubt es uns, von DER Ablei-
tung von f in p zu sprechen. Wir bezeichnen diese dann mit D f(p).

BEISPIEL (Lineare Funktion). Sei A : RY — R linear, a € RM und
q € RN gegeben. Dann ist die Funktion

fRY —RM f(2)=a+ Az — q)

differenzierbar und es gilt D f(x) = A fiir alle z € RY.
Bew. Es gilt f(x) — f(p) = A(z — p), also

f() = f(p) + Alz —p) +0.
Damit folgt die Differenzierbarkeit (mit L = A und ¢ = 0).
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THEOREM (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit). Sei U C RN of-
fen und f: U — RM gegeben. Ist f in p differenzierbar, so ist es dort
auch stetig.

Beweis. Es gilt (fiir x # p)
o(x
) = 10) + Lo =)+ ol0) = 10) + Lo =)+ 2L ).
Damit folgt sofort, dass die rechte Seite gegen f(p) konvergiert fiir
T —p. U

Wir haben nun die Ableitung L charakterisiert. Als Néchstes soll es
darum gehen, wie man diese lineare Funktion berechnet.

THEOREM (Berechnen der Ableitung). Sei U C RY offen und f : U —

RM differenzierbar in p € U. Dann existieren die partiellen Ableitungen

af; ) 1
Difi(p) = 050) = G2(0) o= i (ilp + hey) = Fi9)

firi=1,...,.M, j=1,...,N und die Ableitung L wird beziiglich der
Standardbasen in RN bzw. RM durch die Matrix

Df(p) = (0;1:(p)); -

gegeben.

BEMERKUNG. e Die partielle Ableitung von f; nach z; in p ist
also gerade die “gewohnliche,, Ableitung der i-ten Komponente
der oben betrachteten partiellen Funktion f,

t— fl (p -+ tej)
an der Stelle 0.

e Die partiellen Ableitungen werden gebildet, indem man alle
Variablen bis auf eine festhélt und dann nach dieser einen so
ableitet, wie wir es im ersten Semester gelernt haben.

e Der Satz beschreibt, wie man die Ableitung von f ausrechnet,
wenn man schon weiss, dass f differenzierbar ist. Der Satz
besagt NICHT, dass f differenzierbar ist, wenn die partiellen

Ableitquen existieren (und das ist im allgemeinen auch falsch
(siehe Ubung)).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

f(x) = f(p) + L(z = p) + ¢(x)
mit % — 0und L = (L;;); ;. Wir setzen x = p+ he; und betrachten
die i-te Komponente. Fiir diese gilt

filp + he;) = fi(p) + (L(hej))i + pi(x).

Das impliziert

filp + hej) — fi(p) = h(Lej)i + pi(x).
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Damit folgt nach Division durch h also
filp + he;) — fi(p)
h

lpi(pthe;)| _ |pi(pthe;)
IR lz—pl

filp+ hej) — fi(p)
h
Das beendet den Beweis. O

©i(p + he;j)
h

— L+

Wegen NN 0, h — 0, folgt

— Li,j, h — 0.

DEFINITION (Partielle Differenzierbarkeit). Sei U C R offen. Eine
Funktion f : U — RM heifit in p € U partiell differenzierbar, wenn
die im vorherigen Theorem definierten partiellen Ableitungen in p exi-
stieren. In diesem Fall heifit (9;fi(p)), ; die Jacobi-Matriz oder auch
Differentialmatriz von f in p.

NOTATION (Gradient). Existieren fiir f : U C RY — R die partiellen
Ableitungen in p € U, so nennt man den Vektor (0, f(p),...,Onf(p))"
den Gradienten von f in p und schreibt ihn als V f(p). Ist f differen-
zierbar, so ist also Df(p) = Vf(p)'.

BEISPIEL. (a) f: U C RY — R differenzierbar in p. Dann ist:
f(x) = f(p) + Df(p)(x —p) + ¢(x)
= f(p) +(V/(p),x —p) + ¢(x)

mit (x)/|z —p| = 0, x — p.
(b) Sei~y : (a,b) — RY gegeben. Dann ist v differenzierbar in ¢y € (a, )
genau dann, wenn

(v(t) — (o))

"(to) := li
7' (to) Bl r—

existiert (Bew. Ubung). Dann gilt

Y(t) = (to) + ' (to) (£ — to) + o (2)
mit p(t)/(t—to) — 0, t — to. Insbesondere haben wir fiir () = to+vt,

V(t) =v.
Tatséchlich kann man in diesem Fall auch v : [a,b] — U betrach-
ten und die Ableitung von « in a bzw. b durch den obigen Grenzwert
definieren (wenn der Grenzwert existiert) (vgl. Ubung).
(c) Ist f: RM\{0} = R, f(x) = |z|, so gilt (Ubung)
0;f(x) =, also Vf(z) = 5

Tatséchlich (s.u.) ist f in diesem Fall differenzierbar.

Wir lernen als néachstes einige Rechenregeln fiir die Ableitung kennen.

Ende 13. Vorlesung
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THEOREM (Kettenregel). Sei U CRY, V C RM offen und f : U — V,
g:V — RE gegeben. Sind f in p und g in f(p) differenzierbar, so ist
go f: U — RE differenzierbar in p, und es gilt

D(go f)(p) = Dg(f(p))Df(p).

Insbesondere gilt
M
D(go f)ij(p) = 0i(go f)i= Z Igi(f(p))9; fx(p)-
k=1

BEMERKUNG. Die Ableitung der Komposition ist also die Komposition
der Ableitungen. Diese Komposition wird auf der Ebene von Matrizen
durch das Produkt der Matrizen gegeben. Die Reihenfolge der Matrizen
ist dabei natiirlich wichtig.

Beweis. Es reicht die erste Aussage zu zeigen. Das “Insbesondere,, folgt
dann durch Einsetzen von e;. Mit ¢ = f(p) gilt nach Voraussetzung:

f(x) = f(p) + Df(p)(x —p) + ¢s(z)
— 0, x — p und
9(y) = 9(q) + Dg(q)(y — @) + py(x)

mit —@9_(3;)‘ —0,y—q

wr(x)

mit
|z—pl

also gilt fiir h(x) = ¢ (f(z)) mit y = f(z) und weiterhin f(p) = ¢
dann

Wx) = g(f(p)) +Dg(f(p))(f(x) = () + ¢o(f(2))

() + Dg(f () (DS ) = p) + 95(2) ) + 5y (f(x))

h
= h(p) + Dg(f(p))Df(p)(z — p) + Dg(f(p))ps(x) + ¢4(f())
h(p) + Dg(f(p))Df(p)(z — p) + ¢(x)
mit

p(x) = Dg(f(p))ps(z) +¢4(f(x) = T(z) + S().
Es bleibt zu zeigen, dass gilt

#(z) — 0,2 — p.
|z — pl
Das machen wir nun: Es gilt
T(z) 1 wy()
= Dyg(f(p))es(x) = Dg(f(p — 0.
o = POV ) () = Dals ) FE
beschrinkt s —

—0

Fiir den zweiten Term gilt

S@) 1 el |fe) )
P e LA LDl s s R ey
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falls f(z) # f(p). (Falls f(z) = f(p) gilt v4(f(z)) = ¢y(f(p)) = 0 und
es ist nichts zu zeigen.) Nun gilt aber
0y(f(@))
f(z) = f(p)]
und es bleibt
(@) = @)l _ IPFP) —p) +or(@)] _ [DF@)—p)| | |or()
|z —pl |z — p| |z — p| |z — p|
beschrénkt fiir z — p. Damit folgt
T'(z) + S()|
|z —pl
Das beendet den Beweis. O

— 0,z = p (da f(z) — f(p) fiir x — p)

— 0,2 — p.

BEISPIEL (Verkniipfung von Funktion mit Kurve). Sei U C R offen
und v : (a,b) — U differenzierbar in ¢, und f : U C RY — R
differenzierbar in 7(to). Dann ist f o« differenzierbar und es gilt

(fo)(t) =D Ouf((to))Vk(te) = (VF(7(to). 7 (to)).

Fiir 7 : [a,b] — U gilt eine entsprechende Formel auch in a bzw. b,
wenn v in a bzw. b differenzierbar ist (s.o.).

BEISPIEL. 7 : (a,b) — RV y(t) = (% (t), ...,y (t),t).
F:RV* R, (2,t) = F(xz,t), differenzierbar. Dann gilt

(F o) Zak V(t0)) Vi (to) + On1 ' (v(t0))-

(Das wird manchmal unter dem Begriff der totalen Ableitung von F'
gefasst.)

BEISPIEL (g(|z])). g : R — R differenzierbar, f : RN — R, f(x) =
g(|z]). Dann ist f in @ # 0 differenzierbar, und es gilt Df(p) =
q (]p|)ﬁp. (Hier haben wir die weiter unten bewiesene Differenzierbar-

keit der Betragsfunktion in p # 0 benutzt.)

THEOREM (Produktregel). Sei U C RY offen und f,g : U — R
differenzierbar in p € U. Dann ist auch fg : U — R differenzierbar
mn p, und es gilt

D(fg)(p) : RY — R, y = g0)(Vf(p),y) + [(p)(Vg(p),y).

Insbesondere ist also

9i(9f)(p) = [(p)(9;9)(p) + 9(p)0; f(p)
fir alle j =1,...,N.
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Beweis. Es reicht die erste Aussage zu beweisen. Die “Insbesondere, -
Aussage folgt dann durch Einsetzen von e;.
Nach Voraussetzung gilt

f(@) = f(p) + Df(p)(x = p) + ¢;(2)
mit ps(z)/|lz —p| = 0, x — p, und
9(x) = g(p) + Dg(p)(x = p) + p4(7)
mit py(x)/|x — p| = 0, 2 — p. Damit folgt
9(x)f(x) = 9(p)f(p) + (Dg(p)(z — p))f(p) + 9(P) Df (p)(z — p) + ¢,

wobei ¢ aus Termen besteht, die mindestens den Faktor ¢f(x) bzw.
@q(x) oder zweimal den Faktor (x — p) enthalten. Also gilt
p(@)
|z = p|
und die Aussage folgt. O

— 0,z —p

Wir gehen nun noch auf eine geometrische Deutung des Gradienten
ein. Dazu bendétigen wir noch ein Konzept.

DEFINITION (Richtungsableitung). Sei U C RY offen und f: U — R
gegeben. Sei p € U und e ein beliebiger Einheitsvektor in RY. Sei § > 0
mit p +te € U fir t € (—0,0). Sei g : (=9,0) — R, g(t) = f(p + te).
Ist g differenzierbar in 0, so heifit der Grenzwert

0. (p) = ¢ (0) = lim ~ (9(1) — 9(0)) =lim ~(f(p+ t€) ~ f(p)

t—0 ¢

die Richtungsableitung von f in p in Richtung e. Zeichnung.

LEMMA (Geometrische Deutung Gradient). Sei f : U — R differen-
zierbar in p. Dann gilt:

e Es ist Vf(p) senkrecht auf der Konstanzfliche M = {y |
fly) = f(p)} (d-h. ist v : I — M stetig differenzierbar,
mit v(0) = p, so gilt (v/(0), Vf(p)) = 0. Zeichnung. (siehe
unten,)

e Es gilt O.f(p) = (Vf(p),e) fir alle Einheitsvektoren e € R,

o Ist Vf(p) # 0, so zeigt Vf(p) in die Richtung in der f am
starksten wdchst (d.h. die Richtungsableitung von f in der
Richtung von V f(p) ist maximal unter den Richtungsableitun-
gen).

BEMERKUNG. Da f differenzierbar ist, gilt

flq) = f(p)+{(Vf(p),q— p) + kleiner Fehler.

Fiir die Funktion « — f(p) + (V f(p), (zx — p)) sind die entsprechenden
Aussagen des Lemma klar.
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Beweis. Nach der Kettenregel gilt fiir jedes differenzierbare v : (=4, ) —

U mit v(0) =p ;
9 (7o) = (V)7 0).

Ist v eine Kurve mit Werten in M so gilt also f oy = constant und es
folgt (mit obigem)

S o)D) = (VF), 7 (O))

Das beweist den ersten Punkt.
Andererseits mit y(t) = p + te folgt also

0.F(p) = 1 07(t0) = (Vf(p).c).

Das beweist den zweiten Punkt.
Fiir jeden Einheitsvektor e gilt nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung

0:f ()| = [(Vf(p), )| < [VF(p)l
w7y v/ (p) gilt dann

0=

und fir e =

|Vf
1 1 .
10f(p)] = KV (D), IVf—(z?)!vf(p)>| = Wf—wlvf(p)! = V(D).
Damit folgt die letzte Aussage. O

BEISPIEL. Sei f : RV \ {0}, f(z) = |z|. Dann gilt Df(z) = Vf(x) =
El‘a:. Das ist in der Tat der Einheitsvektor in Richtung des stérksten
Anstieges von f. Zeichnung. (Konstanzflachen sind Sphéren).

Bisher haben wir unter der Annahme der Differenzierbarkeit von f
gearbeitet. Hier lernen wir nun ein (d a s) Kriterium kennen, das die
Differenzierbarkeit von f liefert.

THEOREM (Stetigkeit der partiellen Ableitung impliziert Differenzier-
barkeit). Sei U C RY offen und f: U — RM gegeben. Eristieren die
partiellen Ableitungen

0fi
3' i —
firalleqeU,1=1,...,M, j=1,...,N und sind stetig inp € U, so
ist f differenzierbar in p.

(¢) = lim (fz(q+hej) fi(q))

h—0,h£0 h

BEMERKUNG. In der Situation des Theorem ist die Ableitung natiirlich

durch die Jacobimatrix/Differentialmatrix <gg’: (p)) gegeben.
J 7/7‘7

Beweis. Sei L die durch die Matrix (%(p)) _induzierte Abbildung.
Zu zeigen: !

|*”<"“"jg| 1) = Fp) = Lo = ) = 0
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Wir zeigen: Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0 mit
1
——|f(x) — f(p) — L(x —p)| < ¢
|x_p|!() (p) — L(z — p)|
fiir alle |x — p| <. Sei also € > 0 gegeben.
Ziel. Wir setzen
t=(m,...,7n) :=x — p.

Firi=1,..., M ist dann die i-te Komponente von f(z)— f(p) — L(z—
p) gegeben durch

(f(z) = f(p) — L(x — p)); = filx) — fi(p) — Z 0, fi(p)7;.

Es gilt also diesen Term abzuschétzen.
Aufgrund der Stetigkeit der 0; f; existiert ein 6 > 0 mit

£
0;fi(x) = 0, fi(p)] £ ——— (%
0350) = 05 )] < = (4
fiir alle z € U mit |z — p| < §. Sei nun = € Us(p) und

t=(m,...,7N) =T —p

und
J
tj = (m,...,75,0,...,0) :Znel, to=10
=1

fir yj = 0,..., N. Insbesondere ist also ty = t = x — p. Dann gilt
(Teleskopsumme)

N

filx) — filp) = Z (filp+t;) = filp+ t-1)) - (T)

Jj=1

Zeichnung. Nach dem 1-dimensionalen Mittelwertsatz der Differenti-
alrechnung angewendet auf die Funktion

S fz(l’ + tj—l + S€j>
exisistieren o;; zwischen 0 und 7; mit
filp+t;) = filp+ti-1) = filp+tj-1+7565) = filp+ti-1) = 7;0; filp+tj-1+0j:€;5)
firj=1,...,N,i=1,..., M. Mit (%) folgt dann

\filp +1t;) — filp +tj-1) — 750, fi(p)| < |751|0; fi(p +tj-1 + 05.e5) — O; fi(p)]
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Mit (7) und dieser Abschétzung folgt

| fi(z Za fi(p)7;] <Z’f1p+t — filp +t;-1) — 7;0; fi(p)|

< \iU —P\\/—M-
Damit ergibt sich fiir x mit |z — p| < ¢

f@) = 1) = Ll =p)F = D 1fle) = Fip) = > 0i(o)rs

2

M
g
< Y |lr—pl—
=1 M
< o —pl*et.

Damit folgt

f — Lz —p)| <e.
‘x_p|| (z) — f(p) — L( )
Das beendet den Beweis. O

BEISPIEL. Die Funktion f : R¥\ {0} — R, x ~— || ist differenzierbar.

DEFINITION (Stetig differenzierbar). Sei U C RY offen und f: U —
RM gegeben. Existieren fiir jedes p € U die partiellen Ableitungen

dfi
O40) = GE0) = tim e+ D) = £(0)

firs=1,...,M, j = 1,..., N und sind stetig in p € U, so heifit f
stetig differenzierbar (auf U).

BEMERKUNG. Nach dem vorherigen Theorem ist jede stetig differen-
zierbare Funktion auch differenzierbar (wie es ja auch - rein sprachlich
- sein sollte ;-)

Wir schlie3en diesen Abschnitt mit einer Diskussion von Mittelwertsatzen

ab.

THEOREM (Mittelwertsatz). Sei U C RY offen, f: U — R differen-
zierbar, und seien x,y € U mit x +t(y —x) € U firt € [0,1] gegeben.
Dann existiert ein 9 € (0,1), sodass

fly) = f(z) = Df(x +9(y — 2))(y — x).

BEMERKUNG. e Ist U konvex, so gilt x + t(y — x) € U fiir alle
z,y € U (und umgekehrt). Da alle Kugeln konvex sind, gilt
der obige Satz also insbesondere lokal (d.h. jedes x € U hat
eine Umgebung U,(x), in der der Satz gilt).

Ende 15. Vorlesung
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e [s ist wesentlich (siehe Ubung), dass der Wertebereich von f
im eindimensionalen R enthalten ist.
Beweis. Seiy: [0,1] = U, v(t) =z +t(y — x) und
h:[0,1] 2R, h=fon.

Dann ist h stetig auf [0,1] und nach Kettenregel differenzierbar auf

(0,1) mit
W(t) = (Vf(y(1),7'(1) -
Der eindimensionale Mittelwertsatz liefert dann
fly) = f(z) = h(1)—h(0)
(1—dim MWS) = h'(9)(1-0)
V() =y—z) = (Vfle+dy—1)y—x)
— Df(x+dly— o)y - ).
O
Der Satz hat Konsequenzen fiir Funktionen f : U — RM.
FOLGERUNG. Sei U C RY offen und f : U — RM differenzierbar.
Dann gilt:
(a) Gilt |Opfi(2)| < C fiiralle z€e U und1 <k<N,1<i<M,
so gilt
|f(y) = f(z)] < CVMNy — x
fur alle x,y, deren Verbindungstrecke ganz in U liegt.
(b) Fir alle z,y € U, deren Verbindungstrecke ganz in U liegt
ezistiert ein £ der Form x +9(y — x) fir 9 € (0,1) mit
[f () = f@)| < IDFEy — =l.
(c) Ist U zusammenhingend und Df(x) = 0 fir alle x € U, so
folgt f = constant auf U.
Erinnerung: ||L|| := sup{|Lz| | |z| < 1}. Es gilt |Lz| < ||L]||z|. )
Beweis. (a) Nach dem vorangehenden Mittelwertsatz gibt es ¥; €
(0,1),i=1,...,d mit

N

|fi(w)—fil@)] = (V fila+0,(y—2), (y—2))| <> Cly;—a;] < CVN|y—a].
j=1

(Hier wurde Cauchy-Schwarz in der letzten Abschitzung benutzt). Da-

mit folgt dann sofort

M

1/2
1f(y) — f2)] = <Z 1 fi(y) — fi(x)|2> < CVNMly — .
i=1
(b) Spezialfall: Es gilt f;(x) = fi(y) fiir alle i # 1. Dann folgt aus
obigem Mittelwertsatz

[f )= f ()| = [fily)=fi(@)] = (V filz+0(y—2)), (y—2))| < [[DF(E)lly—2|.
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Allgemeiner Fall: Sei U eine Drehung, sodass U f(y) und U f(z) sich
hochstens in der ersten Komponente unterscheiden (drehe zunéchst so,
dass die durch 0, f(x), f(y) gebildete Ebene gerade die durch die ersten
beiden Koordinatenachsen gegebene Ebene ist. Drehe anschlielend wei-
ter.) Dann gilt nach dem Spezialfall

[f(y) = f(@)] = [Uf(y) =Uf(z)| < [ DUFE)y— x| = IDFE)ly —=|.

(c) Da U offen und zusammenhéngend ist, ist es wegzusammenhéngend.
Sei nun v : [0, 1] — U mit 7(0) = x, (1) = y gegeben. Da U offen ist
und 7 stetig, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass ~ stiick-
weise linear ist, d.h. es gibt p =z, 21,...,2, =y € U, so dass v durch
die Verbindungsstrecken zwischen z; und x;.; beschrieben ist. Dann
gilt nach (a) oder (b) f(z;) = f(x;31). Damit folgt die Behauptung. O

3. Hohere Ableitungen und der Satz von Taylor

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie Funktionen gut durch Poly-
nome approximiert werden kénnen, wenn sie geniigend oft differenzier-
bar sind.

Wie schon bekannt, heifit f stetig differenzierbar, wenn die partiel-
len Ableitungen aller f;, i = 1,...,m existieren und stetig sind. Wir
konnen das Iterieren: Ist f einmal stetig differenzierbar und existieren
alle ersten Ableitungen der partiellen Ableitungen D; f; und sind stetig,
so heifit f zweimal stetig differenzierbar und man nennt die D;D; f;, die
zweiten partiellen Ableitungen von f. Induktiv definiert man dann die
(¢ + 1)-ten partiellen Ableitungen von f als die ersten Ableitungen der
p-ten Ableitungen D;, ... D;, f (falls existent).

DEFINITION. Sei U C R¥ offen. Die Funktion f : U — RM heift
q mal stetig differenzierbar, wenn f (¢ — 1) mal stetig differenzier-
bar ist und die g-ten partiellen Ableitungen D;, ... D; f, i1,...,14-1 €
{1,..., N}, existieren und stetig sind. In diesem Fall nennt man die
entstehenden partiellen Ableitungen D; (D;,_, ... Dy f) die g-ten par-
tiellen Ableitungen von f. Der Vektorraum der g-mal stetig differen-
ziebaren Funktionen wird mit C?(U, R™) bezeichnet. Die Elemente aus

C*(U,RM) := () CY(U,RY)
q=1
heiflen beliebig oft differenzierbare Funktionen.

Es zeigt sich, dass die Reihenfolge der partiellen Ableitungen keine
Rolle spielt (wenn f geniigend oft s t e t i g differenzierbar ist).

THEOREM (Satz von Schwarz). Sei U C RY offen und f: U — RM.
Ist die Funktion f zweimal stetig differenzierbar, so gilt fir jedesp € U,

Ende 16. Vorlesung
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ke{l,....M} undi,j€{l,...,N}

DiD; fe(p) = D;D; fi(p).
Beweis. Wir konnen die Situation ohne Einschriankung etwas verein-

fachen:

e Es geniigt eine Komponente k£ € {1,...,n} zu betrachten, d.h.
ohne Einschréankung setzen wir M = 1 voraus.

e Fiir ¢ = j gibt es nichts zu beweisen

e Wir setzen ohne Einschrénkung voraus N = 2 und setzen i =
1, j =2und N = 2. (Ansonsten umnummerieren.)

e Betrachte 0. B.d. A. p=0

Es ist somit zu zeigen: D1 Dy f(0) = DyD1 f(0).

Wir zeigen dies im wesentlichen, indem wir den entsprechenden Diffe-
renzenquotienten zweiter Ordnung auf zwei verschiedene Weisen aus-
rechnen und anschliefend einen Grenziibergang durchfiihren.

Seien t,s > 0 beliebig. Wir betrachten nun

A(s,t) == (f(s,t) = f(s,0)) = (f(0,£) — f(0,0))
= (f(87t) - f(07t)) - (f(S,O) - f(0,0))

Dann gilt fiir diesen Ausdruck also

A(s,t) = (f(s,t) = f(s,0)) = (f(0,7) — f(0,0))
(g(r) = f(r,t) = f(r,0)) = g(s) — g(0)
(M S) g'(s1)(s—0) fiir s; € (0, s)
(¢"=..) =s(Dif(s1,t) = D1f(s1,0))
(h(r) := D1f(81, r)) = s(h(t) — h(0))
= sth'(ty) mit ¢ € (0,1)
= stDy Dy f(s1,11)-

Die andere Darstellung von A liefert nach analoger Rechnung dann

A(s,t) = (f(s,t) = f(0,1)) = (f(s,0) = £(0,0))

= StDngf(Sg,tg) mit So € (0,5), t2 € (O,t)
Fiir s, # 0 kann man dividieren und erhalt
DyDy f(s1,t1) = D1 Do f(s2,12).

Betrachtet man nun den Grenzwert (s,t) — (0,0) so folgt aus der
Stetigkeit der zweiten Ableitungen also

Dngf(O, O) - DQle(O, O)
Das beendet den Beweis. O
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FOLGERUNG (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen). Sei U C
RY offen und f: U — RM p-mal stetig differenzierbar, so kénnen in

Dj,,...,D; f
die partiellen Ableitungen beliebig vertauscht werden.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Satz von Schwarz und Induk-
tion. U

Fiir die weiteren Betrachtungen brauchen wir nun etwas Notation. Da-
bei geht es im wesentlichen um gute ,,Buchhaltung®:
Fir U C R"Y offen und f : U — RM g-mal stetig differenzierbar.

Dann definiert man fiir r < qund 5y =1,..., N
Dif=D;...D; f (D?f::f)
1

Fir (51,...,Jq) € {1,..., N}? bezeichne «; die Anzahl des Auftretens
der Zahl ¢ unter den j;. Dann gilt nach dem Satz von Schwarz bzw.
seinem Korollar

Djl e quf - D?l e D%Nf

Fiir Multiindizes o = (v, ..., ay) € NI sei im folgenden
N
la] = Z a; der Betrag/die Lénge von «,
=1
N
al = H a;! die Fakultét von o,
j=1
N
mo‘::xf‘l-...-xf‘vf\’:nx?j mit z = (z1,...,7y) € RY
j=1

Sei weiterhin fiir ein ¢ mal stetige differenziebares f und einen Multi-
index a mit | < ¢

N
Def =Dy .. D f=(]] D) f

j=1

Anwendung. (Ubung) Die Multiindexschreibweise kann anhand des
Polynomischen Satzes verdeutlicht werden (auf einen Beweis wird an
dieser Stelle verzichtet):

(55) - 5 4

j=1
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Wendet man diese Formel zum Beispiel auf (a + b)® an, so ergibt sich:

@+op=Y Moo 3 e, 3 eny 3L an, 3 o3

: ‘_35"” (3,0)! 2,1)! (1,2)! 0,3)!
_3' 310 3' 211 3' 172 3| 073 _ 3 2 2 3
—gab +§ab +5ab +§ab =a’+ 3a“b+ 3ab” + b

Mit den vorherigen Resultaten und den obigen Beziehungen sind wir
nun in der Lage den Taylor’schen Satz auf Funktionen von N Variablen
zu iibertragen.

THEOREM (Taylor). Sei U C RY offen, ¢ > 1, f € CT"YU,R) und
p € U. Dann qilt fiir alle x € U, fir die die Verbindungsstrecke von p
und x in U liegt:

fr) = 32 D ) — ) + Rye)

lal<q

Rw)= 3 —Df(p+ i —p)—p)*  mitd € (0,1)

la|=g+1

BEMERKUNG. Zur Verdeutlichung geben wir dieses Resultat fiir ¢ =
0, 1,2 explizit an. Sei dazu z = (x1,...,zy) und p = (p1,...,py). Dann
gilt:

q=0:  f(z)=f(p)+ ZDjf(p + Iz — p))(z; — p;)
=f(p) +(Vf(p+3(x—p)),z—p)

g=1 f(z)=f(p) + ZDjf(p)(iﬁj 20

+ % >" DiDef(p+ 9z — p)(w; — ;) (wx — pr)

J,k=1

= () + (V1) (& = ) + 5 (Hp + 6~ p)) (&~ ), (e~ p)
a=2 flx)=f(p)+..
=f(p)+(Vf(p) (z —p)) + %<H(p)(w = p),(z = p)) + Ra()
mit der Hesse-Matrix

H(f)(-) = H(-) = (DD f () s

Ende 17. Vorlesung



3. HOHERE ABLEITUNGEN UND DER SATZ VON TAYLOR 57

Beweis. Bonusmaterial: Der Satz wird bewiesen durch Riickfiihrung
auf den eindimensionalen Fall. Dazu sei

Y= Ym) = (. —p)
g: [—,14+¢]—=R

g(t) = f(p+ty) = (f o h)(t), mit h(t) = p+ty
wobei € > 0 so klein gewéhlt sei, dass das Gesamtstiick
{p+ty|te[—e1+¢]}

ganz in U liegt (moglich, da U offen).
Offensichtlich ist g stetig differenzierbar und mit der Kettenregel folgt

N

g'(t) = DRI (t) = ) Djf(h(t))w = ;ijjf(p + ty)

j=1
Yj

Ist ¢ > 1, so ist auch ¢ stetig differenzierbar und es gilt:
N
D t
977 Z ]dt f(p + y)

N
Z ZDDfp+ty)y

= <Z ij]) flp+ty)

wobei der Term (> y;D;)? formal auszumultiplizieren ist. Allgemeiner
erhélt man durch 1ndukt1ve Anwendung des Verfahrens fiir £ < g+ 1

= (Z ijj> flp+ty)

wobei auch hier die k-te Potenz formal auszurechnen ist.
Nach dem Polynomischen Satz (siehe oben) gilt fiir beliebige z =
(21,...,2y) €ERY und k € N

N k!
(o) - 2

a:|al=k
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In dieser Formel ersetzen wir (z1, ..., zy) durch (y; Dy, ..., ynDy). Da-
mit erhalten wir

N k
kl,g (Z ) flp+ty)

1
— [ 32 @D D) | S0+ 1)
la|=k

= > LD f(p+ty)

la|=k

Die Taylorsche Formel liefert fiir ¢ € [0, 1]
i .
=3 O + Byt
k=1

t1g(@(Y9t) mit 0 < ¥ < 1. Damit erhalten wir:

F) = 9(1) = 32 29®0) + Ry(1)

k=0

—ZZ“ Do f(p) + Ro(1)

k= O|o¢\ k
= Z Daf —p)* + Ry(z)
|a|<q '
mit
(1) = 1
" (g +1)!
(T
= Y =Df(p+y)
al

la|=g+1

g(qul)(ﬁ)

- Z ﬁDaf(p +J(x — p))(x — p)*

|a|=g+1

Das liefert die gewiinschte Aussage. O

4. Extrema von Funktionen

Wie im eindimensionalen Fall werden wir Kriterien fiir (lokale) Extrema
von Funktionen mehrerer Veranderlicher (im Inneren eines Gebietes U)
angeben.
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DEFINITION (Extrema im mehrdimensionalen Fall). Sei U C RY gege-
ben, f: U — Rund p € U. Dann hat f in p ein lokales }lazimum fa]lg
ein 6 > 0 existiert, so dass gilt

f(@)2f(p)

fir alle € U mit |z —p| < d. Es hat f in p in strenges lokales Jlozimum
falls ein 6 > 0 existiert, so dass gilt

f(@)3f(p)

fir alle x € U mit 0 < |z — p| < 0. Ein p € U ist ein Extremum von f,
wenn es ein Minimum oder ein Maximum ist.

BEMERKUNG. Gelten die entsprechenden Ungleichungen fiir alle x €
U, so handelt es sich um globale Extrema.

THEOREM (Notwendige Kriterien fiir Extrema). Sei U C RN offen,
p € U und die Funktion f: U — R sei differenzierbar in p. Hat f in
p ein lokales Mazimum bzw. Minimum, so gilt

Vfp)=0
Beweis. Da f bei p differenzierbar ist, sind die Funktionen
g1 (~e.2) > R, gy(t) = f(p+ tey)

in ¢t = 0 differenzierbar fiir jedes j = 1,..., N. Auflerdem haben sie bei
0 ein Extremum. Damit folgt
0

0)=0=— )
G0 =0= 51
Das beendet den Beweis. O

BEMERKUNG. Ist M C R¥ beliebig und f : M — R differenzierbar
im Inneren von M, so liefet dieses Theorem eine notwendige Bedingung
fiir Extremwerte im Inneren von M. Das Verhalten von f auf dem Rand
muss dann natiirlich noch getrennt untersucht werden.

Erinnerung. Eine symmetrische N x N Matrix A heif}t positiv definit,
falls fiir alle z € RY \ {0} gilt

(Az,z) > 0.
Sie heifit positiv semidefinit, wenn fiir alle x € RY \ {0} gilt
(Ax,z) > 0.
Durch Diagonalisieren von A sieht man leicht, dass gilt
(Az, z) > Anlz])*

mit A, := kleinste Eigenwert von A, wobei Gleichheit gilt fiir  aus
dem Eigenraum zu \,,. Damit folgt, dass A positiv (semi)definit ist,
genau dann, wenn die Eigenwerte von A strikt positiv bzw. nichtnegativ
sind. Entsprechend definiert man negative (semi)definite Matrizen.
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THEOREM (Kriterien fiir Extrema). Sei U C RY offen, f € C*(U,R)
und p € U. Dann gilt:

e (Notwendiges Kriterium) Hat f bei p ein (lokales) Yfewimum = gq

Minimum> ©°
gilt V f(p) = 0 und die Hesse-Matriz (DyD; f(p))N—y ist heiy
semidefinit.

e (Hinreichendes Kriterium) Gilt Vf(p) = 0 und die Hesse-

Matriz ist hi% definit inp, so hat f ein striktes lokales jiazimum
m p.

BEMERKUNG. Obiges Theorem liefert im eindimensionalen Fall gerade
die uns schon bekannte Charakterisierung.

Beweis. Idee. Es gilt nach Taylor und dem vorherigen Satz

F(w) = ) + VD), (2~ ) + () @) — p), (&~ p))

= ) + SUHDE @~ p), (2 - )

mit einer Zwischenstelle £ zwischen x und p. Damit wird also ’alles’
durch das Verhalten von H (f)(€) entschieden. Dieses Verhalten ist aber
(im wesentlichen) das Verhalten von H(f)(p).

Wir zeigen zunéchst die notwendige Bedingung: Nach obigen Satz gilt
Vf(p) = 0. Angenommen H(p) ist nicht negativ semidefinit, dann
existiert ein y € RY | |y| = 1 und (H(p)y,y) > 0.
Da f € C*(U,R) gilt, existiert ein § > 0 mit

(H(x)y,y) >0
fir alle z € U mit |x — p| < 6.
Dann folgt mit dem Satz von Taylor fiir alle ¢ € (0, J]

Fo+ 1) = F() 40+ 3 =D fp+ D)y’

= f(p) + % > DD, f(p+ Oty)yiy;

= 7o)+ 5P H(p + 1)y )
> f(p)

Wir zeigen nun die hinreichende Bedingung;:
Sei Df(p) = 0 und (D;D;f(p));; negativ definit, dann gilt also mit
Yy = (yla"'aym)

0> Y DiD;f(p)yy; = (H(f)(p)y.y)

ij=1
fiir alle y mit y # 0.



4. EXTREMA VON FUNKTIONEN 61

Da die Abbildung

SY={y eRY | Iyl =1} = Ry~ (H(f)(P)y,v)
stetig ist, nimmt sie auf dem kompakten S¥ ihr Maximum an. Es gibt
also ein A > 0 mit (H(f)(p)y,y) < —A fiir alle y mit |y| = 1. Da alle
D;D;f stetig sind, existiert ein 6 > 0 mit

|DiDjf(x) — D;D; f(p)

fir alle z € U mit |z — p| < 6. Damit folgt
N

(H(f)(@)y,y) = Z DiD; f(x)yy;

ij=1

<573
2N?

— S (DD, f(x) — DD, f(p))yiy; + (H(F)(p)y. )

fiir alle y mit |y| = 1. Damit folgt dann sofort

(H() @)y v) < —5lol? < 0

fiir alle |y| # 0, und = mit |z — p| < . Nachg dem Satz von Taylor gilt
aber

£(2) = F(p) + DI~ p) + Z{H)p+ 0~ p))w — p), (z ~ p))

fur ein ¥ € (0,1). Mit der vorherigen Abschitzung und Df(p) = 0
ergibt sich dann sofort

f(x) = flp) <0
fir |z — p| < d, © # p. Damit hat f also in p ein striktes Maximum.
Die Aussage iiber Minima kann analog bewiesen werden. Alternativ

kann man auch die schon bewiesene Aussage auf — f anwenden. O
BEMERKUNG. e Der Beweis nutzt: A nahe B = (Ay,y) nahe
(By,y)

e Der Beweis zeigt: A negativ definit, grofiter Eigenwert ist —\,
B nahe A, B symmetrisch ;= groiter Eigenwert von B ist
nahe anischer Asylbewerberinnenh — \,



KAPITEL 3

Implizite Funktionen und lokale Invertierbarkeit

In diesem Abschnitt untersuchen wir (lokale) Losbarkeit von Gleichun-
gen der Form

F(z,y) =0

nach x bzw y bei gegebenen y bzw. x.

Wir beginnen mit einer Diskussion von lokaler Invertierbarkeit. Zur
Einstimmung betrachten wir zwei Spezialfille.

Beispiel. Sei I ein Interval in R und f : I — R stetig. Dann hat
f eine Umkehrfunktion genau dann wenn f streng monoton ist. Das
ist eine gute Charakterisierung aber unter Umsténden nicht einfach
zu priifen. Ist f stetig differenzierbar, so wird die Lage einfacher: Ist
f'(p) # 0 so ist f lokal invertierbar. (Denn dann hat f’ in der Nihe
von p festes Vorzeichen und ist damit nach dem Mittelwertsatz streng
monoton.) Die (lokale) Inverse g ist stetig differenzierbar mit

mit f(z) =y.

Beispiel. Sei L eine lineare Abbidlung von RY nach RY und f :
RY — R, f(z) = a+ Lz. Dann ist f invertierbar genau dann, wenn
L invertierbar ist. In diesem Fall gilt fiir die Umkehrabbildung ¢ also

g:RY — RN g(y) =L 'a+ L.
Insbesondere ist g stetig differenzierbar mit

Dy(y) = Df(x)~".

In beiden Féllen gilt also: Ist f stetig differenzierbar und D f(x) in-
vertierbar, so ist f lokal invertierbar und seine Umkehrabbildung ist
stetig differenzierbar mit Dg(y) = D f(z)~!. Tatsichlich gilt folgender
allgemeiner Satz.

THEOREM (Satz iiber die Umkehrfunktion). Sei U C RY offen, f :
U — RY stetig differenzierbar, p € U, q := f(p) und Df(p) in-
vertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung V von p eine offene
Umgebung W von q so dass folgendes gilt:
o fly:V — W ist bijektiv,
o die Umkehrabbildung g := (f|v)™' : W — V st stetig diffe-
renzierbar,

62
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e fiir alle x € V ist Df(x) invertierbar und es gilt Dg(y) =

Df(x)™" firy= f(x).

Zeichnung.

Bemerkung.

e Ist die Umkehrfunktion g von f differenzierbar, so folgt mit

go f =1id aus der Kettenregel, dass

1= Dyg(y)Df(x)

fir y = f(x). Die Invertierbarkeit von D f(z) und die Formel
fiir Dg(y) sind also Konsequenzen der Diffbarkeit von g.
In einer Dimension gilt: Ist f : R — R stetig differenzierbar
mit Df(x) = f'(x) # 0, so hat also f’ festes Vorzeichen, f
ist streng monoton und damit auf ganz R invertierbar. Wir
zeigen nun an zwei Beispielen, dass in beliebigen Dimensionen
globalen Invertierbarkeit i. a. nicht gilt, auch wenn D f iiberall
invertierbar ist.

Beispiel. Sei f : B2\ {0} — R\ {0}, f(&1,&) = (¢} —
622, legg) Dann gllt

Df(&1,&2) = (261 — 265,265 261).
Also det Df (&1, &) = 4(62 +&2) # 0. Damit ist D f iiberall in-

vertierbar. Aber es ist f nicht injektiv, denn es gilt f(—¢&;, —&;) =

f(&1,&). (Setzt man 2 = & +1i&s, so ist f(&1, &) = (R2?,322).
Es handelt sich also bei f um die komplexe Quadratfunktion
und bei D f umd die Multiplikation mit 2z.)

Beispiel. Sei f: R? — R2, f(£1,&) = €% (cos &y, siny).
Dann ist f nicht injektiv. Aber die Ableitung ist iiberall in-
vertierbar: Es ist Df(£1,&) = €51 (cos & —sin &y, sin &, cos&y).
Alsoist det Df = €51 # 0. Aber esist f(&1,&) = f(&1, &+27).
(Setzt man z = & + & so ist f(z) = (Re*, Je®). Es handelt
sich also um die komplexe Exponentialfunktion und ihre Ab-
leitung.)

Zur Vorbereitung auf den Beweis des Satzes beweisen wir zwei Resul-

tate.

LEMMA. Sei A : RN — RY linear. Dann sind dquivalent:

(i) Es ist A invertierbar.
(ii) Es gibt ein C' > 0 mit |Az| > C|z| fir alle v € RY

(ili) Es ist 0 nicht Eigenwert von A.

1

In diesem Fall kann C = == gewdhlt werden.

A=

Beweis. (i) = (ii): Sei y = Az. Dann gilt nach (i) also z = A™'y.
Damit folgt

2| < [ A7 Iy

Ende 19. Vorlesung
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Das liefert dann .
|Az| = |y| > 7|zl
|A=]

(ii) = (iii): Das ist klar.
(iii) = (i): Nach (iii) ist A injektiv. Damit ist es bijektiv. d

PROPOSITION. Sei h : Br(0) C RY — RY stetig und differenzierbar
in Ur(0) und

¥ UR(0) — R, ¢(x) = |h(z)]*.
Hat 9 ein Extremum in p in Ug, so gilt Dh(p)"h(p) = 0. Insbesondere
verschwindet also h in p, wenn Dh auf ganz Ugr(0) invertierbar ist.

Beweis. Das folgt direkt durch Bilden des Gradienten:

0= 0;9(p) = 0; Z hi(p)® = 22 djhi(p) - hi(p).
O

BEMERKUNG. Die Aussage ist bemerkenswert, weil auf den Funkti-
onswert im Extremum geschlossen werden kann (und nicht nur auf den
Gradienten).

BEMERKUNG. (Ubung) Ist b : RY — R stetig differenzierbar mit

e Dh(z) invertierbar fiir alle z € RY,
e |h| = oo fiir z — oo,

so gibt es ein x € RY mit h(z) = 0.

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes iiber die Umkehrfunktion.
Beweis. Wir setzen

1 1y
A= SIDfp) T > 0.

Es ist A die einzige relevante Grofie in unserem Beweis!
Da f stetig differenzierbar ist, existiert ein 6 > 0 mit

IDf(x) = Df(p)l <A
fir alle z € U mit |z —p| < 5. Da U offen ist, gibt es ein 6 > 0 mit
d < dund Us(p) C U. Setze
V= Us(p) CU.
Dann gilt also
IDf(z) = Df(p)l| <A (%)
fiir alle x € V.
Zwischenbehauptung: Fir alle z,2" € V gilt |f(z) — f(2")] > Az — 2/|.
Bew. Sei ¢(z) = f(x) — Df(p)(z — p) — f(p), also

f(x) = f(p) + Df(p)(x —p) + ¢(x).
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Dann gilt:

|f () = f (] IDf(p)(z —2') + p(z) — p()]

(A=Ugl) = |[Df(p)(x—2")| = lp(x) — o(z)]
(Lemma) = 2z —a'| = |p(z) = (2]
N > 2Ax — 2| — ANz — 2|

ANz —2/|.
(I: Das folgt aus dem Mittelwertsatz:

o(x) = ()] < [1De(E)l|lz — 2]
IDf(&) = Df(p)ll|z — 2|
€V, DefV) < Az—a'|)
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die Aussagen des Satzes
(in anderer Reihenfolge) beweisen.

Behauptung. Fiir alle z € V ist D f(x) invertierbar.
Bew. Es gilt

[Df(x)yl = [Df(p)yl = [(Df(x) = Df(p))yl
(Lemma,Def. V,A) > 2\|y| — A|y|

Ayl

Damit folgt die Aussage nach dem Lemma zur Invertierbarkeit.
Behauptung. W := f(V) ist offen.

Bew. Sei / := f(2/) € W beliebig. Sei &' := 6 — |2/ — p|,e := 30". Wir
zeigen U.(y') C W. Zeichnung.

Sei also z € U.(y') beliebig. Damit folgt also

2 € Uy(y) ()
fiir ein 0 < r < ¢’. Wir betrachten
77/} : BT(:E/) — [Oa OO),I/)(ZE) = |f(f[7) - Z|2’
Da 1 (offenbar) stetig ist, nimmt es auf dem kompakten B,(z’) sein
Minimum an. (Wir miissen zeigen, dass dieses Minimum 0 ist.) Wir

zeigen nun, dass das Minimum im Inneren angenommen wird: Fiir x
auf dem Rand von B, (2') gilt |z — 2’| = r und damit

(x) = [f(x) =2 > (If(x) = @) =y = =])
(ZB,(x)) > (\r— %/\ry
= (%)\r)Q.

Fiir den Mittelpunkt 2’ von B, (2') gilt aber

P) = () = 2P = Iy — o € (A2
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Damit wird also das Minimum im Inneren von B,(z’) angenommen.
Dann muss aber nach dem vorherigen Lemma (mit h = f — z) fiir den
entsprechenden Punkt x,, gelten

0= Df(zm)t(f(zm) - z).

Da Df(xy,) invertierbar ist (nach vorherigen Behauptung) folgt also
f(zm) — 2z = 0. Das liefert die gewiinschte Offenheit.

Behauptung. f:V — W ist bijektiv.

Bew. Nach Definition von W ist f surjektiv. Nach ZB ist f injektiv.
Behauptung. Es ist g = (f|y)~! differenzierbar mit Dg(y) = D f(x)~!
fir f(x) =y.

Bew. Wir betrachten nur den Punkt y = ¢ = f(p). (In den anderen
Punkten von V' konnen analoge Betrachtungen gemacht werden, da
Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist.) Sei € = 26 wie oben zu
x' = p gewihlt. Dann gilt also U.(q) C W, Us(p) C V. Zeichnung.
Fiir y € RY mit |y| < ¢ gilt dann

9la+y)=p+z
mit |z| < J. Insgesamt hat mal also

glg+y)=p+z gl =p, flp+z)=q+y, f(p)=q

Wir konnen nun abschatzen

Wl =1+ ) —dl = f(p+2) — FB)] 2 Aa| (+%).

Weiterhin gilt

flp+z)=f(p) +Df(p)r+¢s(p+ )
also

qty=q+Df(p)r+psp+x) (x*x)
mit

o(p+ x)

— 0,z — 0.
|z



3. IMPLIZITE FUNKTIONEN UND LOKALE INVERTIERBARKEIT 67

Damit erhélt man insgesamt:

W _ |i|\g(q+y)—g(q)—Df(P)11/!

= |\Df( p)~H(Df(p)z — )|

(hrx) = mwﬂm—lwﬂﬂ
< |i|||Df<p>—1H|sof<p+x>|
o) < RPN s )
1) M s (p + @)

A ||

— 0,|z] — 0.

Fiir |y| — 0 folgt aber aus (xx) sofort || — 0. Damit ergibt sich aus
der vorherigen Abschéatzung

(g +y)
|y

Das beendet den Beweis. O

— 0, |y| = 0.

In der bisherigen Diskussion haben wir versucht, die Gleichung

g(z,y) = flz) —y =0
bei gegebenen y nach x aufzulosen, d.h. x als Graph einer Funktion
von y darzustellen. Wir fragen nun, wieweit das fiir allgemeine Funk-
tionen g moglich ist. Dazu vertauschen wir die Rollen von x und y und
betrachten g : RV x RM — RM und seine Nullstellenmenge

N =N(g) = {(z,y) | g(x,y) = 0}.

Die Frage lautet, ob A lokal als Graph darstellbar ist d.h. ob man y als
Funktion von x schreiben kann y = g(z). Es geht also um das Auflésen
der Gleichung g(z,y) = 0 nach y als Funktion von z.

BEeISPIEL (Hohenlinien einer Landkarte)). Sei g : Landkarte — R,
g(p) = Hohe von p tiber dem Meeresspiegel. Sei fiir ¢ € R

N, := {p € Landkarte : g(p) — ¢ = 0}.
Dann ist NV, gerade die Hohenlinie zu c. Zeichnung
BEISPIEL (Einheitskreislinie). Sei g : RxR — R, g(z,y) = 22 +y*—1.
N = {(z,y) e R? | 2* +9* = 1}.
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Dann gilt: Zeichnung.

N N {y > 0}: Oberer Halbkreis y = v/1 — 2.

N N {x < 0}: Linker Halbkreis 2 = —/1 — y.

N N {y < 0}: Unterer Halbkreis y = —v/1 — 22.

N N {z > 0}: Rechter Halbkreis. x = /1 — y2.

Die Gleichung kann also lokal nach x bezw y aufgelost werden. Das
Auflésen nach y ist dabei in Bereichen mit 9,g(z,y) = 2y # 0 moglich
und das Auflésn nach z in Bereichen mit 0,9(z,y) = 2z # 0.

NOTATION. Fiir z € RN x RM schreiben wir z = (z, y) mit z € R und
y € RM Ist W C RY x RM offen und g : W — RM differenzierbar,
so setzen wir

D,g(2) :=(0;9i(2))i=1,. M j=1,..N

Dyg(z) = (ajJrNgi(Z))i:l ..... M,j=1,..,M-
Damit gilt dann also

Dg(z) = (D,g(2) Dyg(z)) = Matrix malen.
Wichtig. D,g(z)) ist eine quadratische Matrix (M x M Matrix).

THEOREM (Satz {iber implizite Funktionen). Sei W C RY x RM offen
und g : W — RM stetig differenzierbar. Sei

N = {(z,y) e W | g(z,y) = 0}.

Ist 2o == (p,q) € N und Dy,g(z) invertierbar, so existieren offene
Umgebungen U von p und V wvon q und ein stetig differenzierbares
f:U—V mit

NN (U x V)= Graph von f ={(z, f(x)) |z € U}
sowie D (x) = —Dyg(e, f(x)) Dagla, f(x).

Kurz: Ist g(p,q) = 0 und D,g(p,q) invertierbar, so kann man die
Losung von g(z,y) = 0 in einer Umgebung von p als Graph darstellen.

Beweis. Wir zeigen zundchst die Fxistenz von f.
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Idee (vgl. Zeichnung). Nach dem Satz zur Umkehrfunktion ist um (p, ¢)
herum ist jeder Punkt eindeutig durch seine x Koordinate und den
Wert von g beschrieben. Daher kénnen wir (z,g) als Koordinatensy-
stem verwenden. Das liefert eine Zerlegung der Umgebung von (p, g)
in Konstanzflichen von g. Diese sind nach Konstruktion (Bilder von)
Graphen.

Hier sind die Details: Sei G : W — RY x RM | (z.9) — (z,g(z,v)).
Dann gilt

G(p,q) = (p,0)

sowie
In On
DG(p,q) = .
(p. ) (ng(p,Q) Dyg(p,q)>
Damit folgt
det DG(p, q) = det Dyg(p,q) # 0

nach unserer Vorausetzung an die Invertierbarkeit von D,g(p, ¢). Nach
dem Satz tiber die Umkehrfunktion gibt es also offenen Umgebungen
Wy von (p,q) und Wy von G(p,q) = (p,0), so dass G : Wy — W
bijektiv mit stetig differenzierbarer Inverser ist. Ohne Einschrinkung
(sonst Verkleinern) kénnen wir

WO = U~p X U~0
mit Umgebungen Up von p und Uy von 0 annchmen.
Weiteres Vorgehen in Worten: Wir konnen W, offenbar in Konstanz-

flachen (der zweiten Koordinate) zerlegen. Zuriickziehen mit G liefert
dann eine Zerlegung von N N W, in Konstanzflichen von g.

Nach Konstruktion sind diese Konstanzflichen aber gerade Graphen.
Hier sind die Details:
Sei
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Mit U = U, und V = 70 G~ 0 (U) hat
f=moGlor:U—V

die gewiinschten Eigenschaften.

e ¢ bildet U auf U x {0} ab, z — (z,0).

e G !bildet Ux {0} abnach UxV, (z,0) — (z,y) mit g(x,y) =
0.

e 7 bildet U x V nach V" ab (z,y) — vy, wobei fiir die in Frage
kommenden (z,y) gilt g(z,y) = 0.

Es bleibt die Ableitung zu berechnen. Nach Kettenregel ist f differen-
zierbar und es gilt

Df(x) = Dr(G (1)) DG (1)) Difz).
Es ist (beachte 7, ¢ linear):
D=1, Dr=m.
Weiterhin gilt

B ]-N ONM . ].N ONM

mit Ly = D,g(z,y) und Ly = Dyg(x,y). Damit ergibt sich das Inverse

(Probe!) zu
o Iy Onm
DG = ( n )

Insgesamt folgt

1 0 1 _

und das ist die Behauptung. O
Eine Reihe von Kommentaren sind angemessen.

BEMERKUNG. e Sind f, g differenzierbar mit g(z, f(x)) = 0 und
D,g(x, f(x)) invertierbar, so folgt aus der Kettenregel

0= Dyl f(0) (%) = Dusle f(2)) + Dygle S DS ).
Damit ergibt sich die Formel fiir die Ableitung von f

Df(x) = =Dyg(x, f(x))" Dug(a, f(x)).

Auch hier folgt also die Formel fiir die Ableitung von f auto-
matisch aus der Differenzierbarkeit von f und der Kettenregel.

e Im Allgemeinen werden wir die Funktion f aus dem Satz nicht
explizit bestimmen konnen. Es ist bemerkenswert, dass wir
trotzdem die Ableitung von f berechnen koénnen.
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e Ist D,g(p, q) nicht invertierbar, so ist i.a. eindeutiges Auflosen
von y nach z in Umgebung von p nicht moglich:

Beispiel (kein eindeutiges Auflésen moglich):
g:R* — R, g(z,y) =2" +y° = 1,(p,q) = (1,0).
Beispiel (gar kein Auflosen moglich)
h:R* — R, g(z,y) = 2* +y*, (p,q) = (0,0).

e Statt ¢ = 0 kann man auch g = ¢ betrachten. (Dazu ersetzt
man einfach g durch g =g —c...)

o Ist W C RY x RM offen und g : W — RM stetig differen-
zierbar mit ¢(zp) = 0 und RangDg(zy) = M, so kann man
den Satz nach Umsortieren der Koordinaten anwenden. (Vgl.
Beispiel mit Einheitskreis.)

e Wir haben den Satz iiber implizite Funktionen mittels des Sat-
zes iiber die Umkehrfunktion gezeigt. Man kann auch umge-
kehrt vorgehen. Dazu betrachtet man g(z,y) = f(z) — y in
einer Umgebung von (p,q) mit f(p) = ¢ d.h. g(p,q) = 0. Ist
D, f(p) invertierbar, so ist D,g(p,q) invertierbar und damit
nach dem Satz iiber implizite Funktionen also x nahe an p als
Funktion von y nahe ¢ darstellbar. (Details: Ubung).
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KAPITEL 4

Untermannigfaltigkeiten, bedingte Extrema und
all das

Untermannigfaltigkeiten sind die glatten Gebilde im Raum. Sie sind
lokal Nullstellenmengen von glatten Funktionen oder &quivalent lokale
Graphen.

Zeichnungen. Kreis, Sphére, Torus, Parabel.

NoTATION. Die Nullstellenmenge einer Funktion g bezeichnen wir wei-
terhin mit N(g), d.h. zu g : W C RY — R® definieren wir

N(g) :={ze W |g(z) = 0} = NI, N(g;)-

Den Graphen einer Funktion f bezeichen wir mit G(f) d.h. zu f: U C
RY — RM definieren wir

G(f) = A{(z,f(2)) |z € U} CRY x R™.

DEFINITION. Eine stetig differenzierbare Funktion f : U C RY —s
RM heiit regulir in x, wenn D f(r) maximalen Rang hat. Ist die Funk-
tion in jedem z € U reguldr, so heifit sie requldr.

BEMERKUNG. Ist f: U C RV — RM regulir, so gilt also

o falls M < N: RangDf(xz) = M d.h. Zeilen von D f(z) sind
linear unabhéngig.

e falls N < M: RangDf(x) = N d.h. Spalten von D f(x) sind
linear unabhéngig.

o falls N = M: Df(x) invertierbar.

Wie man am letzten Punkt sieht, ist Regularitéit eine Verallgemeine-
rung von Invertierbarkeit.

BEISPIEL. o Ist ¢ : W — R stetig differenzierbar, so ist g
genau dann reguldr, wenn Vg(z) # 0 in jedem x € W.
e U C RY offen, f : U — RM stetig differenzierbar. Dann
ist £ : U — RY xRM F(z) = (x, f(x)) regulir. (Denn
DF(z) = (1,Df(x))" und damit RangDF = N.)

LEMMA. Sei X CRYN, p€ X und L < N. Dann sind dquivalent:

(i) Es existiert eine offene Umgebung W won p in RY und re-
gulires g : W — RN=L mit X N W = N(g). (,X ist lokal
eine Nullstellenmenge. )

72
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(ii) Es emistiert eine offenen Umgebung W von p € RY und eine
offenen Menge U C RL und eine stetig differenzierbare Funk-
tion f : U — RN~L und eine Permutation P : RN — RV
mit

XNW = PG(f).
(,X st lokal Graph.“)

Beweis. Die Richtung (i) = (ii) folgt aus dem Satz iiber implizite
Funktionen. Die Implikation (ii) = (i) folgt einfach durch Betrachten
von g(z,y) =y — f(z) (wenn man P = Id annimmt). d

DEFINITION (Untermannigfaltigkeit). Eine Teilmenge X von RY heifit
Untermannigfaltigkeit der Dimension L, wenn sie in jedem Punkt p €
X eine der Bedingungen des vorangehenden Lemma erfiillt.

BEMERKUNG. e Untermannigfaltigkeiten der Dimension N — 1
heiflen Hyperflichen. Sie sind also (lokal) Nullstellengebilde
von reellwertigen Funktionen.

e Alle Untermannigfaltigkeiten sind lokal Schnitte von Hyper-

flichen (da N(g) = NY "N (gx)).

BEIsPIEL. Offenbar sind alle Graphen und alle Nullstellengebilde re-
guldrer Funktionen also Untermannigfaltigkeiten. Insbesondere gehdren
dazu:

o Kreis (g(z,y) =2 +y*—1=0)

e Die Sphiire SV := {z e RY | [z]>~1 =0} d.h. g(&y, ..., &) =

Zé‘\[:l j—1=0
e Torus (Ubung)
e Parabel (Graph).

Wir fithren nun die Tangentialflichen und Normalen an Untermannig-
faltigkeiten ein. Zeichnung.

DEFINITION. Sei X C R¥ eine Untermannigfaltigkeit und p € X.
Dann heif}t

T,X :={7'(0) | v: (-1,1) — Xstetig differenzierbar, v(0) = p,

der Tangentialraum von X in p. Der Normalraum N,X von X in p ist
definiert als

N, X =T, X*.
BEMERKUNG. Man kénnte auch Kurven « auf (—&,,¢,) betrachten.

THEOREM (Beschreibung Tangentialraum und Normalraum). Sei X C
RY eine Untermannigfaltigkeit der Dimension L. Seip € X und W C
RY offen mit

peXNW=Nlg) = G(f) = Bid(F),
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wobei U C REY offen, f: U — RNL stetig differenzierbar, F : U —
RY, F(z) = (z, f(x)), g : W — RN"L stetig differenzierbar und
requldr. Dann gilt

T,X = KerDg(p) = BildDF(po)

fiir p= F(po) = (po, f(po)). Inbesondere gilt
N—L

T,X = () {Va)}"

j=1
N,X = Tin{Vg(p) | j = 1,..., N — L}

sowie dimT,X = L, dim N,X = N — L.

BEMERKUNG. e Es zeigt Vg, in Richtung des stiarksten Wachs-
tum von g;. In Richtung von T,X gibt es umgekehrt kein
Wachstum der g; (da Nullstellenmenge). Daher ist der Normal-
raum gerade durch die Gradienten der g; aufgespannt. Zeich-
nung.

e Der Satz zeigt, dass T, X ein Unterraum ist.

Beweis. T,X C KerDg: Sei v € T,,X beliebig und ~ zugehorige Kurve
dh~vy:(-1,1) — X, v(0) = p, ¥/(0) = v. Dann gilt goy =0 also

0= (g07)'(0) = Dg(7(0))7'(0) = Dg(p)v.

BildDF C T,X: Sei w € RF beliebig, v : (—=1,1) — X, y(t) =
F(po + tw). Dann gilt

DF(po)w =+'(0) € T,X.

Damit folgt die Aussage.
Insgesamt zeigt dies

BildDF(py) C T,X C KerDg(p).

Weiterhin gilt
dimKerD(g) = L

(nach Dimensionsformel N = dim KerDg + dim BildDg und g regulér
also dim BildDg = N — L) und

RangBildDF(pg) = L
(klar, betrachte Ableitung). Damit folgt dann
BildDF(py) = T, X = KerDg(p).

T,X = ﬂj.vz_lL{ng (p)}+: Das folgt sofort aus T,X = KerDg(p).
N, X =1in{Vy;(p) | j=1,...,N — L}: Es gilt

(Vg (p) |5 = 1,.... N — L} = [\ {¥g,(p)}* = T,X.
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Damit folgt dann durch Bilden des orthogonalen Komplementes die
Aussage. O

BEMERKUNG (Achtung!). Die Gleichheit T, X = KerDg = BildDF ist
gerade eine linearisierte Version von X = N(g) = BildF. Ahnlich ist
Df(z) eine linearisierte Version von f. Tatsdchlich kann man fir f :
UCRY — V CRM die Ableitung D f(z) deuten als eine Abbildung
des Tangentialraumes RY = T,U in den Tangentialraum RY = T, V.

Betrachtung von Untermannigfaltigkeiten ist in vielerlei Hinsicht niitz-
lich. Wir lernen jetzt eine Anwendung auf sogenannte bedingte Ex-
trema kennen. Diese ist unter dem Namen ,Methode der Lagrange
Multiplikatoren“ bekannt.

DEFINITION. Sei U C RN offen, X C U, f : U — R, p € X. Es nimmt
f in p ein bedingtes lokales Mazimum/Minimum auf X an, wenn ein
0 > 0 existiert mit

flx) < f(p)/f(z) = f(p)

fur alle € X mit | — p| < 6.

Da X i.a. nicht offen ist, konnen die bisher entwickelten Methoden zur
Untersuchung von bedingten Extrema nicht angewendet werden. Wir
untersuchen nun den Fall, dass X eine Nullstellenmenge ist.

THEOREM. Seien K < N aus N gegeben. Sei U C RN offen, g : U —
RE stetig differenzierbar, L == N — K,

X 1= N(g) = [ N(a)

Sei p ein reguldrer Punkt von g also RangDg(p) = K (d.h. Vgi(p),
i=1,..., K, linear unabhingig). Sei f : U — R stetig differenzierbar.
Hat f in p ein bedingtes lokales Extremum auf X, so gibt es reelle
Zahlen A1, ..., \g mit

Vip) = Z AiVg;(p)-

Ist insbesondere X ein Untermannigfaltigkeit (d.h. jeder Punkt von X
ist regulir), so gilt Vf(p) € N,X =T, X*.

Interpretation. Zeichnung. Hitte V f(p) eine Komponente in Rich-
tung von 7, X so konnte man auf X in dieser Richtung e wandern und
dabei den Wert von f wegen

9ef(p) =(Vf(p)e)

vergrofern und durch Wandern in Gegenrichtung verkleinern. In einem
Extremum kann also V f(p) keine Komponente in Richtung von 7,X

Ende 23. Vorlesung



76 4. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN UND BEDINGTE EXTREMA

haben, muss also in IV, X liegen. Es ist aber N, X die lineare Hiille der
Gradienten der g; (nach dem vorherigen Satz).

Beweis. Ohne Einschrankung ist X UMK (sonst Verkleinern). Ist v :
(—e,+e) — X eine stetig differenzierbare Kurve in X mit v(0) = p,
so hat

h:(—ee) — R, h(t) = f((t))
in 0 ein lokales Extremum. Daher muss gelten (Zeichnung.)
0=1'(0) = (Vf(p),7(0)).

Da ~ beliebige Kurve in X durch p war, folgt Vf(p) L TpX, also
Vf(p) € N,X. Nach dem vorangehenden Satz folgt die Aussage. [

Verfahren/Methode der Lagrange Multiplikatoren. Um die Punk-
te zu finden, in denen mdglicherweise Extrema vorliegen, hat man das
Gleichungssystem ()

gi(p) =0, =1,..., K, (K — Gleichungen)

K
Vi) = Z \;Vygi(z) (N — Gleichungen)
j=1

nach p = (p1,...,pn) und (A1,..., Ag) aufzulésen. Das sind K + N
Gleichungen und K + N Unbekannte.

BEMERKUNG. Man erhélt das Gleichungssystem (*) auch durch Be-
trachten von

K
F:UxRN — R, Flz,Ai,.... Ax) = f(z) = > Ng;()
j=1
und Bilden des Gradienten
L
VE(p,A) = (Vf(p) =Y NVe(0),01(p), -, 9x(p)"
j=1

und Nullsetzen des Gradienten. Das ist unter dem Stichwort ,, Ankop-
peln der Nebenbedingungen® bekannt. Die sich ergebenenden A; heifien
Lagrangemultiplikatoren. In Beispielen kénnen sie eine konkrete Inter-
pretation haben (Zwangskrifte, Schattenpreise....).

BEMERKUNG. Die gesuchte Menge der bedingten Extrema und die be-
rechnete Menge, in der (x) gilt, kénnen sehr verschieden sein: Seien

M := {Extrempunkt von f auf X}.

M, := {Extrempunkt von f auf X, in denen Dg vollen Rang hat}.
Mz :={ze X [(+)}
Dann gilt
My O My C M.
Es gilt:
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e M, nicht leer, falls X kompakt.

e Erste Inklusion ist Gleichheit, falls Dg {iberall auf X vollen
Rang hat, also X eine Untermannigfaltigkeit ist.

e Es konnen in M5 Punkte dazukommen.

FOLGERUNG. Sei U C RY offen, f : U — R stetig differenzierbar
und X C U eine kompakte Untermannigfaltigkeit. Dann nimmt [ sein
Mazimum/Minimum auf X an und zwar in denjenigen Punkten von

{pe X |Vf(p) € N,X}
in denen es maximalen/minimalen Funktionswert hat.

BEISPIEL. U = R?, g(£1,&) = &+ & -1, X = N(g) = S. Gesucht
Extrema von f:R? — R, f(z) = & + 2& auf X.

Da f stetig und X kompakt ist, nimmt f auf X auf jeden Fall Minimum
und Maximum an. Wir berechnen nun Gradienten von f und g. Es gilt

Vf(gj') = (1,2)t, Vg(x) = 2(51,52)t.
Insbesondere gilt Vg # 0 auf ganz X und X ist eine UMK. Auflésen von
(%) liefert dann die Extrempunkte von f auf M (und méglicherweise
noch mehr Punkte). Es wird () zu

G+E—-1=0 (1,2) = X2(&,&) =0.

Auflosen liefert (nach endlicher Rechnung):

V5 12
A=E (&)= i(ﬁ’ %)-
Es gilt f(\%,\%) = /5 (Maximum) und f(—\%,\/lg) = —+/5 (Mini-
mum).

Ende 24. Vorlesung
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Etwas Maf3- und Integrationstheorie

Das Konzept des Mafles stellt eine prizise (und sehr allgemeine) Fas-
sung von Volumenmessung zur Verfiigung. Die charakteristische Eigen-

schaft ist . .
n(lJ An) =D (A
n=1 n=1

fiir paarweise disjunkte A,, n € N. Basierend auf einem Mafl kénnen
dann Funktionen integriert werden. Im allgemeinen kann nicht allen
Mengen ein Maf§ zugeordnet werden, und es konnen nicht alle Funk-
tionen integriert werden. Die ,,guten® Mengen bzw. Funktionen heiflen
messbar.

1. o-Algebren und messbare Funktionen

In diesem Abschnitt lernen wir die ,guten“ Mengen und Funktionen
kennen.

DEFINITION (o-Algebra). Sei X eine Menge und A eine Familie von
Teilmengen von X. Dann heifit A eine o-Algebra, wenn folgende FEigen-
schaften erfiillt sind:

e X gehort zu A.

e Mit A gehort auch X \ A zu A.

e Mit A,, n € N, gehért auch (|, 4, zu A.
Ist A eine o-Algebra auf X, so heiit (X,.A) ein messbarer Raum und
die Mengen von A werden messbar genannt.

Eine o-Algebra ist also abgeschlossen unter Komplementbildung und
abzéhlbaren Vereinigungen und enthélt jedenfalls den ganzen Raum.

BEMERKUNG. Esist {X, 0} eine o-Algebra auf X und in jeder anderen
enthalten.

PropPoOSITION (Einfache Eigenschaften). Sei (X, .A) ein messbarer Raum.
Dann gilt:

(a) A,e A,neN, = A4, €A
(b) AABe A= A\ Be A.

Beweis. (a) Das folgt durch doppelte Komplementbildung:

NA =X\ (U an),
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(b) Das folgt aus A\ B=A[(X \ B). O

BEMERKUNG. (Nur miindlich) Zum besseren Verstédndnis mag ein Ver-
gleich mit dem Konzept der Topologie dienen: Eine Topologie 7 auf X
ist eine Familie von Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:

e ), X er.

e Mit Uy,...,U, gehort auch ﬂj U; zu 7.

e Mit U,, a € A, gehort auch |, U, zu 7.

Man kann o-Algebren aus einer gegebene Familie von Teilmengen er-
zeugen.

THEOREM (Erzeugung von o-Algebren durch F). Sei F eine Familie
von Teilmengen von X. Dann existiert genau eine o-Algebra A auf X
mit folgenden beiden Figenschaften:

e FCA.

e Gilt F C B fiir eine o-Algebra B, so folgt A C B.

Beweis. Eindeutigkeit. Das ist klar. (Seien A;, i = 1,2, solche o-
Algebren. Wiahle Ay = B und schlieie A; C A,. Vertausche nun die
Rollen von A; und A,.)

Ezistenz. Es existiert ein o-Algebra, die F enthélt (z.B. die Potenz-
menge von X ). Der Durchschnitt aller solcher o-Algebren ist wieder ein
o-Algebra (Check!) und enthélt F (Check!). Er hat nach Konstruktion

die gewiinschten Eigenschaften. Il

DEFINITION. In der Situation des vorherigen Theorems nennt man A
die durch F erzeugte o-Algebra und schreibt sie auch als o(F).

BEISPIEL. Sei X = R und seien die Familien F; gegeben als:
Fo : Intervalle der Form (a,c0), a € R.

F1 : Alle Intervalle.

Fo : Alle offenen Intervalle.

F3 ¢ Alle Intervalle der Form (—o0,a), a € R.

Fi @ Intervalle der Form [a, 00), a € R.

Fs : Intervalle der Form (—o0,al, a € R.

Fs : Intervalle der Form (a,b), a € R.

Dann gilt o(Fy) = ... = o(Fs).

Beweis. Ubung. Nutze Formeln der folgenden Art:

[a,0) = ((a — 1/n,b),

n

(a,0) = | Jla + 1/n,b),

n

(a,b) = (a,00) \ [b,00)....
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DEFINITION (Borel-o-Algebra). Ist (X,d) ein metrischer Raum, so
heifit die von der Familie aller offener Mengen erzeugte o-Algebra die
Borel-o-Algebra auf X.

BEISPIEL. (a) Ist X = R, so ist die Borel-o-Algebra gerade die oben
schon diskutierte von den offenen Intervallen erzeugte o-Algebra. (Da
jede offene Menge eine Vereinigung von abzihlbar vielen offenen Inter-
vallen ist.)
(b) Ist X = RU{—o0} U{o0}, so wird durch

d(x,y) = |arctan(z) — arctan(y)|,

mit arctan(oco) = 7/2 und arctan(—oo) = —m/2 eine Metrik auf R U
{—00} U{oo} definiert. Der metrische Raum (R U {—o0} U {00}, d) ist
kompakt und heiffit Zweipunktkompaktifizierung von R. Die Borel-o-
Algebra auf R U {—oo} U {oco} wird erzeugt z.B. durch die Familie

(a,0], a€R.

(c) Ist X = R¥ so wird die Borel-o-Algebra erzeugt durch die Recht-
ecke der Form

R = (al,bl) X ... X (CLN,bN)
mit a;,b; € R mit a; < b; fire=1,...,N.

DEFINITION (Messbarkeit). Seien (X;,A4;), ¢ = 1,2, messbare Rdume.
Eine Funktion f : X; — X, heiit messbar, wenn f~1(A) € A, fiir
alle A aus A, gilt.

BEMERKUNG. (a) Vergleiche Charakterisierung der Stetigkeit.
(b) Offenbar sind konstante Funktionen messbar (da die auftretenden
Urbilder entweder leer oder der gesamte Raum sind).

Aus der Definition folgt sofort, dass die Komposition messbarer Funk-
tionen wieder messbar ist:

PRrOPOSITION (Komposition messbarer Funktionen ist messbar). Seien
(Xi, Ay, i = 1,2,3 messbare Riume und f : X1 — X und g : Xo —>
X3 messbar. Dann ist auch go f : X1 — X3 messbar.

Wesentlich ist folgende Vertraglichkeit von Funktionen mit den charak-
teristischen Eigenschaften einer o-Algebra.

PROPOSITION. Sei (X, .A) ein messbarer Raum und f: X — Y eine
Funktion. Dann ist die Menge

(BCY: [ (B)eA)
eine o-Algebra.

Beweis. Bezeichne die genannte Menge mit Ay. Dann gilt:
eV e A Klar (da f7H(Y) =X € A).
e Be Ay = B°e€ Ay: f71(B°) = X\ fYB) € A (wegen
f7H(B) € A).
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* B, € Ay = UBn € Ay 71U, B) = U, f7(Bn) € A
(wegen f~1(B,) € A).
U

Ubung. Untersuche entsprechende Aussage fiir Topologien.

LEMMA (Reicht Urbilder des Erzeuger zu testen). Seien (X,.A) und
(Y, B) messbare Riume und B sei von der Familie F erzeugt. Dann
sind fir f : X — 'Y dquivalent:
(i) Es ist f messbar.
(ii) Es ist f~1(B) messbar fiir alle B € F.
Beweis. (i) = (ii): Das ist klar.
(ii) = (i): Betrachte Ay :={B CY : f~!(B) € A}. Dann gilt:
o F C Ay (nach (ii)).
o Ay ist eine o-Algebra (nach voriger Proposition).
Damit folgt dann nach Konstruktion der erzeugten o-Algebra

B = U(.F) Q .Af.
Das beendet den Beweis. O

Wir ziehen einige Folgerungen aus dem vorherigen Lemma.

FOLGERUNG (Stetige Funktionen sind messbar). Seien (X;,7;), i =
1,2, topologische Rdume mit den zugehdrigen Borel - o -Algebren B;.
Ist f: X1 — Xy stetig, so ist es messbar.

Beweis. Da By von 7y erzeugt wird, reicht es nach dem vorherigen
Lemma zu zeigen, dass f~(U) messbar ist fiir alle U € 5. Es gilt aber

f_1<U) en C Bl,
da f stetig ist und B; von 77 erzeugt ist. O

Wir ziehen nun Folgerungen fiir messbare reellwertige Funktionen. Ins- Fnde 25. Vorlesung

besondere werden wir sehen, dass die alle "iiblichen” Operationen Messbar-
keit erhalten. Insbesondere bleibt Messbarkeit (ANDERS als Stetig-

keit) unter punktweisen Grenzwerten erhalten.

Konvention. Wenn es um Messbarkeit von Funktionen mit Werten
in R (bzw. RU{—00} U {oo}) geht, wird R (bzw. RU {—o0} U {o0})
immer mit der Borel - o - Algebra versehen.

Aus dem vorherigen Lemma und den verschiedenen Arten die Borel-o-
Algebra zu erzeugen, erhilt man sofort:

FOLGERUNG. Sei (X, A) ein messbarer Raum und f : X — R (bzw.
f: X — RU{oc0} U{—00}) eine Funktion. Dann sind dquivalent:
(i) Es ist f Borel-messbar.
(ii) Es ist f~Y(I) messbar fir alle Intervalle I.
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(iii) Es ist f~(a,oc] messbar fiir alle a € R.
(iv) Esist f~[—o00,a) messbar fir alle a € R.

BEMERKUNG. Aus (ii) in der Folgerung folgt sofort, dass mit f auch
— f messbar ist.

THEOREM. Sei (X,A) ein messbarer Raum und seien f, : X —
RJ{—o0} {0}, n € N, messbare Funktionen. Dann sind auch die
Funktionen

sup fn, inf f,, limsup f, und liminf f,
n>1 n>1 n—00 n—o00

messbar.

Beweis. Setze g = sup f,,. Dann gilt

g (a,00]) = | £ ((a, 00])

und dies ist messbar als abzdhlbare Vereinigung messbarer Mengen.
Ahnlich kann man inf f,, behandeln. Damit folgen dann auch die Aus-
sagen fiir

limsup f, = llﬁgfl (Sup fn)

n—00 n>k
und
liminf f,, = sup <inf fn) :
n—0o0 k>1 \n2k
Das beendet den Beweis. O

Aus dem Theorem erhalten wir die folgende sehr bemerkenswerte Kon-
sequenz (vgl. obige Bemerkung zur Stetigkeit):

FOLGERUNG (Punktweise Grenzwerte sind messbar). Sei (X,.A) ein
messbarer Raum. Konvergiert die Folge der messbaren Funktionen

fo: X — RU{oo} U{—0o0}
punktweise gegen die Funktion f, so ist f messbar.

Aus dem Theorem erhilt man auch sofort folgendes Ergebnis.

FOLGERUNG. Sei (X, A) ein messbarer Raum. Sind f,g : X — R
messbar, so sind auch max{f, g} und min{f, g} messbar. Insbesonde-

re sind auch fi = max{f,0} und f- = —min{f,0} = max{—f,0}

messbar.

THEOREM (Komponentenweise Messbarkeit impliziert Messbarkeit).
Sei (X, A) ein messbarer Raum und fi,..., fxn : X — R messbar.
Dann ist auch die Funktion

F: X —RN F(x)=(fi(z),..., fn(2)),

messbar.
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Beweis. Es reicht zu zeigen, dafl die Urbilder von Rechtecken messbar
sind. Sei R = (a1,b1) X ... X (an,by) ein solches Rechteck. Dann gilt

N
FY(R) = () f; " (a;,b))
j=1
und das ist messbar als endlicher Schnitt messbarer Mengen. U

FOLGERUNG. Sei (X, .A) ein messbarer Raum und seien f,g: X — R
messbar. Dann sind f 4+ g und fg messbar.

Beweis. Wir betrachten nur fg. Der Fall f 4+ g kann analog behandelt
werden. Sei
¢ :R* — R, ¢(u,v) = uv.
Dann ist ¢ stetig und damit messbar. Sei weiterhin
FiX — R P(2) = (f(2), g(a)).

Dann ist F' nach dem vorangehenden Theorem messbar. Damit ist

fg=¢oF
als Verkniipfung messbarer Funktionen wieder messbar. U

Zum Abschluss dieses Abschnittes fiihren wir noch eine besonders schone
Klasse von messbaren Funktionen ein.

DEFINITION (Einfache Funktionen). Sei (X, .A) ein messbarer Raum.
Eine messbare Funktion s : X — R heifit einfach, wenn ihr Wertebe-
reich endlich ist.

BEMERKUNG. Sind aq,...,a, die verschiedenen Werte der einfachen
Funktion s, so sind die Urbilder A; := {z € X | s(z) = «a;} (Niveau-
mengen) messbar und disjunkt mit Vereinigung X, und es gilt

n
s = g ajly;.
j=1

Sind umgekehrt Ay, ..., A, messbar (und nicht notwendig disjunkt)
und o, ..., a, € R, soist ) a1y, einfach. (Tatséchlich ist diese Funk-
tion messbar als Summe messbarer Funktionen und nimmt (offenbar)
nur endlich viele Werte an.)

Mef3bare Funktionen kénnen gut durch einfache Funktionen approxi-
miert werden.

THEOREM (Approximation durch einfache Funktionen). Sei (X, A) ein
messbarer Raum und f : X — [0, 00] messbar. Dann existieren einfa-
che Funktionen s,, n € N, mit folgenden Eigenschaften:

e 0<s5<...5, <41 <...< S

o s,(x) = f(x), n — oo, fir alle x € X.
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BEMERKUNG. (Ubung) Ist f : X — R messbar und beschrinkt, so
lasst es sich gleichméfig durch einfache Funktionen approximieren.

Beweis. Sei fir n € N die Funktion ¢,, : [0,00] — [0,00) definiert
durch

On(t) =n, fallsn <t
und

k
On(t) = o falls k/2" <t < D) fiir ein k € N mit 0 < k < n2".

Dann nehmen die ¢,, nur endlich viele Werte an und sind messbar, und
es gilt:

o On(7) < Ppy1(x) <z fiir alle z € [0, o0].

o ¢,(x) — z fir alle x € [0, o00].

Damit folgt leicht, dass s, := ¢, o f die gewiinschten Eigenschaften
hat. O

2. Mafle und Integration positiver Funktionen

In diesem Abschnitt lernen wir Mafle kennen. Das Konzept des Mafles
verallgemeinert die Idee der Volumenmessung.

DEFINITION (MaB). Sei (X,.A) ein messbarer Raum. Eine Abbildung
p: A— |0, 0]
heifit Mafs, wenn gilt:
o u(®) =0.
o (U2 An) = >0 u(A,) fiir alle messbaren paarweise dis-
kunkten A,,, n € N.

Ist ¢ ein Mafl auf (X,.A), so nennt man das Tripel (X, .4, ) einen
Mafiraum. Das Mafl i heifit endlich, wenn p(X) < oo gilt.

BEMERKUNG. e Die zweite Bedingung ist die entscheidenden
Bedingung. Sie ist als o-Additivitit bekannt.

e Gegeben die zweite Bedingung, so ist die Bedingung p(0) = 0
dquivalent dazu, dass es eine Menge A in A gibt mit u(A) < oo
(Ubung). Sie dient also nur dazu den trivialen Fall auszuschlie-
Ben.

BEISPIEL (ZahlmafB). Sei X eine beliebige Menge und A die Potenz-
menge von N. Dann ist

wi A — [0,00], u(E)=tE

ein Maf} (wobei {F die Anzahl der Element von E bezeichnet). Dieses
MaSB heifit das Zéhlmaf auf X. Auf abzéhlbaren Mengen (z.B. fir X =
N) ist das Zahlma$ ein sehr natiirliches MaB. Alle Punkte haben dann
das gleiche “Gewicht,,.
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PropPOSITION (Einfache Eigenschaften). Sei p ein Maf auf (X, A).
Sind A, B messbar mit A C B, so gilt

p(B) = p(A) + p(B\ A)
und insbesondere p(A) < u(B).

Beweis. Mit Aj = Aund Ay = B\ A, A; =0, j > 2 folgt die Aussage.
]

Ende 26. Vorlesung
PROPOSITION (Kleiner Grenzwertsatz). Sei u ein Maf auf (X, A). Sei-

en Ay C Ay C ... messbar. Dann gilt fir A =], A, die Beziehung
(+) p(A) = lim pu(Ay).
Sind Ay D Ay D ... messbar mit p(Aq) < co. Dann gilt fir A=, A,
p(A) = lim p(A,).

BEMERKUNG. (a) Ist p additiv, so ist o-Additivitdt dquivalent zu (x).
In diesem Sinne is (%) eine fundamentale Eigenschaft des Mafles.

(b) Setzt man A = lim A,, (was in beiden Féllen naheliegt), so besagt
die Proposition gerade

u(lim A,) = lim pu(A,).

n—oo n—oo

In diesem Sinne handelt es sich um eine Stetigkeitseigenschaft von pu.
(c) Die Voraussetzung p1(A;) < oo in der zweiten Behauptung ist not-
wendig. Betrachte zum Beispiel N mit dem Zahlmafl und den messbaren
Mengen A,, = [n,00), n € N. Dann gilt p(A,) = oo aber u(A) =0 (da
A=10).
Beweis. Erste Aussage: Setzte By := A; und B, := A, \ A, fir
n > 2. Dann gilt:

e A, =J,_, By und damit auch A =J;~, By.

e Die B, sind paarweise disjunkt und messbar.
Damit folgt dann aus der o-Additivitit:

wA) = N(UBk>
(o-Additivitdt) = iu(Bk)

1
n

= Jlim > u(By)
k=1

= lim u(A4,).
n—oo
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Zweite Aussage: Das folgt aus der ersten Aussage nach Komplement-
bildung und Subtraktion des endlichen (!) u(A;): Setze C,, := A; \ A,.
Dann gilt C; € Cy C .... Sei C' = |JC,. Dann gilt nach der ersten
Aussage

u(C) = Tim u(Cy).

n—oo

Weiterhin gilt
1(Cr) = p(Ar \ Ap) = p(Ar) — u(4,)

sowie
w(C) =p <U0n> = <A1 \ ﬂAn) =p(Ay) —p (ﬂAn> .
Damit folgt die Behauptung. U

DEFINITION (Integral einfacher Funktionen). Sei p ein Maf auf (X, .A).
Sei s eine einfache nichtnegative Funktion mit den verschiedenen Wer-
ten aq,...,q, und den zugehorigen Niveaumengen A; = {z € X |
s(w) =y}, also s = 37| a;14;. Dann definiert man

/Sd# :/ sdip ="y azu(Ay).
X o

Bemerkung — Rechnen in [0, c0]. In dieser Definition (wie auch an
anderen Stellen) brauchen wir Arithmetik d.h. Addition und Multipli-
kation auf [0, 0o]. Diese werden so definiert:

a-o0=0 fira=0, a-oo= 00 sonst.

a+ oo = oo fiir alle a € [0, oc.

Fiir a,b € [0,00) werden a + b,a - b wie {iblich definiert. Mit diesen
Definitionen ldssst sich dann problemlos addieren und multiplizieren.
(Probleme treten erst dann auf, wenn man subtrahieren will. Zum Bei-
spiel l&sst sich aus a+ ¢ = b+ c im allgemeinen NICHT schlieflen a = b
usw.)

PrOPOSITION (Wohldefiniert). Sei p ein Maff auf (X, A). Ist s =
>y Bilp, eine einfache Funktion mit disjunkten (messbaren) B; und
nichtnegativen B;, j =1,...,m. Dann gilt

[ san= iw&-)-

Beweis. Ohne Einschrankung seien alle 5; von Null verschieden. (Ein
Term mit §; = 0 trigt zur gewiinschten Summe sowieso nicht bei.)
Seien «aq,...,qa, die von Null verschiedenen Werte von s und A; =
{z € X | s(x) = o;} die zugehorigen Niveaumengen. Dann setzen sich
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die A; aus den B; (disjunkt) zusammen, da die B; disjunkt sind und
das liefert die Behauptung. Hier ist die genaue Buchhaltung: Sei

Sk={J18; =}
fir k=1,...,n. Dann gilt (aufgrund der Disjunktheit der B;)
Ak - U Bj,
JESk
wobei die Vereinigung disjunkt ist. Damit folgt also
(Ay) = Z 1(Bj)-
JEBy

Das liefert insgesamt

> oAy = Y o (ZM(BJ‘))
k k

JESK

= > > BiuBy)

k jESK
= Y Biu(By).
J
Das beendet den Beweis. O

ProprosITION (Einfache Eigenschaften des Integrals einfacher Funk-
tionen). Sei p ein Maf auf (X, A). Seien s,t einfache nichtnegative
Funktionen.

(a) Gilt s <t so folgt [ sdp < [tdu.

(b) Mit X >0 gilt [(s+ M\t)dp = [ sdp+ X [ tdp.

Beweis. (a) Das ist klar.

(b) Seis =3 T a;la, undt =3 7" B1p,. Ohne Einschrinkung n = m

und A; = B; (sonst Betrachten von A; (") By, und nutzen der Proposi-
tion zur Wohldefiniertheit). Nun folgt die Aussage einfach. O

DEFINITION (Integral nichtnegativer Funktionen). Sei u ein Maf§ auf
(X,A). Fiir ein messbares f : X — [0, 0o] definiert man

/fd,u ::/ fdu = sup /sd,u
X 0<s<f, s :einfach

und nennt dies das Integral von f iiber X bzgl. u. (Hier ist der Wert
oo fiir das Integral erlaubt.)

BEMERKUNG. Aus der Definition ergeben sich sofort zwei niitzliche
Beobachtungen:
e Gilt [ fdu < oo, soist u({z € X | f(x) = o0}) = 0. (Andern-
falls: Setze A := {x € X | f(z) = oo} und betrachte s = nly
fir n € N...)
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o Sei §:={z € X | f(x) #0}. Gilt u(S) =0, so folgt [ fdu =
0. (Betrachte eine beliebige einfache Funktion s mit 0 < s <

f. Dann gilt s = > a;la, mit disjunkten A;. Jedes A,

mit o; # 0 ist nun eine Teilmenge von S und erfiillt damit
1(4;) < p(S) = 0. Damit folgt sofort [ sdu = 0. Das liefert
die gewiinschte Behauptung.)

PROPOSITION (Monotonie des Integrals). Sei p ein Mafs auf (X, A).
Seien f,g: X — [0, c0] messbar mit f < g. Dann gilt [ fdu < [ gdp.

Beweis. Das ist klar. O

Wir lernen nun DAS THEOREM zur Konvergenz von Integralen nicht-
negativer Funktionen kennen. Die meisten der anschliefend diskutier-
ten Aussagen sind Folgerungen aus diesem Theorem.

THEOREM (Monotone Konvergenz/Satz von Beppo Levi). Sei p ein
Maf$ auf (X, A). Seien f, : X — [0, 00| messbar mit f, < fny1 fir
alle n € N. Sei f der punktweise Grenzwert der f,. Dann ist f messbar
und nichtnegativ und es qilt

/ﬂMzgg/hW-

BEMERKUNG. Aufgrund von f,, < f,.1 existiert der punktweist Grenz-
wert der f,.

Beweis. Es ist f messbar als punktweiser Grenzwert messbarer Funk-
tionen. Aufgrund der Monotonie des Integrals gilt

/h@é/hmmgfmu

Insbesondere existiert also

a= lim | f.du

n—oo

ag/fdu.

Noch zu zeigen o > [ fdpu: Sei s eine einfache Funktion mit 0 < s < f
und ¢ € (0, 1). Betrachte

E, ={zx e X| fu(x) > cs(z)}.

und es gilt

Dann gilt
EyCE,C...CE,C..

X:U&.

und
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(f(x) = 0 liefert x € Ey, f(x) > 0 liefert « € E,, fiir geniigend grofies
n wegen f,(x) — f(x).) Damit folgt aus der Monotonie des Integrals

also
/ Jodp = / Jule,du

> c/lendu
BN c/sd,u.

Nimmt man (fiir den Moment) die letzte Konvergenz als bewiesen an,
so kann man schliefen
a=lim | f.du> c/sd,u

n—o0

fiir alle einfachen s mit 0 < s < f und alle ¢ € (0,1). Damit folgt

aZ/fdu.

Es bleibt die Aussage (!) zu beweisen: Wegen X = |J, £, und den
schon bekannten Aussagen iiber Konvergenz von Maflen, reicht es zu
zeigen, dass

¢: A—[0,00],0(F) = /ledu

ein Maf ist. Das folgt durch direkte Rechnung fiir einfache Funktionen.
OJ

BEMERKUNG (Philosophie). Weiter oben haben wir den “kleinen Grenzwertsatz,, ken-
nengelernt:

p(A) = lim p(A,)
fir Ay C Ay C ... mit A = [JA,. Dieser Satz ist natiirlich ein Spe-
zialfall des vorangehenden Theorems (mit f, = 14, und f = 14).
Umgekehrt liegt er (fir das Mafl ¢ statt u) dem Beweis des Theorems
zugrunde. In diesen Sinne ist das Theorem nicht anderes als eine (ex-
trem niitzliche) Umformulierung des kleinen Grenzwertsatzes. Dieser
Satz wiederum ist, wie oben schon diskutiert, im wesentlichen dquiva-
lent zur o-Additivitdt. Damit sind o-Additvitéat, kleiner Grenzwertsatz
und vorangehendes Theorem im wesentlichen nichts anderes als ver-
schiedene Perspektiven auf dasselbe Geschehen.

Als Folgerung erhalten wir die Linearitéit des Integrals und viel mehr.

FOLGERUNG. Sei p ein Maf$ auf (X, A). Seien f, : X — [0, 0]
messbar. Dann gilt

[e.9] o0

/anduz Z/fndu'

n=1 n=1
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BEMERKUNG. Auch hier sind (natiirlich) die auftretenden Summem
im Sinne der Arithmetik in [0, co] zu verstehen.

Beweis. Wir zeigen zunéchst [(f+g)du = [ fdu+ [ gdu fiir messbare
nichtnegative f,g. Nach dem Theorem zur Approximation messbarer
Funktionen existieren monoton wachstende Folgen einfacher nichtne-
gativer Funktionen s, und ¢, mit s, — f und ¢, — ¢g. Dann konvergiet
also t, + s, monoton wachstend gegen f 4 ¢g. Damit folgt mit zwei-
maliger Anwendung des vorherigen Theorem und der Linearitdt des
Integrals fiir einfache Funktionen dann

/(f+g)du = lim [ (s, +t,)dp

n—o0

= lim (/ snd,u+/tnd,u)
= /fdu—l—/gdu.

Damit kénnen wir nun zur eigentlichen Aussage kommen: Wir setzen

N
gn ‘= Z Jr-
k=1

Dann konvergieren die gy monoton wachsend gegen f = >, fi. Da-
mit folgt aus dem vorherigen Theorem und der Voriiberlegung dann

N [e%)
[ tdn= g [ oxdn= tim 3" [ =" [ fd
k=1 k=1
Das beendet den Beweis. O

BEMERKUNG (Anwendung). Betrachte N versehen mit dem Zahlmafl
und a : N x N — [0, 00]. Dann gilt

[o¢] o0 [o¢] o0
DD wi=) > i
i=1 j=1 j=1 i=1

(BGWGiSZ fz N — [O,OO],fZ(j) = Clij...)

THEOREM (Lemma von Fatou). Sei u ein Maf auf (X, .A). Seien f, :
X — [0, 00] messbar. Dann gilt

/lim inf f,du < lim inf/fnd,u.
n—o0 n—oQ

BEMERKUNG. Im allgemeinen ist die Ungleichung strikt. Betrachte
zum Beispiel N mit dem ZéhlmaBl und f, = 1y (fithrt auf 0 < 1)
oder f, = 1>y (fithrt auf 0 < o0).
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Beweis. Setzt g, := inf, > f,. Dann ist gy messbar und nichtnega-
tive. Nach Konstruktion konvergiert (gy) monoton wachsend gegen
liminf, f,. Damit folgt aus dem Theorem iiber monotone Konvergenz

/hminf fodp = lim /gkdu
n—00 k—o00
fiir alle £ € N. Offenbar gilt gr < fr und wir erhalten also

/lim inf f,du < /fkd,u
fir alle £ € N. Bildet man auf der rechten (und der linken ;-) Seite den
liminf tiber k, so folgt die gewiinschte Aussage. O

3. Integration komplexer Funktionen und £'(X, ;1)

Im vorangehenden Abschnitt haben wir die Integration nichtnegativer
Funktionen kennengelernt. In diesem Abschnitt lernen wir die Integra-
tion von komplexwertigen Funktionen mit einer gewissen Beschrankt-
heitseigenschaft kennen. Damit haben wir dann die beiden géngigen
Varianten von Integrationstheorie kennengelernt. Eine &hnliche Situa-
tion ist uns auch in Analysis I schon begegnet bei der Summation von
Folgen: Man hat eine iiberzeugende Theorie fiir Folgen mit nichtne-
gativen Gliedern und eine weitere iiberzeugende Theorie fiir absolut
konvergente Folgen. Tatséchlich sind entsprechende Betrachtungen ein
Spezialfall unserer Erwdgungen hier (mit dem Raum der natiirlichen
Zahlen versehen mit dem Z&hlmaf).

DEFINITION. Sei (X, A, p) ein Mafiraum. Dann definieren wir
LHNX, A p) = LY(X, p) = L1(X)

als die Menge der messbaren Funktionen f : X — C mit

/!fldu < oo.

Fiir ein solches f mit Realteil © und Imaginérteil v (also f = u + iv)
definieren wir dann

/fdu ::/u+dp—/u_du+z'/v+du—i/f_dp.

BEMERKUNG. e Hier ist C mit der Borel-o-Algebra versehen.
Dann bedeutet Messbarkeit von f : X — C gerade, dass die
entsprechende Funktion

X — R f(z) = (Rf(2),Sf())

messbar ist.
e f messbar = |f| = || o f messbar.
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o Es gilt (einfach): f messbar <= Rf, S f messbar. Damit sind
insbesondere die auftretenden Terme uy4 und vy messbar und
nichtnegativ. Daher existieren die entsprechenden Integrale.

e Alle Integrale auf der rechten Seite der angegebenen Gleichung
sind endlich (aufgrund von |us| < |u| < [f] und |vi| < |v| <

1F1)-

THEOREM (L! ist Vektorraum). Sei (X, A,n) ein Mafiraum. Seien
f,9 € LYX, A, u) und o, B € C gegeben. Dann gehért auch of + Bg
2u LYX, A, p) und es gilt

/(af+ﬁg)du=a/fdu+ﬁ/gdu~

Beweis. af + Bg € LY (X, A, n): Es ist af + Bg messbar als Linear-
kombination messbarer Funktionen.
Zur Gleichung: Ubung. U

PROPOSITION (Dreiecksungleichung). Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Dann

qgilt
'/fdu’ < [ 151

fiir alle f € LY(X, A, p).
Beweis. Wihle a € C mit || =1 und | [ fdu| = « [ fdu. Dann gilt

o

(Linke Seite reell) = /?R(af)dp,

®af) <lafl=17) < [ Ifldn
Das beendet den Beweis. O

BEMERKUNG. Auf £'(X, A, p) wird durch
1= [ 1fla

eine Halbnorm definiert. Durch entsprechende Quotientenbildung (s.u.)
entsteht dann ein vollstandiger (!) normierter Raum.

Der wesentliche Grenzwertsatz zur Integration nichtnegativer Funktio-
nen ist das Monotone-Konvergenz-Theorem. Der entsprechende Grenz-
wertsatz zur Integration in £ ist das folgende Theorem. Es ist (natiirlich
;-) eine Folge aus dem Theorem iiber monotone Konvergenz in Form
des Lemma von Fatou.
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THEOREM (Dominierte Konvergenz/Satz von Lebesgue). Sei (X, A, )
ein Mafraum. Seien f, : X — C, n € N, und f : X — C messbare
Funktionen mit f,(x) — f(z), n — oo, fir alle x € X. Gibt es ein
g € LYX, A, u) mit |f.] < g fir alle n € N, so gehirt auch f zu
LYX, A, 1) und es gilt

/|fn—f]du—>0,n—>oo

und damit insbesondere

/fdﬂznh_}r{.lo/fndﬂ'

Beweis. Es ist f messbar als Grenzwert messbarer Funktionen und es
gilt |f| < g (da |f.| < g und f der punktweise Grenzwert der f,, ist).
Damit gehort f zu L.
Wir zeigen nun die Konvergenz: Betrachte

hy =29 —|fn— f| >0.
Dann gilt h, > 0 und h, — 2¢ punktweise. Damit folgt aus dem
Lemma von Fatou also

/2gd,u = /limhndu

(Fatou) < liminf / Iy,

n

= liminf (/diu—/]fn—f\du)
(Rechenregeln liminf) = /diu — lim sup/ |fn — fldpu.

Wegen g € £ ist [2gdu endlich und wir kénnen es auf beiden Seiten
subtrahieren und erhalten

limsup/|fn—f\du§0.

Da die auftretenden Integranden nichtnegativ sind, folgt

0 <timinf [ |f,  fldp < timsup [ 17, flde <0
und wir erhalten
0= tiw [ 15, - fidu.
n—o0
Das ist gerade die erste Aussage. Aus der Dreiecksungleichung folgt
dann die letzte Aussage. O

Wir gehen nun auf die (verschwindende) Rolle von Nullmengen in der
Theorie ein. Hier heifit eine Menge Nullmenge, wenn sie messbar ist
und ihr Mafl gerade Null ist.
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DEFINITION (Giiltigkeit p - fast {iberall). Sei (X, A, ) ein Mafiraum
und P eine Eigenschaft, die ein Element von X haben kann. Dann gilt
P p-fast-iberall (u-f.ii. oder auch nur f.i.), wenn es ein N in A gibt
mit folgenden Eigenschaften:

o u(N)=0.
o Es gilt P fir allex € X \ V.

BEMERKUNG. e Natiirlich héngt das Konzept der Nullmenge
bzw. der Giiltigkeit fast {iberall stark vom gegebenen Mafl u
ab. Betrachtet man z. B. X = N mit dem Z&hlmaf, so gilt ein
Eigenschaft fast-iiberall genau dann, wenn sie fiir alle Punkte
gilt.

e Man beachte, dafi nicht gefordert wird, dafl die Menge

{z | P gilt nicht fir =}

eine Nullmenge ist. Tatséchlich kann es sein, dafl diese Men-
ge gar nicht messbar ist. Es gibt jedoch einen Satz der besagt,
dass man eine o-Algebra beziiglich aller Nullmengen eines Ma-
Bes vervollstéindigen kann und das Mafl dann darauf fortsetzen
kann.

BEISPIEL (Eigenschaften fast iiberall). o f(z) > 0 (fr gegebe-

nes f).
o f(z) = g(z) (fir gegebene f und g).
e f.(x) konvergiert bzw. f,(z) konvergiert nicht (fiir gegebenen

Folge (f.)).

Anwendung - Integration fast iiberall gleicher Funktionen. Sei
(X, A, ) ein Mafiraum. Dann wird durch

f~g<= f=gp-ti.

eine Aquivalenzrelation auf den mBbaren Funktionen definiert (wie man
leicht sieht). Gilt f ~ g, so gehért f zu £! genau dann, wenn g zu £!
gehort. In diesem Fall gilt dann

/flEdM = /glEdM
fiir alle messbaren F.

Bew. Sei N eine Nullmenge mit f = ¢g auf X \ N (z.B. kann man
N = {z | f(x) # g(x)} wihlen). Dann gilt u(N N E) = 0 fir alle
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messbaren E. Damit folgt

/flEdﬂ = /f(lE\N+1EmN)dH

= / flpwdp + / flpandu
WEAN)=0) = [ flowdu
(f=gauf E\N) = /glE\Ndu
(WEAN)=0) = / lpwdi + / oL

= /9(1E\N + 1pandp
= /glEd,u.

Soweit es um Integration geht, konnen also f und g nicht unterschieden
werden. Das legt es nahe, eine Integrationstheorie fiir die Klassen zu
entwickeln. Man definiert

LYX) = LYX,pu) = LYX, A, pu) = LYX, A, )/ ~

[0 —c [ (= [ sau

Nach den vorhergehenden Uberlegungen ist das wohldefiniert. Dann
wird L'(X, ) mit

Das beendet den Beweis.

und setzt

1Al = / Fldp

zu einem vollstédndigen normierten Raum. Wir werden in dieser Vorle-
sung diesen Raum nicht benotigen.

4. Das Lebesgue-Maf}

In den vorangehenden Abschnitten haben wir ausgehend von einem
gegebenen Mafiraum Theorie der Integration fiir nichtnegative und fiir
L' Funktionen entwickelt. Wir haben jedoch (vom Zihlmass abgese-
hen) keine Beispiele fiir Mafle diskutiert. In diesem Abschnitt lernen
wir DAS Mafl auf dem Euklidischen Raum kennen. Wir werden diese
Maf} charakterisieren, aber seine Existenz hier (aus Zeitgriinden) nicht
beweisen.
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THEOREM (Lebesgue MaB). Sei B die Borel-o-Algebra auf RY. Dann
gibt es ein eindeutiges Mafi X\ auf B mit

A(R) = |R|

fir alle Rechtecke R. Dabei ist fiir ein Rechteck R = (aq,b1) X ... X
(an,by) das Volumen |R| gegeben durch

N
IRl =]]1b; — ajl.
=1

BEMERKUNG. Der Satz besagt, dass das Volumen auf den Rechtecken
(eindeutig) zu einem Maf fortgesetzt werden kann.

BEMERKUNG. Unter Rechteck verstehen wir hier (wie schon oben) im-
mer offene Rechtecke.

Beweis. [Beweisidee] Wir kénnen hier aus Zeitgriinden den Beweis nicht
geben. Deshalb sei kurz die Idee geschildert: Fxistenz von A: Die Aus-
sage ist eigentlich eine Forsetzungsaussage. Man kann sie zum Beispiel
mittels des Caratheodoryschen Fortsetzungsatzes zeigen.
Findeutigkeit von A: Seien A\; und Ay Mafle mit der angegbenen Eigen-
schaft. Dann ist
{AeB|M(A)=X2(A)}

abgeschlossen unter Vereinigung aufsteigender Mengen und dem Schnitt
von absteigenden Mengen (mit endlichem Maf). Weiterhin enthélt das
System die schnittstabile Menge aller Rechtecke. Damit gilt dann nach
sogenannten Monotonen Klassen Argumenten A; = Ay auf der (von den
Rechtecken erzeugten) Borel-o-Algebra. U

DEFINITION. Es heifit A\ das Lebesguemaf und das Integral bzgl. des
Lebesguemafles wird als Lebesgue-Integral bezeichnet.

BEMERKUNG (Lebesgue-Integral als Fortsetzung des Riemann-Inte-
gral). Es setzt das Lebegue-Integral das Riemann Integral fort in fol-
gendem Sinne: Ist R ein (relativ kompaktes) Rechteck und f: R — C

Riemann-integrierbar so gilt fiir die Fortsetzung f von f auf RY durch

/Rfda::/fd)\.

(Beweis. Das ist klar fiir einfache Funktionen, deren Niveaumengen
Rechtecke sind. Der allgemeine Fall folgt durch Grenziibergang.)

Das Lebesgue-Integral ist durch die Translationsinvarianz charakteri-
siert.

FOLGERUNG. Sei pu ein Map auf RY. Dann sind dquivalent:
(i) p=A
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(ii) Es ist p translationsinvariant (d.h. es gilt w(t+V) = w(V') fir
alle t € RY und alle messbaren V') mit u((0,1)N = 1.

Beweis. (i) = (ii). Wir miissen zeigen, dass A die beiden angegebenen
Eigenschaften hat: Es gilt A((0,1)) = 1 wegen |(0,1)"| = 1. Um die
Translationsinvarianz zu zeigen, betrachten wir fiir ¢ € RY das Maf} )\,
mit \;(A) := A(t+A). Dann hat ), die charakteristischen Eigenschaften
des Lebesguemafl und muss also mit diesem iibereinstimmen aufgrund
der schon diskutierten Eindeutigkeit.

(i) = (i): Wir betrachten nur N = 1, d.h. R. Es gilt u({p}) = 0,
p € R (da sonst aufgrund der Translationsinvarianz u((0,1)) = oo
gelten miisste.) Damit hingt also das MaB eines Interval nicht davon
ab, ob die Randpunkte dazugehdren oder nicht. Damit folgt aus der
Tranlationsinvarianz also

p((0,1/n]) = —

fiir alle n € N, da

0.0 = &+ 0,2,
k=0
Damit hat dann (wieder nach Translationsinvarianz) jedes Intervall der
Lange 1/n das Mafl 1/n und dann jedes Intervall der Lénge k/n das
Maf k/n. Durch Ausschopfen eines beliebigen Intervalles durch solche
mit rationaler Lange erhédlt man dann, dass das Maf} eines Intervalles
gerade sein Liange ist. Damit folgt (aus dem vorangehenden Theorem)

dann p = A. O

BeIsPIEL (Nichtmessbare Menge). Betrachte [0, 1] mit der Einschrinkung
des Lebesguemafl A und die Aquivalenzrelation

r~y<—=x—yecQ.
Wiéhle nun aus jeder Aquivalenzuklasse einen Représentanten und nen-
ne die entstehende Menge E. (Dieser Schritt nutzt das Auswahlaxiom!)
Wir zeigen, dass dieses E/ nicht messbar ist.
Definiere
E..={x+r modl|zeFE}C]|0,1)
fiir r € Q. Wie man leicht sieht, gilt dann folgendes:
e E,NE,=0fiirr,s € Qmitr+#s mod 1.
e [0,1)= UreQm[O,l) E,.
Wiére E messbar, so wéiren auch alle E,. messbar und hétten das glei-
che Lebesguemafl (aufgrund der Translationsinvarianz). Damit erhielte
man in diesem Fall aus den beiden Punkten
Sa0)= Y AE)= XA

reQn[o,1) r€QN[o,1)
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Wir unterscheiden nun zwei Falle:

A(E) = 0: Dann gilt also A([0,1)) = 0. Das ist ein Widerspruch.
A(E) > 0: Dann gilt also A(]0,1)) = co. Das ist ein Widerspruch.

5. Der Satz von Fubini-Tonelli

In diesem Abschnitt lernen wir einen Satz kennen, der beim Ausrechnen
von Integralen sehr niitzlich ist.

Seien (X, Ax) und (Y, Ay ) messbare Rdume. Dann erzeugen die Men-
gen der Form A x B mit A € Ax und B € Ay eine o-Algebra auf
X x Y, die wir als die Produkt-o-Algebra Ax ® Ay bezeichnen. Sind
weiterhin px und py MaBe auf (X, Ax) und (Y, Ay ), so wird durch

(U ) = S 4m )

fir A; € Ax und B; E.Ay,jzl,...,nmlt (A; x Bj)N(Ax x By,) =0
fir j # k ein Mafl p auf (X x Y, Ax ® Ay) definiert welches das
Produktmaf$ von px und py genannt wird. Das ist in der Tat ein nicht
offensichtlicher Satz, auf dessen Beweis wir hier jedoch verzichten.

THEOREM (Fubini-Tonelli). Seien (X, Ax, px) und (Y, Ay, py) Mafrdiume.
Sei ein p-messbares f: X XY — C gegeben. Dann sind dquivalent:
() f € LYX x Y, p)
(ii) Es ist |f(z,-)| € LYY, uy) fir pux-fast alle v € X und die
Funktion F: X — C mat

Py { I @l duly)  falls £(a,)] € LY, )
0 : sonst
gehort zu LY X, ux).
In diesem Fall gilt

Xxyf(x ,y) dp(z,y) / (/fa: y) dpy ( )) dpx (z).

BEMERKUNG. e Natiirlich gilt entsprechendes, wenn die Rollen
von X und Y vertauscht werden.
e Ist f > 0 messbar, so besagt der Satz, dass auf jeden Fall gilt

[ rewinten) = [ [ s i@ o).

wobei allerdings beide Seiten oo sein konnen.

Der Beweis wiirde recht viel Zeit kosten (ohne aber iiber die Aussage
hinausgehenden wesentlichen Erkentnisgewinn zu liefern). Daher geben
wir ihn hier nicht. Wir bemerken stattdessen, dass (i)==-(ii) als Satz
von Fubini bekannt ist und (ii)==-(i) als Satz von Tonelli.
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6. Die Transformationsformel fiir das Lebesguemaf3

In diesem Abschnitt geht es um das Lebesguemafi im RY und das
héherdimensionale Analogon zur Substitutionsregel.

THEOREM. Seien U und V offene Mengen im RY, deren Rinder Le-
besguenullmengen sind. Sei ¢ : U — V stetig differenzierbar und
es gebe abgeschlossene Nullmengen Ny C U wund Ny C V, so dass
¢ U\ Ny — V\ Ny bijektiv mit stetig differenzierbarer Inverser
1st. Dann ist fir jede integrierbares f : V. — C auch fo¢ : U —
integrierbar und es gilt

/foq§ )| det Do (z)|d\(x /f ) d\(y

BEMERKUNG. Im eindimensionalen Fall (und fiir stetiges f) handelt es
sich im wesentlichen um die schon bekannte Substitutionsregel. Dem
Vertauschen der Reihenfolge der Grenzen entspricht das Bilden des
Betrages der Ableitung.

Die vielleicht wichtigste Anwendung der Transformationsformel liegt in
der Benutzung von neuen (dem Problem besser angepassten) Koordi-
natensystemen. Wir studieren nun noch einige géngige Koordinatensy-
steme.

BEIsPIEL (Polarkoordinaten in der Ebene). Sei

®: [0,00) x [0,27] — R?, ®(r, ) = (Zgi:((z))) .

Dann ist
®: (0,00) x (0,27) = R*\{(z,0) | = >0}

bijektiv und stetig differenzierbar mit

__[cosp —rsingp
Do(z,y) = (singp TCOSgp)

Fiir die Funktionaldeterminante gilt
det D®(x,y) = cos prcos g + rsinpsinp = r.
Damit ergibt sich also (mit dem Satz von Fubini/Tonelli)

f(,y)dA(z y) = /

[07

r ( f(rcos @, rsin gb)d/\(gzﬁ)) d\(r).
00) [0,27]

RQ

Ist f radialsymmetrisch d.h. f(z,y) = f(|(z,y)]), so folgt

fz,y)dA\(z,y) = 27r/ Tf(r)d)\(r).

R2 [0,00)
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Entsprechend folgt mit der abgeschlossenen Kugel Bg mit Radius R
um den Ursprung also

flx,y)dA(x,y) = 27r/ rf(r)d\(r).

Br [0,R]

Damit erhdlt man insbesondere fiir die Flache F(R) der Kugel mit
Radius R (d.h. f = 1j g)) also

F(R) = / Ld\(z,y) = 27r/ r-1d\(r) = mR%.
BR [01 }
BEISPIEL (Polar-/Kugelkoordinaten in R?). Sei

7 cos(p) sin(6)
P : [0,00) x [0,27] x [0,7] = R? ®(r,¢,0) = rsin(gp)(sér)l(e)

Dann ist
D (0,00) x (0,27) x (0,7) = R\{(,0,2) | z€ R, z > 0}

bijektiv und stetig differenzierbar mit der Jacobi-Matrix

cospsinf —rsingsinf rcosycosf
D®(r,p,0) = | rsingsind rcosesinf  rsingcosd
cos 6 0 —7rsinf

und der Funktionaldeterminante
det D®(r, ¢,0) = —r?sind

Damit ergibt sich also (mit dem Satz von Fubini/Tonelli)

|ty .2)

R3

:/ r2 (/ (/ sin 6 f (r cos ¢ sin, r sin ¢ sin 0, r cos G)d)\(H))d)\(@) dA(r).
[0,00) [0,27] J[0,m)

Ist f radialsymmetrisch d.h. f(x,y,2) = f(|(z,y, 2)|), so folgt

flz,y, 2)d\(z,y, z) = 47T/ rf(r)d\(r).

R3 [0,00)

Entsprechend folgt mit der abgeschlossenen Kugel By im R? mit Radius
R um den Ursprung also

fz,y, 2)d\(x,y, 2) = 47?/ r2f(r)d\(r).

Br [0,R]

Damit erhélt man insbesondere fiir das Volumen V(R) der Kugel mit
Radius R (d.h. f = 1jo,5)) also

4
V(R) = /B L\ (z,y, 2) — 4 / 1) = 57
R

[0,R]
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BEISPIEL. Berechnen von fR et d.
Setze

]::/e_tZd/\; und J::/ e 1@ ANz, y).
R R

Dann gilt nach dem Satz von Fubini/Tonelli aber I? = J. Mittels
Polarkoordinaten in der Ebene, des Satzes von Fubini/Tonelli und der
Tatsache, dass fiir stetige Funktionen das Lebesgue Integral und das
Riemann Integral iibereinstimmen, kénnen wir weiterhin J ausrechnen

Zu
J = / re " d\o,r)
(0,00)x[0,27]

(Fubini/Tonelli) = 27r/ re " dA(r)
(0,00)
(Monotone Konv.) = 27 lim re " dA(r)
R 2
= 27 lim re " dr
R—oo [/,

. 1 _7,.2 R
= 27 lim (=5 [p)
= .

Damit folgt I = /7.



	Vorbemerkung: Zwei kleine Rechnungen
	Eine Rechnung
	Eine andere Rechnung
	Folgerung

	Kapitel 1. Metrische Räume und topologische Grundbegriffe
	1. Metrische Räume
	2. Etwas Topologie metrischer Räume
	3. Konvergenz und Stetigkeit
	4. Kompaktheit
	5. Zusammenhang
	6. Anwendungen - Der Banachsche Fixpunktsatz (Bonusmaterial)

	Kapitel 2. Differenzierbarkeit im Höherdimensionalen
	1. Zum Aufwärmen: Funktionen von RN nach RM
	2. Definition der Ableitung und einfache Eigenschaften
	3. Höhere Ableitungen und der Satz von Taylor
	4. Extrema von Funktionen

	Kapitel 3. Implizite Funktionen und lokale Invertierbarkeit
	Kapitel 4. Untermannigfaltigkeiten, bedingte Extrema und all das
	Kapitel 5. Etwas Maß- und Integrationstheorie
	1. -Algebren und messbare Funktionen
	2. Maße und Integration positiver Funktionen
	3. Integration komplexer Funktionen und L1 (X,)
	4. Das Lebesgue-Maß
	5. Der Satz von Fubini-Tonelli
	6. Die Transformationsformel für das Lebesguemaß


