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Im Folgenden sei (K, +,-) stets ein angeordneter Korper.

(1)

Es sei J : N — K die eindeutige Abbildung mit
J(1)=1und J(n+1) = J(n) + 1 fir alle n € N.
Weiterhin seien

Zig ={J(n) | neN}u{0tUu{-J(n)|neN}

und

keN,neN}U{O}U{—%‘keN,neN}.

Zeigen Sie:

(a) Es ist (Zk,+) eine abelsche Gruppe, die J(N) enthélt. Weiterhin ist Zy die
kleinste Teilmenge von K mit dieser Eigenschaft.

(b) Es ist (Qg,+,-) ein Korper, der J(N) enthélt. Weiterhin ist Qg die kleinste
Teilmenge von K mit dieser Eigenschaft.

Hinweis: Sie miissen nicht alle Gruppenaxiome/Korperaxiome priifen. Es geniigt die
Abgeschlossenheit beziiglich der Operationen und Inversenbildung zu zeigen (War-
um?).

Fiir n € N seien x4, ...,x, € K, gegeben. Beweisen Sie die Implikation
Ty Xy .. Tp=1=—=x14+229+...+2, > n.

Hinweis: Um die Aussage fiir n 4+ 1 zu zeigen, konnen Sie ohne Einschriankung an-
nehmen, dass z,, < 1 und z,4;7 > 1 (Warum?). Wenden Sie dann die Induktionsvor-
aussetzung auf die Zahlen x4y, o, ..., x,_1,2,7,41 an.



Fiir die beiden folgenden Aufgaben sei (K, +, ) zusétzlich ordnungsvollstandig.

(3) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und alle ay, ..., a, € K, gilt:

a1+ ...+ a
< ai-..-a, < #.

%4—...4—L n

(In Worten: Das harmonische Mittel ist kleiner gleich dem geometrischen Mittel und
dieses ist kleiner gleich dem arithmetischen Mittel der aq, ..., ay.)

Hinweis: Verwenden Sie die Ungleichung aus Aufgabe 2.
(4) Fiur A, B C K seien

A+ B:={r € K| es existieren a € A und b € B mit x = a + b}

und
A-B:={x € K| esexistieren a € A und b € B mit x = a - b}.

Zeigen Sie:

(a) Sind A, B C K nichtleer und nach unten beschréinkt, dann ist

inf(A + B) = inf(A) + inf(B).

(b) Es existieren nichtleere, beschréinkte Mengen A, B C K, mit

inf(A - B) # inf(A) - inf(B).



