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(1) a.) Sei V ein Vektorraum mit Norm || - ||. Beweisen Sie die Dreiecksungleichung ‘nach
unten’:

lz] = Wl <l = yll

b.) Sei V' ein Vektorraum mit Norm ||-||. Zeigen Sie, dass d : V x V — [0, 00) gegeben
durch

d(z,y) = |lz —yl|
eine Metrik ist.

c.) Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, ). Zeigen Sie, dass d : V xV — [0, 00)
gegeben durch

[N

d(r,y) = (v —y,v —y)

eine Metrik ist.

(2) a.) Verwenden Sie das Gram Schmidt Verfahren, um in C10, 1] mit dem Skalarpro-
duct ( fo r)dz die Funktionen go(z) = 1, gi(z) = z, go(x) = 2% zu
orthonormleren

b.) Bestimmen Sie die Koeffizienten (die sog. verallgemeinerte Fourierkoeffizienten)
der Entwicklung der Funktion h(z) = 1—22, (x € [0, 1]) bzgl. des Orthonormalsystem
aus Aufgabenteil a.).

(3) Bestimmen Sie alle f € C?[0,1] und A € R fiir die gilt

d2
da?

= M, J(0)=f(1)=0.



(4) Betrachten Sie das zweidimensionale Randwertproblem f € C?([0, 1]?) mit

fx:}c + fyy = )‘fv f(O,ZJ):f(l,y):f(x;O):f<x71):0; xuye[()?l]'

Finden Sie Losungen mit Hilfe des Produktansatzes (siehe Aufgabe (3)). Bestimmen
Sie auch die zugehorigen Eigenwerte .

Zusatzaufgabe:

1. a.) Sei @ € R und die Funktion w, : [0,1] — R definiert durch w,(z) =1 — aux.
Weiterhin sei auf C[0, 1] die Bilinearform (-, ), definiert mit

1
(f:9)a = /f(:c)g(:c)wa(:c)d:c.
0
Bestimmen Sie die Menge Z der o € R, so dass (-, ), ein Skalarproduk® ist.

b.) Sei a € Z. Zeigen Sie explizit, dass fiir die Polynome g, f mit g(x) = 1 und
f(x) = z fir die durch (-, -), induzierte Metrik aus Aufgabe 1.c gilt

d(g, f)a # 0.



