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(1) Seien U C RY offen, 2o € U und f,g: U — R gegeben. Sei f in z, stetig und ¢ in
xo differenzierbar mit g(z¢) = 0. Zeigen Sie, dass dann fg in xy differenzierbar ist
und D(fg)(zo) = f(xo)Dg(xo) gilt.

(2) Gegeben sei
Y= {(y,sin(1/y)) | y > 0} U{(0,0)} CR?,

ausgestattet mit der euklidischen Metrik d. Zeigen Sie, dass (Y, d) zusammenhéngend,
aber nicht wegzusammenhangend ist.

(3) Betrachte C ([a,b]), den Raum der stetigen, reellwertigen Funktionen auf dem Inter-
vall [a,b]. Fiir f,g € C([a,b]) definieren wir

b
(9) = [ Falgla)ds,
sowie
b 3
w.9)= [ 1)~ ez )
Zeigen Sie, dass (-, -) ein Skalarprodukt und d eine Metrik auf C ([a, b]) ist.

(4) Skizzieren Sie die folgende Menge komplexer Zahlen in der Gaufischen Zahlenebene.

{z€C||2| <4242 >2,|z4+2—2] >4 —2V2, |z — 2 — 2i| > 4 —2V2}

1
U{z€C||z]| >4, Im z > —2Re z — 8, Isz—ERez+4, Re 2 <0, Im z > 0}
U{zeC||lz+8—-8i| <1}U{-2+2i,2+ 2i}

(5) Sei n > 3 gegeben. Zeigen Sie, dass die Funktion
1

=l

fRUA{0} = R, f(z)



harmonisch ist, dass also fiir alle x € R™ \ {0} gilt

n 82]‘

— Jx?
=1

Af(x) (x) = 0.

Sei f:R? — R gegeben durch
2
L fallsx+y#0
flz,y) =< *t¥ :
0 falls x +y =0
Zeigen Sie:

(a) Fiir jede Gerade G C R? durch Null gilt

(b) f ist in allen Punkten (z,y) € R? mit x + y = 0 nicht stetig.

Sei R : RY — R¥ eine Drehung, U C RY offen und f : U — RY im Punkt p € U
differenzierbar. Zeigen Sie:

(a) Ro f ist differenzierbar in p und es gilt

D(Ro f)(p) = Ro Df(p).

(b) Es gilt
ID(Re f)p)l = [IDf(p)l

Erinnerung: Fiir eine lineare Abbildung L : RY — R¥ ist

IL]] = sup{[La| | [z] < 1}.

Sei U C RY offen und z,y € U. Zeigen Sie: Existiert eine eine stetige Funktion
v :[0,1] — U mit v(0) =z, v(1) = v,
so existiert auch eine stiickweise lineare Funktion
7 :[0,1] = U mit 5(0) = z,5(1) = y.
Erinnerung: 7 : [0,1] — U ist stiickweise linear, falls es © = xg,21,...,2,01 = y in
Uund 0 =ty <ty <...<t, <tpy1 =1 gibt, sodass fiir t € [t;,t;41] gilt

t—1t;

() = 2,
W) =c +ti+1_ti

(ZEZ‘+1 — IL‘1> .

2



(9) Malen nach Zahlen:

(a) Ignorieren Sie die Zahlen auf der Zeichnung und farben Sie die Flachen mit vier
Farben, sodass zwei aneinandergrenzende Flachen nie die selbe Farbe besitzen.

(b*) Beweisen Sie (ohne Zuhilfenahme computeralgebraischer Mittel!), dass eine solche
Farbung fiir ein beliebiges "Malen nach Zahlen” Bild moglich ist.
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