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1. Prämaße 20
2. Integrale von Elementarfunktionen 25
3. Cauchy Folgen von Elementarfunktionen 27
4. Integrierbare Funktionen und Integrale 32
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KAPITEL 1

Etwas zu Kurvenintegralen

In diesem Kapitel geht es um Kurven und Kurvenintegrale. Kurven spielen
eine Rolle in verschiedenen Bereichen der Mathematik und Physik. Sie tre-
ten zum Beispiel bei der Beschreibung von Massepunkten in der klassichen
Mechanik auf. Die Kurve beschreibt die Bewegung eines solchen Punktes
und ihre Ableitung beschreibt die Geschwindigkeit. Mit dieser Anwendung
im Sinn werden wir meist Differenzierbarkeit der Kurve vorausgesetzen. We-
sentliche Themen des Kapitels sind die folgenden:

● Kurven und ihre Laenge.
● Kurvenintegrale ueber Vektorfelder und ihre Wegunabhaengigkeit.
● Homotopieinvarianz von Kurvenintegralen.

1. Kurven und ihre Laenge

Definition (Kurve). Eine Kurve in RN ist eine stetige Abbildung γ ∶ I Ð→
RN , wobei I ein Interval in R ist.

Bemerkung. Man kann auch Kurven in der komplexen Ebene C betrach-
ten. Wegen C ≃ R2 wird dieser Fall hier nicht separat diskutiert. Die unten
gezeigten Aussagen gelten entsprechend.

Abbildung 1. Eine Kurve im Raum.

γ(a)

γ(b)

Bemerkung - Interpretation. Kurven beschreiben die Bewegungen von Mas-
sepunkten im Raum. Die Ableitung der Kurve (falls existent) beschreibt
dann die Geschwindigkeit des Massepunktes. (−−− > Klassische Mechanik).

Weitere Notation und Definitionen zu Kurven:
- Ist γ ∶ [a, b] Ð→ RN eine Kurve, so heisst γ(a) der Anfangspunkt von γ
und γ(b) der Endpunkt.

- Stimmen Anfangs- und Endpunkt der Kurve ueberein, so heisst die Kurve
geschlossen.

- Zu einer Kurve γ ∶ [a, b] Ð→ RN (oder C) definieren wir die inverse Kurve
γ̃ ∶ [−b,−a] Ð→ RN , γ̃(t) ∶= γ(−t). Ist γ (stueckweise) stetig diffbar, so auch
γ̃,
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6 1. ETWAS ZU KURVENINTEGRALEN

- Eine Kurve γ ∶ I Ð→ RN heisst stueckweise stetig differenzierbar, wenn
es n ∈ N und Intervalle Ij , j = 1, . . . , n, gibt mit I = ⋃nJ=1 Ij , sodass die
Einschraenkungen von γ auf die Ij stetig differenzierbar sind. (Hierbei ist
natuerlich vor allem der Fall von Interessen, in denen die Ij , j = 1, . . . , n, bis
auf Randpunkte paarweise disjunkt sind.)

Bemerkung - Vorsicht! Auch wenn γ stetig diffbar ist, kann doch γ([a, b])
einen Knick haben.

● Beispiel - Neilsche Parabel): γ ∶ [−1,1] Ð→ R2, γ(t) = (t2, t3)
(Zeichnung).

● Betragspotenz γ ∶ [−1,1]Ð→ R2, γ(t) = (t3, ∣t∣3)

−1 1

Physikalische Interpretation: Massepunkt wird immer langsamer und dreht
sich dann bei Geschwindigkeit Null auf der Stelle.

Es ist oft sinnvoll Kurven als ’gleich’ aufzufassen, wenn das Bild ueberein-
stimmt und sie sich nur die Geschwindigekeit beim Durchlaufen verschieden
ist. Das fuehrt auf folgende Definition.

Definition (Aequivalenz von Kurven). Zwei Kurven γ ∶ [a, b] Ð→ RN und
% ∶ [c, d] Ð→ RN heissen aequivalent, wenn es ein ein strikt wachsendes
stetiges bijektives ϕ ∶ [a, b]Ð→ [c, d] gibt mit γ = % ○ ϕ.

Bemerkung. Manchmal werden die von uns als Kurve bezeichneten Objekte
als ’Weg’ bzw. ’parametrisierte Kurve’ bezeichnet und dann Klassen im obi-
gen Sinne aequivalenter Wege unter dem Begriff ’Kurve’ zusammengefaßt.

Wir kommen nun zum Begriff der Kurvenlaenge (= Wegstrecke, die von
einem Massepunkt zurueckgelegt wird).

Dabei ist die Idee folgende:
-Approximiere Kurve durch Polygonzug. (Zeichnung.)
-Berechne Laenge des Polygonzugs.
-Bilde Grenzwert.
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Hier sind die Details: Ist γ ∶ [a, b]Ð→ RN eine Kurve und Z = (t0, t1, . . . , tn−1, tn)
eine Zerlegung von [a, b] (d.h. a = t0 < t1 < . . . < tn = b), so definiert man

LZ(γ) =
n−1

∑
j=0

∣γ(tj+1) − γ(tj)∣.

Definition (Rektifizierbarkeit). Die Kurve γ ∶ [a, b] Ð→ RN (γ ∶ [a, b] Ð→
C) heisst rektifizierbar, wenn gilt

sup
Z
LZ(γ) <∞.

In diesem Fall definiert man die Laenge L(γ) der Kurve als das angegebene
Supremum.

Bemerkung. Ist die Kurve γ nicht rektifizierbar, so kann man die uneigent-
liche Laenge von γ definieren durch L(γ) =∞ = supZ LZ(γ).
Das Supremum in der Definition kann man sich als eine Art Grenzwert vor-
stellen (und das passt zu der anfangs geschilderten Idee zur Kuvenlaenge).
Um das genauer fassen zu koennen, erinnern wir zunaechst kurz an den
Begriff des Grenzwertes ueber Zerlegungen: Sei I ein beschraenktes abge-
schlossenes Intervall in R und F eine komplexwertige Funktion auf den Zer-
legungen von I. Dann heisst A der Grenzwert von F ueber die Zerlegungen,
geschrieben als

A = lim
∣Z∣→0

F (Z),

wenn zu jedem ε > 0 eine δ > 0 existiert mit

∣F (Z) −A∣ ≤ ε
fuer alle Zerlegungen Z von I mit Feinheit ∣Z ∣ ≤ δ. Hierbei ist die Feinheit
∣Z ∣ einer Zerlegung Z = (t0, . . . , tn) definiert als

∣Z ∣ = max{tj − tj−1 ∶ j = 1, . . . , n}.

Theorem (Kurvenlaenge als Grenzwert). Sei γ ∶ [a, b] Ð→ RN eine Kurve.
Dann sind aequivalent:

(i) Es ist γ rektifizierbar.
(ii) Es existiert lim∣Z∣→0LZ(γ).

In diesem Fall gilt L(γ) = lim∣Z∣→0LZ(γ).

Bemerkung. Ein ganz aehnlicher Satz ist uns schon im Zusammenhang mit
Riemann-integrierbaren Funktionen begegnet.

Beweis. (ii)Ô⇒ (i): Sei L ∶= lim∣Z∣→0LZ(γ). Dann existiert ein δ > 0 mit

LZ(γ) ≤ L + 1

fuer alle Zerlegungen Z von [a, b] mit ∣Z ∣ < δ. Ist nun eine beliebige Zerle-

gung Z
′

gegeben, so koennen wir aus dieser durch Hinzufuegen von Punkten
eine Zerlegung Z

′′

erhalten mit ∣Z ′′ ∣ < δ. Durch Hinzufuegen von Punkten
kann die Laenge des entsprechenden Polygonzuges sich aber hoechstens ver-
groessern. Damit gilt also

LZ′ (γ) ≤ LZ′′ (γ) ≤ L + 1.

Da Z
′

beliebig war, folgt also die Rektifizierbarkeit von γ.



8 1. ETWAS ZU KURVENINTEGRALEN

(i)Ô⇒ (ii): Wir zeigen: L(γ) = lim∣Z∣→0LZ(γ). (Das beweist dann auch
gleichzeitig den letzten Teil der Aussage des Theorems.) Sei ε > 0 beliebig.
Dann gibt es eine Zerlegung Z = (t0, . . . , tn) mit

L(γ) − ε
2
≤ LZ(γ) ≤ L(γ).

Da γ auf dem kompakten [a, b] gleichmaeßig stetig ist, gibt es ein δ > 0 mit

∣γ(s) − γ(t)∣ ≤ ε

2(n + 1)

fuer alle s, t ∈ [a, b] mit ∣s − t∣ < δ. Waehlt man nun eine Zerlegung Z
′

mit

∣Z ′ ∣ < δ, ∣Z ∣, so gilt dann also

L(γ) ≥ LZ′ (γ) ≥ LZ(γ) − (n + 1)δ ≥ L(γ) − ε.
Das zeigt (ii). ◻
Bemerkung. Erlaubt man auch Kurven mit unendlicher Laenge und passt
man das Konzept des Grenzwertes ueber Zerlegungen in der naheliegenden
Weise an, um auch den Wert ∞ zuzulassen, so gilt die im Theorem behaup-
tete Aussage L(γ) = lim∣Z∣→0LZ(γ) fuer alle Kurven.

In dieser Vorlesung werden wir das vorangehende Theorem nicht direkt be-
nutzen, sondern stattdessen mit (stueckweise) stetig differenzierbaren Kur-
ven arbeiten. Das folgende Theorem zeigt, dass diese Kurven rektifizierbar
sind und liefert auch eine Formel zur Berechnung der Laenge. Fuer die An-
wendung ist es meist keine Einschraenkung, nur (stueckweise) stetig diffe-
renzierbaren Kurven betrachten.

Theorem (Berechnen der Kurvenlaenge fuer glatte Kurven). Ist γ ∶ [a, b]Ð→
RN stueckweise stetig diffbar, so ist γ rektifizierbar, und es gilt

L(γ) = ∫
b

a
∣γ′(t)∣dt = ∫

b

a

⎛
⎝

N

∑
j=1

γ′j(t)2⎞
⎠

1/2

dt.

Bemerkung. In der Interpretation der Bewegung eines Massepunktes ist γ′

die Geschwindigkeit des Massepunktes. Der Satz sagt also, dass der Weg das
Integral ueber den Betrag der Geschwindikeit ist (wie es ja auch sein sollte).

Beweis. Ohne Einschraenkung sei γ stetig differenzierbar (andernfalls kann
man ’stueckweise’ argumentieren). Wir zeigen,

lim
∣Z∣→0

LZ(γ) = ∫
b

a
∣γ′(t)∣dt.

Damit folgt dann nach dem vorangehenden Theorem Rektifizierbarkeit der
Kurve und die gewuenschte Formel fuer die Laenge.

Das folgt im wesentlichen aus dem Mittelwertsatz und der gleichmaessigen
Stetigkeit von ∣γ′ ∣. Hier sind die Details: Mit dem Mittelwertsatz folgt

n−1

∑
j=0

∣γ(tj+1) − γ(tj)∣ =
n−1

∑
j=0

∣γ(tj+1) − γ(tj)∣
tj+1 − tj

(tj+1 − tj)

=
n−1

∑
j=0

∣(γ
′

1(t̃1j), . . . , γ
′

N(t̃Nj )∣ (tj+1 − tj)
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mit geeigneten tj ≤ t̃sj ≤ tj+1 fuer s = 1, . . . ,N . Aufgrund der gleichmaessigen

Stetigkeit von γ′ wird damit dann
RRRRRRRRRRR

n−1

∑
j=0

∣γ(tj+1) − γ(tj)∣ − ∫
b

a
∣γ′(t)∣dt

RRRRRRRRRRR

=
RRRRRRRRRRR

n−1

∑
j=0

∣(γ
′

1(t̃1j), . . . , γ
′

N(t̃Nj )∣ (tj+1 − tj) −
n−1

∑
j=0
∫

tj+1

tj
∣γ

′

(t)∣dt
RRRRRRRRRRR

=≤
n−1

∑
j=0

∣∣(γ
′

1(t̃1j), . . . , γ
′

N(t̃Nj )∣(tj+1 − tj) − ∫
tj+1

tj
∣γ

′

(t)∣dt∣

klein, wenn die Zerlegung nur eine genuegend kleine Feinheit besitzt. Das
liefert die gewuenschte Aussage. ◻

2. Kurvenintegrale

Wir kommen nun zum Kurvenintegral. Das Kurvenintegral beschreibt (zum
Beispiel) die Arbeit/ Energie die die Bewegung eines Massepunktes in einem
Vektorfeld kostet / liefert. Wie ueblich nennen wir dabei eine auf U ⊂ RN
definierte Funktion F mit Werten in RN ein Vektorfeld (oder auch ’Kraft-
feld’).

Idee. Ist die Kraft konstant und verlaeuft die Bewegung entlang einer Gera-
de, so gilt

Arbeit =Kraft (inWegrichtung) ×Weg = ⟨Kraft,Weg⟩.

Sei nun ein setiges Kraftfeld F ∶ U Ð→ RN gegeben und ein Partikel, der
sich entlang dem stetigen γ bewegt. Dann sind approximativ (da F stetig
und γ stetig) F und γ lokal konstant und die Arbeit gegeben (Zeichnung)

Arbeit ≂
n−1

∑
j=0

⟨F (γ(tj)), γ(tj+1) − γ(tj)⟩

=
n−1

∑
j=0

⟨F (γ(tj)),
γ(tj+1) − γ(tj)

tj+1 − tj
⟩(tj+1 − tj).

Macht man die Zerlegungen immer feiner so erhalt man ein Integral. Tatsaech-
lich gilt folgende Aussage.

Proposition (Kurvenintegral als Grenzwert). Sei U ⊂ RN offen und F ∶
U Ð→ RN stetig. Dann existiert fuer jedes stueckweise stetig differenzierbare
γ ∶ [a, b] Ð→ U der Grenzwert lim∣Z∣→0∑nj=1⟨F (γ(tj)), γ(tj) − γ(tj−1)⟩ und
es gilt

lim
∣Z∣→0

n

∑
j=1

⟨F (γ(tj)), γ(tj) − γ(tj−1)⟩ = ∫
b

a
⟨F (γ(t)), γ

′

(t)⟩dt.

Beweis. Wir zeigen

lim
∣Z∣→0

n

∑
j=1

⟨F (γ(tj)), γ(tj) − γ(tj−1)⟩ = ∫
b

a
⟨F (γ(t)), γ

′

(t)⟩dt.
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Dazu betrachten wir fuer eine Zerlegung Z = (t0, . . . , tn) die Differenz
n

∑
j=1

⟨F (γ(tj)), γ(tj) − γ(tj−1)⟩ − ∫
b

a
⟨F (γ(t)), γ

′

(t)⟩dt.

In der Norm kann diese Differenz mittels Dreiecksungleichung leicht abges-
chaetzt werden durch

n

∑
j=1
∫

tj

tj−1
∣⟨F (γ(tj)),

1

tj − tj−1
(γ(tj) − γ(tj−1))⟩ − ⟨F (γ(t)), γ

′

(t)⟩∣dt.

Mit dem Mittelwertsatz und der gleichmaessigen Stetigkeit der Funktionene
F ○ γ und γ

′

auf [a, b] folgt dann, dass der gewuenschte Term beliebig klein
wird, wenn nur ∣Z ∣ genuegend klein ist (evtl. Details). ◻
Die vorangehende Proposition legt folgende Definition nahe.

Definition (Kurvenintegral fuer glatte Kurven). Sei U ⊂ RN offen und F ∶
U Ð→ RN ein stetiges Vektorfeld. Dann definiert man fuer jedes stueckweise
stetig differenzierbare γ ∶ [a, b]Ð→ U das Kurvenintegral

∫
γ
Fdγ ∶= ∫

b

a
⟨F (γ(t)), γ′(t)⟩dt = ∫

b

a

N

∑
j=1

Fj(γ(t))γ
′

j(t)dt.

Bemerkung(Kurvenintegral fuer rektifizierbare Kurven). Man kann tatsaech-
lich das Kurvenintegral fuer alle rektifizierbaren Kurven durch den entspre-
chenden Grenzwert definieren. Dann gelten fuer das so definierte Kurven-
integral ebenfalls die weiter unten gezeigten Aussagen. Wir diskutieren dies
hier nicht weiter.

Bemerkung(Beziehung Kurvenintegral und Kurvenlaenge). Ist U ⊂ RN offen
und γ ∶ [a, b] Ð→ U eine stueckweise stetige Kurve und F ∶ U Ð→ RN stetig
mit

F (γ(t)) = 1

∣γ′(t)∣
γ
′

(t)

(d.h. F ist in den Punkten der Kurve gerade das normalisierte Tangential-
feld), so gilt offenbar

∫
γ
Fdγ = L(γ).

Im allgemeinen wird es allerdings zu einer gegebenen Kurve kein solches F
geben (da zu verschiedenen Werten von t der Wert der zugehoerigen γ(t)
uebereinstimmen kann, ohne dass γ

′(t) uebereinstimmt).

Bemerkung.(Verschiedene Notationen) In der (physikalischen) Literatur fin-
den sich zahlreiche weitere Schreibweisen fuer das Kurvenintegral.

Kurvenintegrale aendern sich nicht, wenn man dieselbe Kurve mit unter-
schiedlicher Geschwindigkeit durchlaeuft:

Proposition. Sei U ⊂ RN offen und F ∶ U Ð→ RN stetig. Sind γ ∶ [a, b]Ð→
U und % ∶ [c, d] Ð→ U aequivalente, stetig differenzierbare Kurven, so gilt

∫ Fdγ = ∫ Fd%.

Beweis. Sei γ = % ○ ϕ. Sei Z ∶ a = t0 < t1 < ... < tn = b eine Zerlegung von
[a, b]. Sei t′k ∶= ϕ(tk). Dann ist Z ′ ∶ c = t′0 < t′1 < ... < t′n = d eine Zerlegung
von [c, d]. Da ϕ stetig also auch gleichmaessig stetig ist, wird die Feinheit
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von Z ′ beliebig klein, wenn die Feinheit von Z beliebig klein wird. Damit
ist dann (fuer genuegend feine Z) sowohl

SZ(γ) ∶=
n

∑
k=1

⟨F (γ(tk)), γ(tk) − γ(tk−1)⟩

eine gute Naeherung von ∫ Fdγ als auch

SZ′(%) ∶=
n

∑
k=1

⟨F (%(t′k)), %(t
′
k) − %(t

′
k−1)⟩

eine gute Naehrung von ∫ Fd%. Es gilt aber nach Konstruktion

SZ(γ) = SZ′(%).

Damit folgt die Behauptung. ◻

Ersetzt man in einem Kurvenintegral die Kurve durch ihr Inverses so aendert
sich lediglich das Vorzeichen:

Proposition. Sei U ⊂ RN offen und γ ∶ [a, b] Ð→ U stueckweise stetig
differenzierbar. Dann ist auch die inverse Kurve γ̃ stueckweise stetig diffe-
renzierbar und es gilt

L(γ) = L(γ̃)
sowie

∫
γ
Fdγ = −∫

γ̃
Fdγ̃

fuer jedes stetige F ∶ U Ð→ RN .

Beweis. Offenbar gilt

γ̃′(t) = −γ′(−t).
Damit folgen die gewuenschten Aussagen leicht. ◻

3. Gradientenfelder

Im folgenden Teil des Kapitels geht es darum, ob (bei gegebenem Vektorfeld)
das Kurvenintegral nur von Anfangs und Endpunkt der Kurve (und nicht
dem Verlauf der Kurve) abhaengt. Wenn das der Fall ist, spricht man von
’Wegunabhengigkeit des Kurvenintegrals’. Dabei handelt es sich also um
eine Eigenschaft des Vektorfeldes. Wenn es um Vektorfelder geht, die zur
Beschreibung von Arbeit/ Energie verwendet werden (’Kraftfelder’), sollte
diese Eigenschaft gelten, da man sonst Energie gewinnen kann.

Fuer die weitere Untersuchungen benoetigen wir noch ein weiteres Konzept.

Definition (Gradientenfeld). Sei U ⊂ RN offen. Eine stetige Funktion F ∶
U Ð→ RN heisst Gradientenfeld, wenn es ein stetig differenzierbares ϕ ∶
U Ð→ R gibt mit ∇ϕ = F . Ein solche ϕ heisst dann Potential von F .

Ist ϕ ein Potential zu F , so ist offenbar auch ϕ+const ein Potential zu F . Im
wesentlichen ist das die einzige Freiheit, wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition. Sei U ⊂ RN offen und zusammenhaengend und F ∶ U Ð→ RN
stetig. Sind ϕ1 und ϕ2 Potentiale zu F , so gilt ϕ1 − ϕ2 = constant.
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Beweis. Das wissen wir schon aus dem vorigen Semester. Zur Sicherheit ;-)
geben wir noch einen Beweis. Sei ψ ∶= ϕ1 − ϕ2. Dann gilt ∇ψ = F − F = 0.
Seien x und y beliebige Punkte in U . Zu zeigen: ψ(x) = ψ(y).
Da U offen und zusammenhaengend ist, existiert eine stueckweise stetig
differenzierbare Kurve γ ∶ [a, b]Ð→ U von x nach y. Dann gilt

ψ(y) − ψ(x) = ψ(γ(b)) − ψ(γ(a)) = ∫
b

a
(ψ ○ γ)

′

(t)dt = 0

(da (ψ ○ γ)′(t) = ⟨∇ψ(γ(t)), γ′(t)⟩ = 0). Damit folgt die Behauptung. ◻

Damit koennen wir die folgende Charakterisierung beweisen.

Theorem. (Abstrakte Charakterisierung Gradientenfeld bzw. Wegunabhaen-
gigkeit des Kurvenintegral) Sei U ⊂ RN offen. Sei F ∶ U Ð→ RN stetig. Dann
sind aequivalent:

(i) Fuer jedes (stueckweise) stetig diffbare γ haengt ∫γ Fdγ nur von
Anfangs und Endpunkt von γ ab.

(ii) Ist γ eine geschlossene (stueckweise) stetig diffbare Kurve, so gilt

∫γ Fdγ = 0.

(iii) Es ist F ein Gradientenfeld (d.h. es existiert ein stetig diffbares
ϕ ∶ U Ð→ RN mit F = ∇ϕ).

In diesem Fall gilt ∫γ Fdγ = ϕ(γ(b)) − ϕ(γ(a)).

Beweis. (i)Ô⇒ (ii): Sei γ eine geschlossene Kurve. Offenbar hat γ̃ denselben
Anfangs/Endpunkt wie γ. Damit folgt aus (i)

∫
γ
Fdγ = ∫

γ̃
Fdγ̃.

Wie wir oben gesehen hatten gilt ausserdem

∫
γ
Fdγ = −∫

γ̃
Fdγ̃.

Damit folgt ∫γ Fdγ = 0.

(ii)Ô⇒ (i): Sind γ, % zwei (stueckweise) stetig diffbare Kurven mit gleichem
Anfangs und Endpunkt so kann man γ mit %̃ zu einer geschlossenen Kurve
σ zusammensetzen (Zeichnung). Dann gilt natuerlich

∫
σ
Fdσ = ∫

γ
Fdγ + ∫

%̃
Fd%̃.

Damit folgt dann nach (ii)

0 = ∫
σ
Fdσ = ∫

γ
Fdγ + ∫

%̃
Fd%̃ = ∫

γ
Fdγ − ∫

%
Fd%.

(i)Ô⇒ (iii): Ohne Einschraenkung sei U wegzusammenhaengend (sonst koen-
nen wir auf jeder Komponente einzeln argumentieren). Sei p ∈ U fest. Fu-
er jedes x ∈ U sei γx eine stetig diffbare Kurve von p nach x. Definiere
ϕ(x) ∶= ∫γx Fdγx. Aufgrund der Voraussetzung (i) gilt

ϕ(x + hej) − ϕ(x) = ∫
γh
Fdγh
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mit γh ∶ [0, h] Ð→ U , γh(t) = x + tej . (Zeichnung.) Es gilt (wie wir schon
beweisen haben) γ′h(t) = ej . Damit folgt also

ϕ(x + hej) − ϕ(x) = ∫
h

0
⟨F (γh(t)), ej⟩dt = ∫

h

0
Fj(x + tej))dt.

Da t↦ Fj(x + tej) stetig ist, folgt aus dem HDI

lim
h→0

ϕ(x + hej) − ϕ(x)
h

= lim
h→0

1

h
∫

h

0
Fj(x + tej))dt = Fj(x).

(iii)Ô⇒ (i): Nach Voraussetzung gilt:

∫
γ
Fdγ = ∫

b

a
⟨∇ϕ(γ(t)), γ′(t)⟩dt

(s.o.) = ∫
b

a
(ϕ ○ γ)′(t)dt

(HDI) = ϕ(γ(b)) − ϕ(γ(a)).
Die letzte Aussage wurde im Beweis von (iii) Ô⇒ (i) mitbewiesen. ◻
Aus dem vorangehenden Theorem folgt eine Vorschrift zum Berechnen des
Potentials eines Vektorfeldes (wenn ein solches Potential existiert).

Folgerung (Berechnung des Potentials). Sei U ⊂ RN offen und zusam-
menhaengend und F ∶ U Ð→ RN ein Gradientenfeld. Sei p ∈ U beliebig und
zu jedem x ∈ U eine stetig diffbare Kurve γx von p nach x gewaehlt. Dann
definiert ϕ ∶ U Ð→ R

ϕ(x) = ∫
γx
Fdγx

ein Potential von F .

Beweis. Variante 1: Das wurde im Beweis von (iii)Ô⇒ (i) des vorigen Theo-
rems mitbewiesen.

Variante 2: Sei ψ ein Potential von F (d.h. ∇ψ = F ). Dann gilt nach der
letzten Aussage des vorigen Theorem also

ϕ(x) = ∫
γx
Fdγx = ψ(x) − ψ(p).

Damit folgt ∇ϕ = ∇ψ = F . ◻
Das Hauptziel ist nun, ein einfach nachpruefbares Kriterium zu geben, wann
ein Vektorfeld ein Gradientenfeld ist (aequivalent: Kurvenintegrale ueber
geschlossene Kurven verschwinden). Das erfordert noch einige Vorbereitung.

Definition (Sternförmige Menge). Eine Menge U ⊂ RN heisst sternfoer-
mig, wenn es einen Punkt p ∈ U gibt, so dass fuer jedes x ∈ U die Ver-
bindungsstrecke von p nach x ganz in U liegt. Dann heisst p Zentrum von
U .

Beispiele.

● Jede Kugel ist sternfoermig.
● Ist U konvex, so ist U sterrnfoermig (mit p ∈ U beliebig).
● Stern in R2 (s.o.)
● Die Menge R2 ∖ {0} ist nicht sternfoermig. (Bew. Die Verbindung

von p zu −p enthaelt 0. Widerspruch).
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● Die Menge R2 ∖ {(−t,0) ∶ t ≥ 0} ist sternfoermig (zu p = (1,0)
beispielsweise). Zeichnung.

Bemerkung. Die beiden letzten Beispiele zeigen: Eine Menge kann durch
’Weglassen von Punken’ sternfoermig werden. Man kann z.b. R2∖{0} erset-
zen durch R2 ∖ {(x,0) ∶ x ≤ 0}. So kann man oft Potentiale auf Teilmengen
von U erhalten.

Theorem (Lemma von Poincaré). Sei U ⊂ RN offen und sternfoermig. Sei
F ∶ U Ð→ RN stetig diffbar. Dann ist F genau dann ein Gradientenfeld wenn
gilt ∂Fj/∂xi = ∂Fi/∂xj fuer alle i, j.

Beweis. Ô⇒: Sei F = ∇ϕ stetig diffbar. Dann ist also ϕ zweimal stetig
diffbar und es gilt nach dem Satz von Schwarz und der Vorrausetzung:

∂Fj

∂xk
= ∂

∂xk

∂ϕ

∂xj
= ∂

∂xj

∂ϕ

∂xk
= ∂Fk
∂xj

.

⇐Ô: Ohne Einschraenkung sei 0 das Zentrum von U . Zu x ∈ U waehlen wir
die stetig differenzierbaren Kurve γ(t) = tx und definieren

φ(x) ∶= ∫
1

0
⟨F (γ(t)), γ′(t)⟩dt = ∫

1

0

N

∑
j=1

Fj(γ(t))xjdt.

(Wenn F ein Potential besitzt, so muss es durch dieses φ gegeben sein.) Nun
muessen wir die Ableitung von φ nach den xk bestimmen. Die Summe liefert
eine Funktion, deren Ableitung nach xk stetig in xk und t ist. Daher koennen
wir Integration und Differentiation (nach xk) vertauschen und erhalten

∂φ

∂xk
= ∫

1

0

N

∑
j=1

∂

∂xk
(Fj(tx)xj)dt.

Wir berechnen

∂

∂xk

N

∑
j=1

Fj(tx)xj = Fk(tx) +
N

∑
j=1

∂Fj

∂xk
(tx)txj

(V oraussetzung) = Fk(tx) +
N

∑
j=1

∂Fk
∂xj

(tx)txj

(Produktregel) = d

dt
(tFk(tx)).

Damit gilt also

∂φ

∂xk
= ∫

1

0

d

dt
(tFk(tx))dt = tFk(tx)∣10 = Fk(x).
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Das beendet den Beweis. ◻
Bemerkung.

● Ist U nicht sternfoermig, so folgt aus ∂Fj/∂xi = ∂Fi/∂xj fuer alle
i, j im allgemeinen nicht, dass F ein Gradientenfeld ist (Uebung).

● Auch auf nichtsternfoermigen Mengen kann ein Vektorfeld ein Gra-
dientenfeld sein. Z.B. ist das Gravitationsfeld F (x) = x/∣x∣3 defi-
niert auf RN ∖ {0} eine Gradientenfeld (Uebung).

Zur weiteren Untersuchung führen wir eine abgeschwaechte Version des Kon-
zeptes des Gradientenfeldes ein.

Definition (Lokales Gradientenfeld). Sei U ⊂ RN offen. Eine stetig diffe-
renzierbare Funktion F ∶ U Ð→ RN heisst lokales Gradientenfeld, wenn zu
jedem x ∈ U ein R > 0 existiert, so dass die Einschraenkung F ∣BR(x) von F
auf BR(x) ein Gradientenfeld ist.

Da jede Kugel sternfoermig ist, folgt aus dem Lemma von Poincaré sofort
folgende Folgerung.

Folgerung. Sei U ⊂ RN offen und F ∶ U Ð→ RN stetig differenzierbar.
Dann sind aequivalent:

(i) F ist ein lokales Gradientenfeld.
(ii) Es gilt ∂Fj/∂xi = ∂Fi/∂xj fuer alle i, j.

Wir untersuchen nun Invarianz des Kurvenintegrals fuer lokale Gradienten-
felder. Die Grundidee ist dabei, dass Kurven, die stetig ineinander ueberführt
werden koennen, gleiche Kurvenintegrale haben und dass in Mengen ’ohne
Loecher’ Kurven gut ineinenander ueberfuehrt werden koennen. Das wird
schliesslich auf den Satz führen, dass in Mengen ’ohne Loecher’ jedes lokale
Gradientenfeld auch ein globales Gradientenfeld ist. In Mengen mit Loechern
gilt diese Aussage nicht. Zeichnung Um das praezise auszufuehren brauchen
wir den Begriff der Homotopie.

Definition (Homotopie). Sei U ⊂ RN offen. Zwei Kurven γ1, γ0 ∶ [a, b]Ð→
U mit gemeinsamem Anfangspunkt A und gemeinsamen Endpunkt B heissen
homotop in U , wenn es eine stetige Abbildung

H ∶ [a, b] × [0,1]Ð→ U

gibt mit
H(t,0) = γ0(t), H(t,1) = γ1(t)

fuer alle t ∈ [a, b] sowie

H(a, s) = A, H(b, s) = B
fuer alle s ∈ [0,1].

Beispiel. Sind γ0, γ1 ∶ [a, b] Ð→ U Kurven mit gleichem Anfangspunkt und
gleichem Endpunkt, so dass fuer jedes t ∈ [a, b] die Verbindungstrecke von
γ0(t) nach γ1(t) ganz in U liegt, so sind γ0 und γ1 homotop mit

H(t, s) = sγ1(t) + (1 − s)γ0(t).
Das gilt zum Beispiel immer, wenn U konvex ist.
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A B

s

γ0

γ1

Theorem (Homotopieinvarianz des Kurvenintegral - I). Sei U ⊂ RN offen.
Seien γ1, γ0 ∶ [a, b] Ð→ U Kurven mit gemeinsamem Anfangspunkt A und
gemeinsamen Endpunkt B. Sind γ0 und γ1 homotop in U , so gilt fuer jedes
lokale Gradientenfeld F auf U

∫
γ0
Fdγ0 = ∫

γ1
Fdγ1.

Beweis. Sei H ∶ [a, b] × [0,1] Ð→ U eine Homotopie zwischen γ0 und γ1 in
U . Sei B ∶= {Bι} eine Ueberrdeckung von U durch offenen Kugeln, so dass
F auf jedem Element von B ein Potential besitzt.

Behauptung. Es gibt Zerlegungen Z ∶ a = t0 < t1 < . . . < tk = b und Z ′ ∶ 0 =
s0 < s1 < . . . < sq = 1, so dass jedes H([ti, ti+1] × [sj , sj+1]) ganz in einer
Kugel aus B enthalten ist.
Bew. Angenommen nein. Dann unterteilen wir fuer jedes m ∈ N sowohl [a, b]
also auch [0,1] in m gleichlange Intervalle und damit [a, b] × [0,1] in m2

Rechtecke. Nach Annahmen koennen wir dann ein Rechteck Rm finden, so
dass H(Rm) nicht in einer der Kugeln aus B enthalten ist. Die Mittelpunkte
xm der Rm liegen alle in der kompakten Menge [a, b]× [0,1]. Sie haben also
eine konvergente Teilfolge. Ohne Einschraenkung

xm → p.

Sei nun B0 eine Kugel aus B mit H(p) ∈ B0. Aufgrund der Stetigkeit von H
liegt dann H(Rm) in B0 fuer alle genuegend grossen m. Zeichnung.

Seien Z, Z ′ gemaess der Behauptung gewaehlt. Seien
Pij ∶=H(ti, sj)
Γij ∶= Strecke von Pij nach Pi+1,j .
σij ∶= Strecke von Pij nach Pi,j+1.
Zeichnung. y-Achse entsprichet j- Achse, x-Achse entspricht i-Achse.

Es liegen nach Voraussetzung Pij , Pi,j+1, Pi+1,j , Pi+1,j+1 alle in einer Kugel

aus B. Mit I(α) ∶= ∫ Fdα und Ij ∶= ∑k−1
i=0 I(Γij) gilt dann (Zeichnung! Null-

wege addieren!)
Ij = Ij+1

fuer alle j = 0, . . . , q − 1. Also folgt I0 = Iq. Nach Konstruktion gilt aber

∫ Fdγ0 = I0 = Iq = ∫ Fdγ1.

◻
Bemerkung. H wird lediglich als stetig voraussgesetzt. Daher sind im all-
gemeinen fuer s die Abbildungen t ↦ H(s, t) keine stetig differenzierbaren
Kurven. Aus diesem Grund muessen wir mit den Verbindungstrecken arbei-
ten.
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Wir stellen nun noch eine Variante dieses Satzes fuer geschlossenen Kurven
vor.

Definition (Freie Homotopie). Sei U ⊂ RN offen. Zwei geschlossene Kur-
ven γ1, γ0 ∶ [a, b] Ð→ U heissen frei homotop in U , wenn es eine stetige
Abbildung

H ∶ [a, b] × [0,1]Ð→ U

gibt mit

H(t,0) = γ0(t), H(t,1) = γ1(t)
fuer alle t ∈ [a, b] sowie

H(a, s) =H(b, s)
fuer alle s ∈ [0,1]. Zeichnung. ’Rechteck’ Abbildung H ’kreisringige Kurven’.

Ganz aehnlich wie oben, kann man dann folgenden Satz beweisen:

Theorem (Homotopieinvarianz des Kurvenintegral - II). Sei U ⊂ RN offen.
Seien γ1, γ0 ∶ [a, b]Ð→ U geschlossene Kurven. Sind γ0 und γ1 frei homotop
in U so gilt fuer jedes lokale Gradientenfeld F auf U

∫ Fdγ0 = ∫ Fdγ1.

Beweis. Der Beweis kann analog zum Beweis des vorigen Theorems gefuehrt
werden. Wir geben nur eine Zeichnung. ◻

Definition. Eine Menge U in RN heisst einfach zusammenhaengend, wenn
jede geschlossene Kurve frei homotop in U zu einer Kurve ist, die nur einen
Punkt enthaelt.

Bemerkung. (a) Grob gesprochen bedeutet ’einfache zusammenhaengend’,
dass die Menge keine Loecher besitzt.
(b) Jede sternfoermige Meenge ist einfach zusammenhaengend. (Jede ge-
schlossene Kurve kann zum Zentrum zusammengezogen werden.) Es gibt
aber einfach zusammenaengende Mengen, die nicht sternfoermig sind (Bei-
spiel: Zeichnung nichtkonvexe Deformation einer Kreisscheibe.)
(c) Es ist R2 ∖ {0} nicht einfach zusammenhaengend. (Es ist gar nicht so
einfach, das zu beweisen. Wir werden es als Nebenprodukt aus dem folgenden
Satz erhalten.)

Damit kommen wir nun zum ultimativen Satz ueber Gradientenfelder.

Theorem (Charakterisierung Gradientenfelder). Sei U ⊂ RN offen und ein-
fach zusammenhaengend. Dann ist ein stetig differenzierbare F ∶ U Ð→ RN
genau dann ein Gradientenfeld, wenn gilt ∂Fj/∂xk = ∂Fk/∂xj fuer alle
j, k = 1, . . . ,N .

Beweis. Gilt ∂Fj/∂xk = ∂Fk/∂xj fuer alle j, k = 1, . . . ,N , so ist nach dem
Poincaréschen Lemma F ein lokales Gradientenfeld. Sei nun γ eine geschlos-
sene Kurve. Dann ist γ nach Voraussetzung in U frei homotop zu einer Kurve
%, die nur aus einem Punkt besteht. Aufgrund des vorigen Satzes gilt dann

∫ Fdγ = ∫ Fd%.
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Da % nur einen Punkt trifft, verschwindet die rechte Seite. Damit verschwin-
den also alle Kurvenintegrale ueber geschlossene Wege. Nach der abstrakten
Charakterisierung ist also F ein Gradientenfeld.

Die umgekehrte Implikation folgt sofort (und hat nichts mit Einfachem Zu-
sammenhang zu tun). ◻
Bemerkung. (Uebung) Man kann auf R2 ∖ {0} ein Vektorfeld F und einen
geschlossenen Weg angeben, so das F ein lokales Gradientenfeld ist aber das
Kurvenintegral ueber diesen geschlossenen Weg nicht verschwindet. Damit
ist dann nach dem vorangehenden Theorem R2 ∖ {0} nicht einfach zusam-
menhaengend.

Folgerung. Sei U ⊂ R3 einfach zusammenhaengend. Sei F ∶ U Ð→ R3 ein
stetig diffbares Vektorfeld. Dann ist F genau dann ein Gradientenfeld, wenn
die Rotation von F

rotF ∶ U Ð→ R3, (∂2F3 − ∂3F2, ∂3F1 − ∂1F3, ∂1F2 − ∂2F1)
identisch verschwindet.

Bemerkung. Die vorangehenden Betrachtungen liefern bemerkenswerte Zu-
sammenhaenge zwischen topologischen Eigenschaften einer Teilmenge U von
RN und Loesbarkeit von Differentialgleichungen auf dieser Menge:

● Die Dimension des Raumes der Loesungen von ∇ϕ = 0 (auf U) ist
gerade die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von U . Ins-
besondere ist der Raum der Loesungen eindimensional, wenn U
zusammenhaengend ist.

● Ist U ⊂ R3 einfach zusammenhangend, so ist die Gleichung ∇ϕ = F
fuer alle F mit rotF = 0 loesbar.

Zum Abschluss des Abschnittes geben wir noch einen Hinweise wie man ein
Potential auffinden kann.

Hinweis zum Auffinden des Potential.

Variante 1: Integrieren entlang ’schoener’ Wege.
Variante 2: Anwenden des HDI auf einzelne Komponenten und anschliessen-
des Vergleichen (mit Probe!)

Beispiel. (a) F ∶ R2 Ð→ R2, F (x1, x2) = (x1, x2). Dann gilt ∂F1/∂x2 = 0 =
∂F2/∂x1. Daher besitzt F nach dem Theorem ein Potential Φ. Wir haben

∂1Φ = x1 Ð→ Φ(x) = x2
1/2 +C(x2).

∂2Φ = x2 Ð→ Φ(x) = x2
2/2 +D(x1).

Das fuehrt auf Φ = 1/2(x2
1 + x2

2) + C. Probe zeigt, dass es sich tatsaechlich
um ein Potential handelt.
(b) F ∶ RN Ð→ RN , F (x) = c (mit einem c ∈ RN . Dann gilt

0 = ∂Fj/∂xi
fuer alle i, j. Tatsaechlich ist in diesem Fall ϕ(x) = ⟨c, x⟩ = ∑Nj=1 cjxj ein
Potential, wie eine Probe zeigt.



KAPITEL 2

Etwas Integrationstheorie

Das Riemann-Integral weisst eine Reihe von Problemen auf. In diesem Ab-
schnitt lernen wir eine allgemeine Theorie der Integration kennen, die diese
Probleme (groeßtenteils) umgeht. Grundobjekte sind (Prae)Masse und In-
tegrale von Elementarfunktionen. Diese werden dann durch einen Vervoll-
staendigungsprozess zu Massen und Integralen von (messbaren) Funktionen
fortgesetzt.

Genauer ist die Idee ist folgende: Sei eine Menge X gegeben.

● Ordne (geeigneten) Teilmengen A von X ein Volumen / Mass µ(A)
zu.

● Definere Integral auf Elementarfunktionen f = ∑ ci1Ai durch ∫ fdµ ∶=
∑ ciµ(Ai).

● Setze fort. (Hier ist Arbeit zu leisten!)

Probleme des Riemann-Integrals

Das Riemann-Integral weist eine Reihe von Problemen auf. Dazu gehoeren
folgende:

● Viele ’schoene’ Funktionen sind nicht Riemann-integrierbar.
Beispiel: f ∶ [0,1] Ð→ [0,1], f(x) = 0 fuer x irrational und

f(x) = 1 fuer x rational. Dann ist f ueberall 0 bis auf eine abzaehl-
bare Menge.

● Das Riemann-Intgral ist nicht gut vertraeglich mit Grenzwerten.
Es ist - im wesentlichen - nur vertraeglich mit gleichmaessiger Kon-
vergenz.

Beispiel: Sei {qn ∶ n ∈ N} eine Abazaehlung von Q ∩ [0,1]. Sei
fn ∶ [0,1]Ð→ [0,1], fn(x) = 1 fuer x ∈ {q1, . . . , qn}, fn(x) = 0 sonst.
Dann ist (fn) gleichmaessig beschraenkt, jedes fn ist Riemann-
intbar mit ∫ fndx = 0, es konvergiert (fn) gegen f (aus dem vorigen
Punkt) punktweise und f ist nicht Riemann-intbar.

● Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen ist nicht abge-
schlossen unter Substitutionen.

Beispiel: Sei tan ∶ (−π2 ,
π
2 ) Ð→ R und arctan ∶ R Ð→ (−π2 ,

π
2 ).

Sei f = 1(−π/2,π/2). Dann ist f Riemann-intbar auf R, aber die
aus der Substitution entstehende Funktion g ∶ R Ð→ R, g(x) =
f ○ arctan ⋅ 1

1+x2 ist nur uneigentlich Riemann-intbar.

Bemerkung. Diese Nachteile werden in einer Dimension durch den grossen
Vorteil des Riemann-Integral, die Gueltigkeit des HDI, ausgeglichen. In hoe-
heren Dimensionen trifft das nicht mehr zu.

19
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1. Prämaße

Definition. Sei X eine Menge. Eine Familie R von Teilmengen von X
heisst Mengenring auf X, wenn gilt:

(R1) Die leere Menge ∅ gehoert zu R.
(R2) Mit A,B in R gehoert auch A ∪B zu R.
(R3) Mit A,B in R gehoert auch A ∖B zu R.

Dann schreibt man auch (X,R) fuer den Mengenring ueber X.

Folgerung. Sei R ein Mengenring ueber X und seien A,B in R. Dann
gehoert auch A ∩B zu R.

Beweis. Es gilt A ∩B = A ∖ (A ∖B). ◻
Beispiele.

● Sei X eine beliebige Menge. Dann bildet die Menge der endlichen
Teilmengen von X einen Mengenring.

● Sei X = R. Dann bilden die Figuren d.h. die Vereinigungen von
endlich vielen beschraenkten Intervallen einen Mengenring.

● Sei X = Rn. Dann bilden die Figuren d.h. die Vereinigungen von
endlich vielen achsenparallelen Quadern einen Mengenring. (Es ist
Q ein achsenparalleler Quader, wenn gilt Q = I1 × . . . × IN mit
Intervallen Ij .)

Definition. Sei R ein Mengenring auf X. Eine Funktion µ ∶RÐ→ [0,∞)
heisst Praemass auf (X,R), wenn gilt

µ(⋃
n∈N

An) =
∞
∑
n=1

µ(An) (σ-Additivitaet)

fuer alle Folgen (An) in R mit

● An ∩Am = ∅ fuer alle n ≠m (’An paarweise disjunkt’)
● ⋃An ∈R (Nicht selbstverstaendlich)

Folgerung. Sei µ Praemass auf (X,R). Dann gilt

● µ(∅) = 0
● µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) fuer alle A,B aus R mit A ∩B = ∅.

Beweis. Es gilt ∅ = ∪n∅. Damit folgt aus der σ-Additivitaet

µ(∅) =∑
n

µ(∅).

Damit folgt µ(∅) = 0. Nun folgt die zweite Aussage leicht, indem man die
Mengen Aj definiert durch

A1 ∶= A,A2 ∶= B,An ∶= ∅, n ≥ 2

und aus der σ-Additivitaet schliesst

µ(A ∪B) = µ(∪Aj) =∑µ(Aj) = µ(A1) + µ(A2) + 0 = µ(A) + µ(B).
Das beendet den Beweis. ◻

Folgerung. Sei µ Praemass auf (X,R). Dann gilt:

● Fuer A,B ∈R mit A ⊂ B gilt µ(A) ≤ µ(B).
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● Gehoeren An, n ∈ N, und A zu R und gilt A ⊂ ∪An so folgt µ(A) ≤
∑µ(An).

Beweis. Erster Punkt: Setze A1 ∶= A und A2 ∶= B ∖A. Dann gilt nach der
vorangehenden Folgerung.

µ(B) = µ(A1) + µ(A2) ≥ µ(A1) = µ(A).

Zweiter Punkt: Definiere

A
′

1 ∶= A1 ∩A, A
′

n ∶= (An ∩A) ∖ ∪n−1
k=1A

′

k.

Dann gehoeren die A
′

n zu R und sind paarweise disjunkt mit

A
′

n ⊂ An und A = ∪(An ∩A) = ∪A
′

n.

Damit folgt also

µ(A) =∑µ(A
′

n) ≤∑µ(An).
Das beendet den Beweis. ◻

Beispiele.

● SeiX eine beliebige Menge undR ein beliebiger Mengenring und p ∈
X beliebig. Dann definiert δp ∶RÐ→ [0,∞) mit δp(A) ∶= 1 falls p ∈
A und δp(A) = 0 sonst, ein Praemass. Es heisst die delta-Funktion
in p (auch wenn es gar keine Funktion, sondern ein Praemass ist).

● Sei X eine beliebige Menge und R der Mengenring der endlichen
Teilmengen von X. Dann ist

µ ∶RÐ→ N0, µ(A) ∶= Anzahl der Elemente von A

ein Praemass. Es heisst das Zaehlpraemass.
● Sei X = R und R der Mengenring der Figuren (d.h. der Verei-

nigungen von endlich vielen beschraenkten Intervallen). Fuer ein
beliebiges Intervall I mit (a, b) ⊂ I ⊂ [a, b] definiert man die Inter-
valllaenge ∣I ∣ durch

∣I ∣ = b − a.
Es laesst sich nun jedes A aus dem Mengenring als disjunkte end-
liche Vereinigung A = ∪nj=1Aj von beschraenkten Intervallen schrei-
ben und durch

λ ∶RÐ→ [0,∞), λ(A) ∶=
n

∑
j=1

∣Aj ∣

wird ein Praemass auf R definiert. Dieses heisst das Lebesgueprae-
mass auf R.

(Bew: Mit Induktion sieht man leicht, dass man jede Figur als
diskunkte Vereinigung von Intervallen schreiben kann. Die Wohl-
definiertheit von λ (i.e. Unabhaengigkeit von der gewaehlten Zer-
legung in disjunkte Intervalle) folgt einfach.

Wir zeigen nun die σ-Additivitaet. Diese wird in drei Schritten
bewiesen:

Schritt 1: Es ist λ monoton und endlich additiv.
Bew. Das folgt leicht.
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Schritt 2: Zu jeder Figur A und jedem ε > 0 gibt es eine kom-
pakte Figur K und eine offene Figur U mit

K ⊂ A ⊂ U und λ(U) − ε ≤ λ(A) ≤ λ(K) + ε.

Bew. Das ist klar fuer Intervalle. Da jede Figur eine endliche
disjunkte Vereinigung von Intervallen ist, folgt es dann fuer Figu-
ren.

Schritt 3: Ist A ∈ R die disjunkte Vereinigung von An ∈ R, so
gilt

∞
∑
n=1

λ(An) = λ(A).

Bew. ≤: Fuer jedes k ∈ N gilt ∪kn=1An ⊂ A. Damit folgt mit
Additivitaet und Monotonie von λ dann

k

∑
n=1

λ(An) = λ(∪kn=1An) ≤ λ(A).

(Die letzte Abschaetzung folgt einfach.)

≥: Sei ε > 0 beliebig. Waehle nach Schritt 2 eine kompakte Figur
C mit

C ⊂ A und λ(A) ≤ λ(C) + ε (∗).
Waehle nach Schritt 2 zu jedem An eine offene Figur Un mit

An ⊂ Un und λ(Un) ≤ λ(An) +
ε

2n
(∗∗).

Dann bilden die Un, n ∈ N, eine offene Ueberdeckung von C (und
sogar von A). Aufgrund der Kompaktheit von C gibt es dann eine
endliche Teilueberdeckung d.h. ein k ∈ N mit

C ⊂
k

⋃
n=1

Un. (∗ ∗ ∗)

Damit folgt dann:

λ(A)
(∗)
≤ λ(C) + ε

((∗ ∗ ∗), Monotonie) ≤ λ
k

⋃
n=1

Un + ε

(Endliche Additivitaet) ≤
k

∑
n=1

λ(Un) + ε

(∗∗)
≤

k

∑
n=1

(λ(Ak) +
ε

2n
) + ε

≤
k

∑
n=1

λ(Ak) + 2ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt die gewuenschte Ungleichung.
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● Sei X = RN . Eine Teilmenge I von RN heisst Intervall (oder ach-
senparalleler Quader), wenn es beschraenkte eindimensionale Inter-
valle I1, . . . , IN gibt mit I = I1 × . . .× IN . Sei R der Mengenring der
Figuren (d.h. der Vereinigungen von endlich vielen achsenparallelen
Quadern). Fuer ein Interval I = I1 × . . . × IN sei

∣I ∣ ∶=
N

∏
j=1

∣Ij ∣.

Es laesst sich nun jede Figur A in disjunkte Quader zerlegen A =
∪nj=1Ij und durch

λ ∶RÐ→ [0,∞), λ(A) =
n

∑
j=1

∣Ij ∣

wird ein Praemass auf R definiert. Dieses heisst das Lebesgueprae-
mass auf RN .

(Bew. Das folgt wie im eindimensionalen Fall.)
● Sei X = R und R der Mengenring der Figuren (d.h. der Vereinigun-

gen von endlich vielen beschraenkten Intervallen). Sei φ ∶ R Ð→ R
eine nichtfallende, rechtssetige Funktion. Setze

φ(x+) ∶= lim
y→x+

φ(y) = φ(x), φ(x−) ∶= lim
y→x−

φ(y).

Definiere nun fuer ein Intervall I

µ(]a, b[) = φ(b−) − φ(a)

µ(]a, b]) = φ(b) − φ(a)
µ([a, b[) = φ(b−) − φ(a−)
µ([a, b]) = φ(b) − φ(a−).

(d.h. es wird [ uebersetzt in − und ] in +).
Es laesst sich nun jedes A aus dem Mengenring als disjunk-

te endliche Vereinigung A = ∪nj=1Aj von beschraenkten Intervallen
schreiben und durch

µ = µφ ∶RÐ→ [0,∞), µ(A) ∶=
n

∑
j=1

µ(Aj)

wird ein Praemass auf R definiert. Es heisst das Stieltjes-Praemass
zu φ.

Bemerkung: Setzt man φ = id, so erhaelt man gerade das Le-
besguepraemass.

(Bew. Die noetigen Bestandteile wurden mehr oder weniger
schon beweisen. Wir skizzieren nur den Beweis der σ-Additivitaet.
Dazu zeigt man zunaechst wieder folgendes:

Schritt 1: Zu jeder Figur A und jedem ε > 0 gibt es eine kom-
pakte Figur K und eine offene Figur U mit

K ⊂ A ⊂ U und µ(U) − ε ≤ µ(A) ≤ µ(K) + ε.
Bew. Das ist einfach fuer Intervalle. Da jede Figur eine end-

liche disjunkte Vereinigung von Intervallen ist, folgt es dann fuer
Figuren.
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Anschließend zeigt man dann in Schritt 2 die σ-Additivitaet
von µ wie bei im Falle des eindimensonalen Lebesge Praemass.

Wir kommen nun noch zu einem wichtigen Konzept, das beschreibt, was wir
vernachlaessigen duerfen.

Definition (Nullmenge). Sei µ ein Praemasß auf dem Mengenring (X,R).
Eine Teilmenge N ⊂X heisst µ-Nullmenge, wenn zu jedem ε > 0 eine Folge
(An) in R existiert mit

N ⊂⋃
n
An und ∑µ(An) < ε.

Bemerkung. Nullmengen werden im allgemeinen nicht zu R gehoeren.

Beispiel. Sei λ das Lebesguepraemass auf dem Mengenring der Figuren in
R. Dann ist N ∶= Q eine Nullmenge. (Bew. Sei q1, q2, . . . , .. eine Abzaehlung
von Q. Waehle An ∶= [qn, qn]...)

Notation. Sei µ ein Praemasß auf dem Mengenring (X,R). Dann sagt man,
dass eine Eigenschaft auf X µ-fast ueberall gilt, wenn es eine µ-Nullmenge
gibt, so dass die Eigenschaft fuer alle x ∈X ∖N gilt.
Beispiele.

● f > g µ-f.u. (d.h. es existiert µ-Nullmengen N mit f(x) > g(x) fuer
alle x ∈X ∖N).

● f = g µ f.u.( d.h. es existiert µ-Nullmengen N mit f(x) = g(x) fuer
alle x ∈X ∖N).

● fn → g µ f.u. (d.h. es existiert µ-Nullmengen N mit fn(x) → g(x)
fuer alle x ∈X ∖N).

Theorem. Sei µ ein Praemasß auf dem Mengenring (X,R). Die Vereini-
gung von abzaehlbar vielen Nullmengen Nk, k ∈ N, ist eine µ Nullmenge.

Beweis. Fuer jedes k ∈ N existiert nach Voraussetzung an Nk eine Folge A
(k)
n

in R mit

Nk ⊂⋃
n
A(k)
n und ∑

n

µ(A(k)
n ) < ε

2k
.

Damit folgt

N ⊂⋃
k

Nk ⊂ ⋃
n,k

A(k)
n

mit

∑
n,k

µ(A(k)
n ) =∑

k

∑
n

µ(A(k)
n ) <∑

k

ε

2k
< ε.

Das beendet den Beweis. ◻

Bemerkung. Grundlegend fuer den gegebenen Zugang zur Integrationstheo-
rie sind folgende Bestandteile:

● Ein Grenzwertsatz fuer Integrale in Form der σ-Additivitaet. (Ue-
bung)

● Die Vernachlaessigung von Nullmengen.
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2. Integrale von Elementarfunktionen

In diesem Abschnitt lernen wir Integrale von Elementarfunktionen kennen.
Hier ist die Idee. Mit 1B bezeichnen wir die charakteristische Funktion der
Menge B (d.h. 1B(x) = 1 fuer x ∈ B und 1B(x) = 0 sonst). Dann sollte
natuerlich ∫X 1Bdµ = µ(B) gelten. Lineare Fortsetzung führt dann darauf
das Integral fuer Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen zu
definieren durch

∫
X

n

∑
j=1

bj1Bj dµ ∶=
n

∑
j=1

bjµ(Bj).

Wir muessen aber etwas arbeiten, um die Wohldefiniertheit zu zeigen. An-
schliessend untersuchen wir dann einfache Eigenschaften des Integrals auf
den Elementarfunktionen.

Definition. Sei R ein Mengenring ueber X. Eine Funktion f ∶ X Ð→ C
heisst Elementarfunktion (Treppenfunktion), wenn ein N ∈ N und c1, . . . , cN ∈
C und B1, . . . ,BN aus R existieren mit

f =
N

∑
j=1

cj1Bj .

Der Vektorraum der Elementarfunktionen wird mit E(X,R) bezeichnet.

Bemerkung. Es ist E(X,R) gerade die Lineare Huelle der 1B, B ∈ R, im
Vektorraum aller komplexwertigen Funktionen auf X.

Beispiel. X = R, R = Figuren. Dann handelt es sich bei den Elementar-
funktionen gerade um die aus Analysis I bekannten Treppenfunktionen.

Fuer die weiteren Betrachtungen wird es nuetzlich sein eine (fast) kanoni-
schen Darstellung einer Elementarfunktion zur Verfuegung zu haben.

Proposition. Sei R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf R.
Dann existiert zu jeder Elementarfunktion f = ∑Nj=1 cj1Bj (mit c1, . . . , cN ∈ C
und B1, . . . ,BN aus R) Koeffizienten αi ∈ C und paarweise diskunkte Ai in
R, j = 1, . . . ,K mit

● f = ∑αi1Ai
● ∑j bjµ(Bj) = ∑i αiµ(Ai).

Beweis. Das folgt leicht durch Induktion nach N . ◻

Folgerung (Wohldefiniertheit des Integrals). Sei R ein Mengenring ueber

X und µ ein Praemass auf R. Gilt f = ∑Nj=1 bj1Bj = ∑Kk b
′

k1B′

k
(mit bj , bk ∈ C

und Bj ,B
′

k aus dem Mengenring), so folgt

N

∑
j=1

bjµ(Bj) =
K

∑
k

b
′

k1B′

k
.

Beweis. Es reicht f ∶= ∑ bj1Bj = 0Ô⇒ ∑ bjµ(Bj) = 0 zu zeigen.
Nach vorangehender Proposition existieren αi ∈ C und paarweise disjunkte
Ai in R mit

0 = f =∑
i

αi1Ai und ∑
j

bjµ(Bj) =∑
i

αiµ(Ai).
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Aufgrund der paarweisen Disjunktheit der Ai muss dann gelten αi = 0 fuer
alle i und die Behauptung folgt. ◻

Definition (Integral fuer Elementarfunktionen). Sei R ein Mengenring

ueber X und µ ein Praemass auf R. Ist f = ∑Nj=1 cj1Bj mit c1, . . . , cN ∈ C
und B1, . . . ,BN aus R so definiert man

∫
X
f dµ ∶= ∫

X
f(x)dµ(x) ∶=

N

∑
j=1

bjµ(Bj).

(Das ist wohldefiniert nach voriger Proposition.)

Proposition (Einfache Eigenschaften des Integrals). Sei R ein Mengenring
ueber X und µ ein Praemass auf R. Dann ist die Abbildung

∫ ∶ E(X,R)Ð→ C, f ↦ ∫
X
fdµ

linear und positiv d.h. es gilt

∫ (αf + g) dµ = α∫ fdµ + ∫ gdµ (Linearitaet)

fuer alle f, g ∈ E(X,R) und α ∈ C sowie

∫ fdµ ≥ 0 (Positivitaet)

fuer f ≥ 0.

Beweis. Linearitaet ist klar. Positivitaet folgt durch Betrachten von f =
∑i αi1Ai mit paarweise disjunkten Ai aus dem Mengenring. ◻
Bei gegebenem Praemass macht das Integral den Vektorraum der Elemen-
tarfunktionen zu einem (Halb)normierten Vektorraum. Das ist von funda-
mentaler Bedeutung fuer unseren Zugang. Wir werden naemlich effektiv den
Raum der intgrierbaren Funktionen als die ’Vervollstaendigung’ des Raumes
der Elementarfunktionen mit dieser Halbnorm definieren. Die entsprechende
Halbnorm wird in der naechsten Proposition eingefuehrt.

Erinnerung - Halbnorm (Laengenmessung). Sei V ein Vektorraum
ueber C. Eine Abbildung ∥ ⋅ ∥ ∶ V Ð→ [0,∞) hiesst Halbnorm, wenn sie mit
den Vektorraumoperationen in folgender Weise vertraegllich ist:

● ∥f + g∥ ≤ ∥f∥ + ∥g∥ (Dreiecksungleichung)
● ∣αf∥ = ∣α∣∥f∥

fuer alle f, g ∈ V und α ∈ C. Dann gilt offenbar ∥0∥ = 0. Hat ∥ ⋅ ∥ die zu-
saetzliche Eigenschaft ∥f∥ = 0⇐⇒ f = 0, so heisst ∥ ⋅ ∥ eine Norm. Konzepte
von Konvergenz bzw. Cauchy-Folgen lassen sich bzgl. Halbnormen wie fuer
Normen definieren. Das werden wir im folgenden nutzen.

Proposition. Sei R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf R.
Mit f ist auch ∣f ∣ eine Element von E(X,R) und die Abbildung

∥ ⋅ ∥1 ∶ E(X,R)Ð→ [0,∞), ∥f∥1 ∶= ∫
X

∣f ∣dµ

ist eine Halbnorm auf E(X,R mit

∣∫
X
f dµ∣ ≤ ∥f∥1.
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Beweis. Sei f = ∑i αi1Ai mit paarweise disjunkten Ai aus dem Mengenring.
Dann gehoert

∣f ∣ =∑ ∣αi∣1Ai
ebenfalls zu den Elementarfunktionen und es gilt

∣∫ f dµ∣ = ∣∑αiµ(Ai)∣ ≤∑ ∣αi∣µ(Ai) = ∫
X

∣f ∣ dµ.

Es bleiben die Halbnormeigenschaften zu zeigen:

∥f +g∥1 ≤ ∥f∥1+∥g∥1. Mit ∣f +g∣ ≤ ∣f ∣+ ∣g∣ folgt das sofort aus der Monotonie
und Linearitaet des Integrals.

∥αf∥1 = ∣α∣∥f∥1. Das folgt aus der Linearitaet des Integrals. ◻
Bemerkung. Es ist ∥ ⋅ ∥1 im allgemeine keine Norm. Betrachte dazu etwa
X = R mit dem Mengenring der Figuren und dem Lebesguepraemass λ.
Dann erfuellt jede Funktion f , die genau in einem Punkt nicht verschwindet
natuerlich ∥f∥1 = 0.

Definition. Sei R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf R. Ei-
ne Folge (fn) von Funktionen fn ∶X Ð→ C konvergiert µ-fast-gleichmaessig
(µ-f.glm) gegen f ∶X Ð→ C, wenn zu jedem ε > 0 eine Folge (Aεk), k ∈ N, in
R existiert mit

● ∑k µ(Aεk) < ε
● fn Ð→ f gleichmaessig auf X ∖⋃kAεk.

Proposition. Sei R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf
R. Konvergiert die Folge (fn)n gegen f µ-fast-gleichmaessig, so konvergiert
(fn) gegen f µ-fast ueberall.

Beweis. Sei

N ∶= {x ∶ fn(x) konvergiert nicht gegen f(x)}.
Sind zu ε > 0 dann Aεk entsprechend der Definition von µ-fast gleichmaessiger
Konvergenz gewaehlt, sogilt N ⊂ ∪kAεk und ∑µ(Aεk) < ε. Damit ist N eine
Nullmenge. ◻
Bemerkung. Sei X = [0,1] und R der Mengenring der Figuren auf X und λ
das Lebesguepraemass auf X. Sei fn ∶X Ð→ R, fn(x) = xn und f ∶X Ð→ R,
f(x) = 1{1}(x). Dann gilt

● Es konvergiert fn punktweise gegen f .
● Es konvergiert fn nicht gleichnmaessig gegen f .
● Es konvergiert fn λ-fast-gleichmaessig gegen f .

3. Cauchy Folgen von Elementarfunktionen

In diesem Abschnitt studieren wir Cauchy-Folgen in E(X,R).

Erinnerung. Sei R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf R.
Eine Folge (fn) in E(X,R) heisst ∥ ⋅ ∥1-Cauchy Folge, wenn zu jedem ε > 0
ein Nε ∈ N existiert mit

∥fn − fm∥1 ≤ ε
fuer alle n,m ≥ Nε.
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Theorem. Sei R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf R. Sei
(fn) eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy Folge in E(X,R). Dann gilt:

● Es gibt eine Funktion f ∶ X Ð→ C und eine Teilfolge (fnk)k von
(fn) sodass fnk µ-fast-gleichmaessig gegen f konvergiert.

● Sind (gk) und (hk) zwei µ-fast-ueberall konvergente Teilfolgen von
(fn), so gilt gk − hk → 0 µ-fast ueberall.

Bemerkung. Der zweite Teil der Aussage besagt, dass die im ersten Teil
gefundene Funktion (bis auf Werte auf einer Nullmenge) eindeutig ist.
Beweis. Wir zeigen zunaechst den ersten Punkt: Sei (fnk) so gewaehlt, dass

∥fnk − fnk+1∥1 ≤
1

3k+1

gilt fuer alle k ∈ N. Sei

gk ∶= ∣fnk − fnk+1 ∣.
Dann gilt also

● gk ≥ 0
● ∥gk∥1 = ∥fnk − fnk+1∥1 ≤ 1

3k+1
.

Idee. Da die Norm von gk sehr klein ist, muessen auch die Funktions-
werte fuer die meisten x ∈ X ziemlich klein sein. Daher konvergiert fnk =
fn1 +∑k−1

j=1 (fnj+1 − fnj) fuer die meisten x ∈ X. Details dazu finden sich im
folgenden.

Sei

Mk ∶= {x ∈X ∶ gk(x) >
1

2k+1
}

und

Nk ∶= ⋃
l≥k
Ml.

Wir zeigen die folgenden beiden Aussagen:

(1) Auf X ∖Nk konvergiert (fnm)m gleichmaessig.
(2) Es gilt ∑l≥k µ(Ml)→ 0, k →∞.

(Zusammengenommen zeigen diese beiden Aussagen dann den ersten Punkt.)
Zu (1): Auf X ∖Nk gilt

∣fnl+1(x) − fnl(x)∣ = gl(x) ≤
1

2l+1

fuer l ≥ k. Wegen

fnm = fn1 +
m−1

∑
l=1

(fnl+1 − fnl)

ist dann (fnm) auf X ∖Nk gleichmaessig konvergent.

Zu (2): Es gilt 1Ml
≤ 2l+1gl. Damit folgt aus der Monotonie des Integrals also

µ(Ml) = ∫
X

1Ml
dµ ≤ ∫

X
2l+1gldµ ≤ 2l+1∥gl∥ = (2

3
)
l+1

.

Damit folgt

∑
l≥k
µ(Ml) ≤∑

l≥k
(2

3
)
l+1

→ 0, k →∞.
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Wir kommen nun zum zweiten Punkt des Theorem: Es gebe Funktionen g
und h auf X sowie Nullmengen Ng und Nh mit gk → g auf X∖Ng und hn → h
auf X ∖Nh. Zu zeigen g = h µ-fast ueberall. Da (gk) und (hk) Teilfolgen der
Cauchy-Folge (fn) sind, ist auch (pn) mit

g1, h1, g2, h2, . . .

eine ∥ ⋅∥1-Cauchy-Folge. Nun koennen wir wie im Beweis des ersten Punktes
also eine Teilfolge (pnk) waehlen mit

● pnk konvergiert µ-fast ueberall d.h. auf X ∖Np mit Np Nullmenge,
gegen ein f .

● pn2k
stammt aus (gk).

● pn2k+1
stammt aus (hk).

Dann ist N ∶= Ng ∪Ng ∪Np eine Nullmenge und es gilt fuer x ∈X ∖N

g(x) = lim gn(x) = limpn2k
(x) = f(x) = limpn2k+1

(x) = limhn(x) = h(x).

◻

Bemerkung. Der Uebergang zu einer Teilfolge ist im allgemeinen noetig, wie
man sich leicht an Beispielen klarmacht. Zeichnung.

Unser naechstes Ziel ist es fuer ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folgen zu zeigen:

∥fn∥→ 0⇐⇒ fn → 0 µ fast ueberall.

Dazu schraenken wir uns im folgenden Lemma zunaechst auf den Fall mo-
noton fallender Funktionen ein.

Lemma. Sei R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf R. Ist
(fn) eine Folge in E(X,R) mit 0 ≤ fn+1 ≤ fn fuer alle n ∈ N und fn → 0
µ-fast ueberall, so gilt ∥fn∥1 → 0.

Beweis. Aufgrund der Monotonie des Integrals und der Voraussetzung an
die (fn) ist die Folge

(∫
X
fndµ)

n

monoton fallend und nichtnegativ. Damit handelt es sich um eine Cauchy-
Folge. Wegen

∥fn − fm∥ = ∫ fn − fm dµ = ∫ fndµ − ∫ fmdµ

(fuer n ≥m) ist dann also (fn) eine ∥ ⋅∥1-Cauchy Folge. Damit existiert nach
dem vorigen Satz also eine Funktion f ∶ X Ð→ C und eine Teilfolge (fnk)
von (fn) mit

fnk → f µ-fast gleichmaessig..

Da fn µ fast ueberall gegen 0 konvergieren gilt dann f = 0 und damit

fnk → 0 µ-fast gleichmaessig..

Wegen f1 ≥ fnk ≥ 0 folgt damit (! s.u) dann

∥fnk∥1 → 0, n→∞

und, da (fn) eine ∥ ⋅∥1- Cauchy-Folge ist, ergibt sich dann ∥fn∥1 → 0, n→∞.
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Zu !: Sei δ > 0 beliebig. Dann gilt

∥fnk∥ = ∫
X

∣fnk ∣dµ

= ∫
X
fnk1{x∶fnk(x)>δ}dµ + ∫X

fnk1}x∶0≤fnk(x)≤δ}dµ

≤ ∥f1∥∞µ({x ∶ fnk(x) > δ}) + δµ({x ∶ f1(x) ≠ 0}).

Hier wird der zweite Term klein, nach Wahl eines kleinen δ > 0 (das ja
beliebig war) und der erste Term wird (bei festem δ > 0) fuer k →∞ beliebig
klein aufgrund der µ fast gleichmaesiigen Konvergenz gegen 0 der fnk . ◻

Theorem. Sei R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf R. Sei
(fn) eine ∥ ⋅ ∥1 Cauchy-Folge in E(X,R), die µ fast ueberall konvergiert.
Dieser punktweise Grenzwert heisse f . Dann gilt

f = 0⇐⇒ ∥fn∥1 → 0.

Beweis. ⇐Ô: Betrachte die Folge (pn) gegeben durch

f1,0, f2,0, f3,0, . . . ...

Dann ist (pn) eine ∥ ⋅ ∥1 Cauchy-Folge (da ∥fn∥1 → 0). Es sind (fn) und (0)
fast ueberall konvergente Teilfolgen gegen 0 bzw. f . Damit folgt aus dem
vorigen Satz also 0 = f fast ueberall.

Ô⇒: Wir werden den Beweis mithilfe des vorigen Lemmas fuehren. Daher
wird es darum gehen eine monoton fallende Folge zu konstruieren. Wir zei-
gen: Konvergiert ∥fn∥1 nicht gegen 0, so ist fn(x)→ 0 µ-fast ueberall falsch.

Ohne Einschraenkung fn ≥ 0 (sonst betrachte man ∣fn∣ statt fn).

Ohne Einschraenkung existiert C > 0 mit ∥fn∥→ C (sonst Teilfolge waehlen).

Ohne Einschraenkung

(∗) ∥fn∥ ≥
2

3
C und ∥fn − fn+1∥1 ≤

C

3

1

2n

(sonst Teilfolge waehlen).

Wir betrachten nun die Folge (f̃j) mit

f̃j(x) ∶= min{f1(x), . . . , fj(x)}.
Dann gilt

(∗∗) 0 ≤ f̃j+1 ≤ f̃j
fuer alle j ∈ N. Ausserdem gilt

(∗ ∗ ∗) f̃j ≥ f1 −
j−1

∑
k=1

∣fk+1 − fk∣.

(Allgemeiner gilt fuer beliebige reelle ak

max{a1, . . . , aj} ≤ min{a1, . . . , aj} +
j−1

∑
k=1

∣ak+1 − ak∣
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wie man sich leicht ueberlegt.Zeichnung der aj auf der Achse. ) Durch
Integration folgt aus der vorangehenden Abschaetzung sofort

∥f̃j∥1 = ∫
X

∣f̃j ∣ dµ

(∗∗) = ∫
X
f̃jdµ

(Integration (∗ ∗ ∗)) ≥ ∥f1∥1 −
j−1

∑
j=1

∣fk+1 − fk∥1

(∗) ≥ 2

3
C − 1

3
C

= 1

3
C.

Mit dieser Abschaetzung und (∗∗) folgt, dass die Folge (f̃j) also monoton

faellt und ∥f̃j∥1 nicht gegen 0 konvergiert. Damit folgt aus dem vorigen

Lemma, dass f̃j(x) nicht fast ueberall gegen 0 konvergiert. Wegen fj ≥ f̃j
kann dann auch (fj) nicht fast ueberall gegen 0 konvergieren. Das beendet
den Beweis. ◻
Das vorangehende Theorem hat folgende Konsequenz, die die Wohldefiniert-
heit des Integrals liefern wird.

Folgerung. (Wohldefiniertheit des Integrals) Sei R ein Mengenring ueber
X und µ ein Praemass auf R. Ist f ∶ X Ð→ C gegeben und sind (hn) und
(gn) ∥ ⋅∥1-Cauchy-Folgen in E(X,R) mit hn → f und gn → f µ-fast ueberall,
so existieren die Grenzwerte

lim
n→∞∫X

gndµ und lim
n→∞∫X

hndµ

und stimmen ueberein.

Beweis. Wir zeigen zunaechst die Existenz der Grenzwerte: Es ist (gn) eine
Cauchy-Folge in bzgl. ∥ ⋅ ∥1. Damit ist also

(∫
X
gndµ)

eine Cauchy-Folge in C (da ∣ ∫ gndµ−∫ gm dµ∣ ≤ ∥gn −gm∥1). Damit existiert
dann aufgrund der Vollstaendigkeit von C der Grenzwert

lim
n→∞∫X

gn dµ.

Analoge Betrachtungen ergeben die Existenz des entsprechenden Grenzwer-
tes fuer (hn).
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit: Sei qn ∶= gh − hn. Dann gilt:

● qn → 0 µ-fast ueberall (da gn und hn µ-fast ueberall gegen f kon-
vergieren).

● (qn) ist eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folge (da ∣qn − qm∣ ≤ ... ≤ ∣gn − gm∣ + ∣hn −
hm∣...)

Nach dem vorangehenden Theorem gilt dann aber

∫ ∣qn∣dµ→ 0, n→∞.
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Damit folgt

∣∫
X
gndµ − ∫

X
hndµ∣ = ∣∫

X
(gn − hn)dµ∣

≤ ∫
X

∣gn − hn∣dµ

= ∫
X

∣qn∣ dµ

→ 0, n→∞.
Damit stimmen die beiden Grenzwerte ueberein. ◻

4. Integrierbare Funktionen und Integrale

In diesem Abschnitt fuehren wir die integrierbaren Funktionen ein und stu-
dieren einige Eigenschaften. Die integrierbaren Funkionen werden dabei die-
jenigen sein, die sich ’gut’ als Grenzwert von Elementarfunktionen darstellen
lassen koennen.

Definition (Integrierbare Funktionen und L1(X,µ)). Sei R ein Mengen-
ring ueber X und µ ein Praemass auf R. Eine Funktion f ∶ X Ð→ C heisst
integrierbar (bzgl. (R, µ)), wenn es eine Folge (fn) in E(X,R) gibt, so dass
gilt:

● (fn) ist eine ∥ ⋅ ∥1 Cauchy-Folge.
● fn → f µ-fast ueberall.

Dann definiert man

∫
X
fdµ ∶= lim

n→∞∫X
fndµ.

Die Menge der integrierbaren Funktionen wird mit L1(X,R, µ) oder L1(X,µ)
bezeichnet.

Beachte. Es folgen Existenz des Grenzwertes und Wohldefiniertheit des
Integrals aus der letzten Folgerung des vorangehenden Abschnittes.

Notation. Sei R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf R. Ist
f ∶ X Ð→ C eine Funktion (hn) eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folgen in E(X,R) mit
hn → f µ-fast ueberall, so nennen wir (hn) eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folge zu f in
E(X,R).

Notation. Im folgenden werden wir manchmal ein Tripel (X,R, µ) beste-
hend aus einer Menge X, einem Mengenring R auf X und einem Mass µ
auf R als Praemass-Raum bezeichnen.

Wir zeigen nun, dass L1(X,R, µ) unter einer ganzen Reihe von Operationen
abgeschlossen ist.

Proposition. Sei R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf
R. Dann ist L1(X,R, µ) ein Vektorraum (d.h. mit f, g ∈ L1(X,R, µ) und
α ∈ C gehoert auch f + αg zu L1(X,R, µ)). Mit f ∈ L1(X,R, µ) gehoeren
auch ∣f ∣, Rf und If zu L1(X,R, µ). Weiterhin gehoeren zu reellwertigen
f, g ∈ L1(X,R, µ) auch min{f, g} und max{f, g} zu L1(X,R, µ).
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Beweis. Die Beweise aller dieser Aussagen folgen einfach nach dem gleichen
Schema. Wir führen dies nur fuer die Vektorraumeigenschaft vor. Seinen also
Mf, g ∈ L1(X,R, µ) und α ∈ C gegeben. Zu zeigen: Es gehoert auch f + αg
zu L1(X,R, µ)).
Waehle dazu ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folgen (fn) und (gn) zu f bzw. g in E(X,R).
Dann ist fn+αgn, n ∈ N, eine ∥ ⋅∥1-Cauchy-Folge in E(X,R) zu f +αg. Also
gehoert f + αg auch zu L1(X,R, µ). ◻

Grundlegende Eigenschaften des Integrals ’vererben’ sich von E(X,R) auch
auf L1(X,R, µ), wie folgende Proposition zeigt.

Proposition (Integral ist linear und positiv). Sei R ein Mengenring ueber
X und µ ein Praemass auf R. Dann ist die Abbildung

∫ ∶ L1(X,R, µ)Ð→ C, f ↦ ∫
X
f dµ,

linear und positiv.

Beweis. Linearitaet. Das folgt leicht aus der Linearitaet des Integrals auf
E(X,R): Seien f, g ∈ L1(X,R, µ) und α ∈ C gegeben. Seien ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-
Folgen (fn) und (gn) zu f bzw. g in E(X,R). Dann ist fn +αgn eine ∥ ⋅ ∥1-
Cauchy-Folge in E(X,R) zu f + αg. Damit gilt

∫
X
(f + αg)dµ = lim

n→∞∫X
(fn + αgn)dµ

= lim
n→∞∫X

fndµ + α∫
X
gndµ

= ∫
X
fdµ + α∫

X
gdµ.

Positivitaet: Das folgt leicht aus der Positivitaet des Integrals auf E(X,R):
Seien f ∈ L1(X,R, µ) gegeben mit f ≥ 0 und (fn) eine zugehoerige ∥ ⋅ ∥1-
Cauchy-Folge in E(X,R). Dann ist (∣fn∣) eine ∥⋅∥1-Cauchy-Folge in E(X,R)
zu ∣f ∣ = f ≥ 0. Damit gilt also

∫
X
fdµ = lim

n→∞∫X
∣fn∣dµ ≥ 0.

Das beendet den Beweis. ◻

Proposition (∥ ⋅ ∥1 ist Halbnorm auf L1). Sei R ein Mengenring ueber X
und µ ein Praemass auf R. Dann ist die Abbildung

∥ ⋅ ∥1 ∶ L1(X,R, µ)Ð→ C, f ↦ ∫
X

∣f ∣ dµ,

eine Halbnorm auf L1(X,R, µ) mit

∣∫
X
fdµ∣ ≤ ∥f∥1.

Es gilt ∥f∥1 = 0 genau dann, wenn f = 0 µ-fast ueberall gilt.

Beweis. Die Halbnormeigenschaften folgen leicht aus den entsprechenden
Eigenschaften von ∥ ⋅ ∥1 auf E(X,R) durch Grenzuebergang.
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Zur Ungleichung. Sei (fn) eine ∥ ⋅∥1-Cauchy-Folge in L1(X,R, µ) zu f . Dann
ist (∣fn∣) eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folge in L1(X,R, µ) zu ∣f ∣. Damit gilt

∣∫
X
fdµ∣ = ∣ lim

n→∞∫X
fndµ∣

= lim
n→∞

∣∫
X
fndµ∣

≤ lim
n→∞∫X

∣fn∣dµ

= ∫
X

∣f ∣dµ

= ∥f∥1.

Zur letzten Aussage: Es gelte ∥f∥1 = 0. Sei eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folge (fn) in
L1(X,R, µ) mit fn → f µ-fast ueberall gewaehlt. Dann gilt

∥fn∥1 = ∫
X

∣fn∣dµ→ ∫
X

∣f ∣dµ = ∥f∥1 = 0.

Damit ist also (fn) eine fast ueberall konvergente Folge mit ∥fn∥1 → 0.
Damit folgt aus einem Theorem des vorigen Abschnittes also fn → 0 µ-fast
ueberall. Weiterhin gilt aber fn → f µ-fast ueberall. Damit folgt f = 0 µ-fast
ueberall.

Ist umgekehrt f = 0 µ-fast ueberall, so ist fn = 0 eine µ-fast ueberall gegen
f konvergente Cauchy Folge und es folgt

∥f∥1 = lim
n→∞∫X

∣fn∣dµ = 0.

Das beendet den Beweis. ◻
Wir koennen jetzt zeigen, dass eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folge in E(X,R) zu f
tatsaechlich gegen f konvergiert.

Proposition. Sei R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf R.
Sei (fn) eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folge in E(X,R) zu f . Dann gilt

∥fn − f∥1 → 0, n→∞.

Beweis. Waehle n ∈ N beliebig (aber fest). Setze gm ∶= fn −fm, m ∈ N. Dann
ist gm eine ∥⋅∥1-Cauchy-Folge zu fn−f . Daher ist ∣gm∣ eine ∥⋅∥1-Cauchy-Folge
zu ∣fn − f ∣. Damit folgt

∫
X

∣fn − f ∣dµ = lim
m→∞∫X

∣fn − fm∣dµ

= lim
m→∞

∥fn − fm∥1

→ 0, n→∞.
Das beendet den Beweis. ◻

Theorem (’Vollstaendigkeit’ von L1(X,R, µ)). Sei R ein Mengenring ue-
ber X und µ ein Praemass auf R. Sei (fn) eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folge in
L1(X,R, µ) (d.h. zu jedem ε > 0 gebe es Nε ∈ N mit ∥fn − fm∥1 ≤ ε fu-
er alle n,m ≥ Nε). Dann gibt es ein (bis auf Werte auf einer Nullmenge)
eindeutig bestimmtes f ∶X Ð→ C mit

∥fn − f∥1 → 0, n→∞.
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Insbesondere gilt dann also

∫
X
fndµ→ ∫

X
fdµ.

Die Folge (fn) hat eine Teilfolge, die µ-fast gleichmaessig gegen f konver-
giert und jede µ-fast ueberall konvergente Teilfolge von (fn) konvergiert µ-
fast ueberall gegen f .

Beweis. Zu jedem fn gibt es nach der vorherigen Proposition ein gn ∈
E(X,R) mit

(∗) ∥gn − fn∥ ≤
1

n
.

Da (fn) eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folge ist, ist dann auch (gn) eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-
Folge. Damit gibt es also nach einem Resultat des vorherigen Abschnittes
eine Teilfolge von (gn) und ein f ∶ X Ð→ C, so dass die Teilfolge µ-fast
ueberall gegen f konvergiert. Ohne Einschraenkung sei die Folge (gn) selber
µ-fast ueberall gegen f konvergent. Damit ist dann also insgesamt (gn) eine
∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folge in E(X,R) zu f . Damit folgt f ∈ L1(X,R, µ) und (nach
voriger Proposition)

(∗∗) ∥gn − f∥1 → 0, n→∞.
Mit (∗) und (∗∗) folgt sofort

∥fn − f∥1 ≤ ∥fn − gn∥1 + ∥gn − f∥1 → 0, n→∞.

Damit folgt, dass (fn) gegen f konvergiert. Ist f
′

eine zweite Funktion gegen
die (fn) konvergiert, so gilt wegen

∥f − f
′

∥1 ≤ ∥f − fn∥1 + ∥fn − f
′

∥1 → 0, n→∞.

also ∥f − f ′∥1 = 0. Damit folgt (vgl. Proposition zur Halbnormeigenschaft

von ∥ ⋅ ∥1) f = f ′ µ-fast ueberall. Die uebrigen Aussagen werden als Uebung
ueberlassen. (Sie koennen entweder so bewiesen werden, wie die entspre-
chenden Aussagen fuer Cauchy-Folgen aus E(X,R), oder indem man die
obigen (gn) auch punktweise (bis auf kleine Aussnahmemengen) nahe an fn
waehlt). ◻
Bemerkung(Halbnorm auf L1 versus Norm auf L1). Auf dem Raum L1(X,R, µ)
ist ∥ ⋅ ∥1 nur eine Halbnorm. Entsprechend greift dort unser Konzept eines
vollstaendigen Raumes nicht. Das laesst sich durch Herausfaktorisieren der
fast ueberall verschwindenden Funktionen beheben: Sei R ein Mengenring
ueber X und µ ein Praemass auf R. Dann ist N ∶= {f ∶ X Ð→ C ∶ ∥f∥1 = 0}
ein Unterraum von L1(X,R, µ). Auf dem Quotienten

L1(X,R, µ) ∶= L1(X,R, µ)/N
ist die Abbildung

∥ ⋅ ∥1 ∶ L1(X,R, µ)Ð→ [0,∞), [f]↦ ∥f∥1

wohldefiniert und macht L1(X,R, µ) in einem vollstaendigen normierten
Vektorraum. Die Elemente von L1(X,R, µ) sind nicht mehr Funktionen
sondern Klassen von Funktionen, die fast ueberall uebereinstimmen. Da die
Funktionene einer Klasse fast ueberall uebereinstimmen, spielt es fuer Inte-
grationstheorie keine Rolle mit welchem Representanten wir rechnen.
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Beispiel. `1(N). Sei X = N undR der Mengenring der endlichen Teilmengen
von X und µ das Zählprämaß. Wie man sich leicht klarmacht, gilt dann

E(X,R) = {a ∶ NÐ→ C ∶ a(k) = 0 fuer alle bis auf endliche viele k ∈ N}

und

∫ adµ =
∞
∑
k=1

a(k),

(wobei die Summe nur endlich viele nichtverschwindende Terme hat). Fuer
eine Folge (an) in E(X,R) und a ∶X Ð→ C gilt dann an → a µ-fast ueberall
genau dann, wenn fuer jedes k ∈ N gilt an(k)→ a(k), n→∞. Ist nun (an) in
E(X,R) eine ∥ ⋅ ∥1 Cauchy-Folge und a ∶X Ð→ C mit an(k)→ a(k), n→∞,
gegeben, so gilt fuer jedes N ∈ N

N

∑
k=1

∣a(k)∣ = lim
n→∞

N

∑
k=1

∣an(k)∣ ≤ lim
n→∞

∥an∥1 ≤ sup{∥an∥ ∶ n ∈ N} <∞.

Da N ∈ N beliebig war, folgt also

∞
∑
k=1

∣a(k)∣ <∞.

Insgesamt sehen wir so

L1(X,µ) ⊂ {a ∶X Ð→ C ∶
∞
∑
n=1

∣a(k)∣ <∞}.

Umgekehrt sieht man leicht, dass fuer jedes a ∶X Ð→ C mit ∑∞
k=1 ∣a(k)∣ <∞

offenbar an ∶= 1[1,n]a eine Cauchy-Folge in E(X,R) ist, die punktweise gegen
a konvergiert. Damit folgt dann

L1(X,µ) = {a ∶X Ð→ C ∶ ∑
n=1

∞∣a(k)∣ <∞}.

Man schreibt

`1(N) ∶= L1(X,µ)
und nennt diesen Raum den ’klein `-Eins’ Raum über N.
Bemerkung. Die Struktur von N spielt in den vorangehenden Betrachtungen
keine Rolle. Man kann völlige analog einen Raum `1(X) fuer jede beliebige
Menge X definieren.

Beispiel - Lebesgueintegral auf RN . Sei X = RN und R der Mengenring
der Figuren (auf X) und λ das Lebesgue Praemass auf R. Dann heissen
die Funktionen aus L1(RN , λ) Lebesgue-integrierbar und fuer eine solche
Funktion f heisst

∫
RN

fdλ

das Lebesgueintegral von f .
Notation. Oft schreibt man auch ∫RN fdx statt ∫RN fdλ(x).
Sei weiterhin die Menge der stetigen Funktionen auf RN mit kompaktem
Traeger gegeben durch

Cc(RN) ∶= {f ∶ RN Ð→ C stetig : es gibt kompaktes K mit f = 0 in RN ∖K}.
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Behauptung. Es gilt Cc(RN) ⊂ L1(X,µ). Weiterhin gilt im Falle N = 1 fuer
f ∈ Cc(R) mit f = 0 ausserhalb von [a, b]

∫ fdλ = ∫
b

a
fdx,

(wobei auf der rechten Seite das Riemann-Integral von f gebildet wird).

Beweis: Wir zeigen zunaechst Cc(RN) ⊂ L1(X,µ). Um Schreibarbeit zu spa-
ren, betrachten wir nur den Fall N = 1. Sei C > 0 gewaehlt, so dass f = 0 auf
R∖[−C,C]. Da f stetig ist, ist es auf dem kompakten [−C,C] gleichmaessig
stetig. Daher koennen wir zu jedem ε > 0 also paarweise disjunkte Intervalle

I
(ε)
j , j = 1, . . . , nε, finden, so dass gilt

● ⋃nεj=1 I
(ε)
j = [−C,C].

● sup
x,y∈I(ε)j

∣f(x) − f(y)∣ < ε fuer alle j = 1, . . . , nε.

Waehle nun xεj ∈ I
(ε)
j fuer j = 1, . . . , nε und definiere

fε ∶=
nε

∑
j=1

f(xεj)1I(ε)j
.

Dann ist fε eine Elementarfunktion mit

∥fε − f∥∞ < ε.
Damit folgt dann

∥fε1 − fε2∥∞ ≤ ε1 + ε2

und damit

∫
X

∣fε1 − fε2 ∣dλ ≤ 2C(ε1 + ε2).

Damit sieht man leicht, dass (gn) mit gn ∶= f1/n eine ∥ ⋅ ∥1 Cauchy-Folge ist

mit gn → f punktweise (und sogar gleichmaessig). Das zeigt f ∈ L1(X,λ).
Wir kommen nun noch zur Aussage ueber das Uebereinstimmen von Rieman-
Integral und Lebesgueintegral: Fuer Treppenfunktionen stimmen offenbar
Riemann-Integral und Lebesgueintegral ueberein. Damit sind die zu f ∈
Cc(R) eben konstruierten gn alle Riemann-integrierbar und konvergieren
(wie eben gesehen) gleichmaessig gegen f . Damit ist nach Saetzen aus der
Vorlesung auch f Riemannintegrierbar und es gilt

∫
b

a
fdx = lim

n→∞∫
b

a
gndx = lim

n→∞
gnλ = ∫

R
fdλ.

5. Die berühmten Integralsätze

In diesem Abschnitt lernen wir die wichtigsten Saetze zur Konvergenz von
Integralen kennen. Die Voraussetzunge sind jeweils punktweise Konvergenz
der Funktionen zusammen mit einer (schwachen) Gleichmaessigkeit der Kon-
trolle. Die Folgerung ist Konvergenz der Integrale. Ebenso lernen wir das
Lemma von Fatou kennen.

Wir machen uns zunaechst anhand eines Beispiels klar, dass punktweise
Konvergenz nicht ausreicht fuer Konvergenz der Integrale. Betrachte dazu
X = R mit dem Mengenring der Figuren und dem Lebesgue-Praemass λ.
Sei fn ∶= n1(0,1/n). Dann gilt fn(x) → 0 in allen Punkten x ∈ R. Aber es gilt
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∫ fndλ = 1. Alternativ koennte man auch gn ∶= 1[n,n+1] betrachten. Dann

gilt wieder gn → 0 punktweise ueberall, aber ∫ gndλ = 1. Voellig analoge
Beispiele lassen sich auch auf `1(N) konstruieren.

Theorem (Satz von Beppo Levi; Monotoner Konvergenz Satz). Sei X eine
Menge, R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf R. Sei (fn)
eine Folge in L1(X,R, µ) mit folgenden beiden Eigenschaften:

● fn(x) ≤ fn+1(x) fuer alle x ∈X und n ∈ N.
● Es gibt ein C ≥ 0 mit ∫X fndµ ≤ C fuer alle n ∈ N.

Dann existiert ein f ∈ L1(X,R, µ) mit

fn(x)→ f(x) µ − f.ue. und∫
X
fndµ→ ∫

X
fdµ.

Die entsprechende Aussage gilt, falls alle ≤ durch ≥ ersetzt werden.

Bemerkung. In der Situation des Theorem gilt fn → f bzgl. ∥ ⋅ ∥1 wie man
aus

∥f − fn∥1 = ∫ ∣f − fn∣dµ = ∫ fdµ − ∫ fndµ

leicht folgert.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung gilt

∫
X
fndµ ≤ ∫

X
fn+1dµ ≤ C

fuer alle n ∈ N. Damit ist also

(∫
X
fndµ)

eine beschraenkte monotone Folge, also eine Cauchy-Folge. Wegen

∫
X

∣fn − fm∣dµ = ∫
X
(fn − fm)dµ = ∫

X
fndµ − ∫

X
fmdµ

fuer n ≥ m ist also (fn) eine ∥ ⋅ ∥1-Cauchy-Folge. Damit gibt es aufgrund
der ’Vollstaendigkeitssatzes’ zu L1(X,R, µ) also ein f ∈ L1(X,R, µ) mit
∥fn − f∥1 → 0 also insbesondere

∫
X
fdµ = lim

n→∞∫X
fndµ.

Weiterhin hat die Folge (fn) nach dem schon erwaehnten Vollstaendigkeits-
satz eine Teilfolge (fnk), die µ-fast ueberall gegen f konvergiert. Aufgrund
der Monotonie konvergiert dann aber (fn) µ-fast ueberall gegen f . ◻

Folgerung (Variante). Sei (X,R, µ) wie im Satz. Ist f ∶X Ð→ R gegeben
und (fn) eine Folge in L1(X,R, µ) mit folgenden beiden Eigenschaften:

● fn ↗ f µ-fast überall.
● Es gibt ein C ≥ 0 mit ∫ fndµ ≤ C fuer alle n ∈ N.

Dann gehoert f zu L1(X,R, µ) und es gilt

∫
X
fdµ = lim

n→∞∫X
fndµ.
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Beweis. Das ist klar: Der vorige Satz liefert, dass die (fn) in L1(X,R, µ)
und µ-f.ue. gegen ein f

′

konvergieren. Die Voraussetzung zeigt f = f ′ und
die Behauptung folgt. ◻

Bemerkung. Die Aussage des Satzes (und seiner Variante) folgt auch, wenn
fuer jedes n ∈ N nur fuer µ-fast alle x ∈ X gilt fn+1(x) ≤ f(x) (da man
nach Abaenderung der Funktionen auf einer geeignet gewaehlten Nullmenge
wieder in der Situation des Satzes ist).

Theorem. (Satz von Lebesgue - Dominierter Konvergenzsatz) Sei X eine
Menge, R ein Mengenring ueber X und µ ein Praemass auf R. Ist f ∶
X Ð→ C gegeben und (fn) eine Folge in L1(X,R, µ) mit folgenden beiden
Eigenschaften:

● Es konvergiert fn → f µ fast ueberall.
● Es gibt ein g ∈ L1(X,R, µ) mit ∣fn∣ ≤ g fuer alle n ∈ N.

Dann gehoert f zu L1(X,R, µ) und es gilt

∫
X
fdµ = lim

n→∞∫X
fndµ.

Bemerkung. In der Situation des Theorem gilt fn → f bzgl. ∥ ⋅ ∥1. (Bew.
Wende das Theorem an auf hn ∶= ∣f − fn∣ mit ∣hn∣ ≤ 2g.)

Beweis. Ohne Einschraenkung seien die fn alle reellwertig (andernfalls koen-
nen wir Real- und Imaginaerteil betrachten).

Sei

gn,k ∶= max{fn, . . . , fn+k}
und

gn ∶= lim
k→∞

gn,k = sup{fn, fn+1, . . .} ≤ g.

(Dabei existiert das Supremum wegen ∣fn∣ ≤ g.) Dann gilt:

● gn,k(x)↗ gn(x), k →∞, fuer alle x ∈X.
● gn,k ≤ gn,k+1 fuer alle k ∈ N.
● ∫X gn,kdµ ≤ ∫X gdµ =∶ C (wegen gn,k ≤ g).

Damit folgt nach dem Satz von Beppo Levi also gn ∈ L1(X,R, µ). Nun gilt
aber

● gn(x)↘ f(x) µ-fast ueberall.
● gn+1 ≤ gn fuer alle n ∈ N.
● ∫X gndµ ≥ ∫ (−g)dµ fuer alle n ∈ N (da gn ≥ −g).

Damit folgt aus dem Satz von Beppo Levi also f ∈ L1(X,R, µ) sowie

(∗) ∫
X
fdµ = lim

n→∞∫X
gndµ.

Voellig analog (vgl. auch den Beweis des folgenden Theorems) folgt mit

hn ∶= inf{fn, fn+1, . . .}

die Aussage

(∗∗) ∫
X
fdµ = lim

n→∞∫X
hndµ.
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Wegen hn ≤ fn ≤ gn und der Monotonie des Integrals gilt

∫
X
hndµ ≤ ∫

X
fndµ ≤ ∫

X
gndµ.

Damit folgt aus (∗) und (∗∗) also

∫
X
fndµ→ ∫

X
fdµ.

Das beendet den Beweis. ◻

Theorem (Lemma von Fatou). Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber
X und µ ein Praemass auf R. Sei f ∶ X Ð→ [0,∞) gegeben und (fn) eine
Folge in L1(X,R, µ) mit fn(x) → f(x) µ-fast ueberall. Weiterhin gelte mit
einem C ≥ 0 noch

● 0 ≤ fn fuer alle n ∈ N
● ∫X fndµ ≤ C fuer alle n ∈ N.

Dann gehoert f zu L1(X,R, µ) und es gilt

∫
X
fdµ ≤ lim inf

n→∞ ∫
X
fndµ.

Beweis. Sei

hn,k ∶= min{fn, . . . , fn+k}, hn ∶= inf{fn, fn+1, . . .}.

Dann gilt

hn,k ↘ hn, ∫
X
hn,kdµ ≥ ∫

X
0dµ = 0.

Damit folgt nach dem Satz von Beppo Levi also

hn ∈ L1(X,R, µ).

Nun gilt hn ≤ fn+k fuer alle n ∈ N und k ∈ N, also

∫
X
hndµ ≤ lim inf

k→∞ ∫
X
fn+kdµ = lim inf

k→∞ ∫
X
fkdµ

sowie

hn ↗ f µ fast ueberall.

Damit folgt aus dem Satz von Beppo Levi also

f ∈ L1(X,R, µ)

sowie

∫
X
fdµ = lim

n→∞∫X
hndµ ≤ lim inf

k→∞ ∫
X
fkdµ.

Das beendet den Beweis. ◻

Bemerkung. Im allgemeinen gilt in der Situation des Theorem nur <, wie man
an folgendem Beispiel sieht: X = R, µ = Lebesguepraemass, fn = 1[n,n+1].
Dann gilt fn → f = 0 aber

∫
X
fndµ = 1 ≠ 0 = ∫

X
0 dµ.
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6. σ-Algebren, Messbarkeit und Masse

In diesem Abschnitt setzen wir ein Praemass auf einem Mengenring zu einem
Mass auf einer σ-Algebra fort. Anschliessend diskutieren wir das Konzept der
Messbarkeit. In der Literatur wird oft Integrationstheorie entwickelt, indem
von Massen und σ-Algebren ausgegangen wird (statt von Praemassen auf
Mengenringen). Dann muss aber die Konstruktion von Massen aus äußeren
Masse noch untersucht werden, um das Lebesguemass einzufuehren. Der
von uns gewaehlte Zugang liefert Integrationtheorie und Konstruktion von
Massen in einem.

Definition (σ-Algebra und meßbare Mengen). Sei X eine Menge. Eine
Familie A von Teilmengen von X heisst σ-Algebra auf X, wenn gilt:

● ∅,X ∈ A.
● A ∈ AÔ⇒ Ac ∶=X ∖A ∈ A
● An ∈ A, n ∈ NÔ⇒ ⋃nAn ∈ A.

Ist A eine σ-Algebra auf X, so heisst (X,A) ein messbarer Raum und die
Elemente von A heissen messbare Mengen.

Bemerkung. Jede σ-Algebra ist ein Mengenring (wie man sich leicht klar-
macht).

Proposition. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und µ ein
Praemass auf R. Dann ist

A(R) ∶= {A ⊂X ∶ 1B∩A ∈ L1(X,R, µ) fuer alle B ∈R}

eine σ-Algebra mit R ⊂ A(R, µ).

Beweis. Vertraeglichkeit mit Komplementbildung. Es gelte A ∈ A(R, µ).
Dann folgt fuer jedes B ∈R also

1B∩Ac = 1B − 1A∩B ∈ L1(X,R, µ)

und damit Ac ∈ A(R, µ).
∅,X ∈ A(R, µ). Das ist klar fuer X und folgt durch Komplementbildung
fuer ∅.

An ∈ A(R, µ), n ∈ N Ô⇒ ⋃nAn ∈ A(R). Setze AN ∶= ∪Nn=1An und A∞ ∶=
∪nAn. Dann gilt fuer jedes B ∈R natuerlich

1B∩AN = min{1B,
N

∑
n=1

1An∩B} ∈ L1(X,R, µ).

Weiterhin gilt natuerlich

1B∩AN ↗ 1B∩A∞ ≤ 1B.

Damit folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz (oder dem Satz
von der majorisierten Konvergenz) dann

1B∩A∞ ∈ L1(X,R, µ).

Das beendet den Beweis. ◻
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Definition (Maß). Sei (X,A) ein messbarer Raum. Dann heisst eine Ab-
bildung

µ ∶ AÐ→ [0,∞]
ein Mass, wenn folgende beiden Eigenschaften gelten:

● Fer jede Folge (An) paarweise disjunkter Mengen aus A gilt µ(∪nAn) =
∑n µ(An).

● µ(∅) = 0.

Ist µ ein Mass auf (X,A), so heisst (X,A, µ) ein Massraum.

Bemerkung. Der Wert ∞ ist zugelassen.

Proposition. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und µ ein
Praemass auf R. Dann definiert die Abbildung

µ̃ ∶ A(R, µ)Ð→ [0,∞]
mit µ̃(A) = ∫A 1Xdµ falls 1A ∈ L1(X,R, µ) und µ̃(A) = ∞ sonst, ein Mass
auf A(R, µ). Es gilt µ̃(A) = µ(A) fuer A ∈R. Es gilt µ̃(N) = 0 genau dann,
wenn N eine µ-Nullmenge ist.

Beweis. Sei (An) eine Folge paarweise disjunkter Mengen in A(R, µ). Sei

AN ∶= ∪Nn=1An, A∞ = ∪∞n=1An.

Dann gilt 1AN ↗ 1A∞ . Wir unterscheiden nun zwei Faelle:

Es gilt 1A∞ ∈ L1(X,R, µ). Damit folgt aus dem Satz von der dominierten
Konvergenz oder dem Satz von der monotonen Konvergenz

∞
∑
n=1

µ̃(An) = lim
N→∞

N

∑
n=1

µ̃(An)

(paarw. disjunkt) = lim
N→∞∫X

1ANdµ

= ∫
X

1A∞ dµ

= µ̃(A∞).
Es gilt 1A∞ ∉ L1(X,R, µ). Dann gilt also µ̃(A∞) =∞. Nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz muss dann aber auch gelten ∑∞

n=1 µ̃(An) =∞. Denn
andernfalls wuerde die Rechnung aus dem ersten Fall einen Widerspruch
liefern.

Zur letzten Aussage: (Uebung). Es ist N eine µ̃ Nullmenge genau dann,
wenn µ̃(N) = 0 d.h. wenn 1N zu L1(X,R, µ) gehoert mit ∫ 1Ndµ = 0. Das
bedeutet aber gerade (s.o.), dass 1N bis auf eine Nullmenge verschwindet.
Damit ist N eine Nullmenge. ◻

Beispiel. Sei X = N und µ das Zaehlpraemass auf dem Mengenring R der
englichen Mengen. Dann ist A(R, µ) die σ-Algebra aller Teilmengen von N
und µ̃ ist das sogenannte Zaehlmass.

Beispiel. Sei X = RN und λ = µ das Lebesgue Praemass auf dem Mengering
der Figuren an. Dann heisst A die Lebesgue-σ-Algebra auf RN und λ̃ heisst
das Lebesguemass.
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Bemerkung. Es ist das Lebesguemass translationsinvariant und normiert und
das einzige Maß auf RN mit diesen Eigenschaften (evtl. Details).

Notation. Wir schreiben meist µ statt µ̃.

Definition (Messbare Funktionen). Sei (X,A) ein messbarer Raum. Eine
Funktion f ∶X Ð→ R heisst messbar, wenn die Urbilder von offenen Mengen
der Form (c,∞) zu A gehoeren. Eine Funktion f ∶ X Ð→ C heisst meßbar,
wenn Rf und If meßbar sind.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass eine Funktion genau dann messbar ist,
wenn sie ueberall ein Grenzwert von Elementarfunktionen d.h. Funktionen
der Form ∑Nj=1 cj1Aj mit Aj ∈ A ist. Damit sieht man leicht, dass Linearkom-
binationen, Produkte, punktweise Grenzwerte von messbaren Funktionen
wieder messbar sind.

Proposition. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und µ ein
Praemass auf R. Fuer f ∶X Ð→ C sind aequivalent:

(i) Fuer jedes A ∈R ist f1A µ-fast ueberall Grenzwert von Funktionen
aus E(X,R).

(ii) Es ist f messbar bzgl. A(R).

Ist X = ∪Xn mit Xn ∈R, so ist dies aequivalent zu

(iii) Es ist f µ-fast ueberall Grenzwert von Funktionen aus E(X,R).

Beweis. Die Aequivalenz von (i) und (iii) (unter der angegebenen Zusatz-
voraussetzung) ist klar.

(i)Ô⇒ (ii): Das folgt leicht aus den folgenden beiden Aussagen, deren Beweis
als Uebung gelassen wird:
- Der punktweise Grenzwert von messbaren Funktionen ist messbar.
- Abaendern einer Funktion auf einer Nullmenge aendert die Messbarkeit
(bzgl. A(R, µ) nicht (da jede Teilmengen einer Nullmenge wieder eine Null-
menge ist).

(ii)Ô⇒ (i) Der Beweis folgt aus den folgenden beiden Aussagen, deren Be-
weis als Uebung gelassen wird:
- Jede messbare Funktion ist punktweiser Grenzwert von Funktionen der
Form ∑Ni=1 ci1Ai mit Ai ∈ A(R, µ) mit µ(Ai) <∞.
- Jede Funktion 1Ai mit Ai ∈ A(R, µ) mit µ(Ai) <∞ ist µ-fast gleichmaes-
siger Grenzwert von Elementarfunktionen (da sie integrierbar ist). ◻

Wir geben zwei Anwendungen der Proposition.

Beispiel. Sei X = RN und λ = µ das Lebesgue Praemass auf dem Mengering
der Figuren an. Dann ist jede stetige Funktion f ∶X Ð→ C meßbar.
Beweis. Es reicht zu zeigen, dass fuer jede natuerliche Zahl N die Funktion
fN ∶= 1[−N,N]f punktweiser Grenzwert von Elementarfunktionen ist. Es ist
aber die Einschraenkung von f auf [−N,N] gleichmaessig stetig (als steti-
ge Funktion auf einem Kompaktum) und damit sogar gleichmaessig durch
Elementarfunktionen (die ausserhalb von [−N,N] verschwinden) approxi-
mierbar. Das liefert die gewuenschte Approximation.
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Wir notieren auch noch eine nuetzliche Folgerung der vorangehenden Pro-
position.

Folgerung. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und µ ein
Praemass auf R. Sei g ∈ L1(X,µ) gegeben mit g ≥ 0. Ist nun f ∶ X Ð→ C
meßbar mit 0 ≤ ∣f ∣ ≤ g, so gehoert auch f zu L1(X,µ) und es gilt ∥f∥1 ≤ ∥g∥1.

Beweis. Sei (gn) eine Folge von Elementarfunktionen mit

● gn → g µ-fast ueberall,
● (gn) ist Cauchy-Folge bzgl. ∥ ⋅ ∥1.

(Dann konvergiert also inbesondere (gn) gegen g in L1(X,µ).)
Sei

X
′

∶=⋃A ⊂X,
die Vereinigung von allen A ∈ R die in den Funktionen gn auftreten. Dann
ist also X

′

ein abzaehlbare Vereinigung und g verschwindet ausserhalb von
X

′

. Damit verschwindet dann auch f ausserhalb von X
′

. Fuer uns ist also
lediglich, dass Verhalten von f und g auf X

′

relevant. Daher koennen wir
ohne Einschraenkung annehmen, dassX selber eine abzaehlbare Vereinigung
von Mengen aus R ist.

Dann koennen wir aber auch ohne Einschraenkung annehmen, dass X selber
zu R gehoert (sonst entsprechendes Zusammensetzen...).

Weiterhin koennen wir ohne Einschraenkung f ≥ 0 annehmen (sonst Zerlegen
von f ....).

Da f meßbar ist (und X zu R gehoert) gibt es nach der vorangehenden
Proposition eine Folge (fn) von Elementarfunktionen, die µ-fast ueberall
gegen f konvergieren. Ohne Einschraenkung gelte fn ≥ 0 fuer alle n. Definiere
nun

hn ∶= min{fn, gn}.
Dann sind die hn Elementarfunktionen mit

● hn to f = min{f, g} punktweise µ-fast ueberall,
● 0 ≤ hn ≤ gn fuer alle n, also insbesondere

lim sup
n

∫
X
hndµ ≤ lim sup

n
∫
X
gn = ∥g∥1.

Damit folgt aus dem Lemma von Fatou dann f ∈ L1(X,µ) und ∥f∥1 ≤ ∥g∥1.
◻

Zum Abschluss des Abschnittes diskutieren wir noch Integrale ueber messba-
re Teilmengen. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und µ ein
Praemass auf R. Sei A(R) die zugehoerigen σ-Algebra und

µ̃ ∶ A(R, µ)Ð→ [0,∞]

mit µ̃(A) = ∫A 1Xdµ falls 1A ∈ L1(X,R, µ) und µ̃(A) = ∞ sonst, das zuge-
hoerige Maß. Dann definiert man fuer eine meßbare Menge V ⊂X und eine
meßbare Funktion f auf X

∫
V
fdµ ∶= ∫ 1V fdµ.
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Ist f eine Funktion auf V , so daß die durch 0 auf X∖V fortgesetzte Funktion
f̃ meßbar ist, so definiert man

∫
V
fdµ ∶= ∫

V
f̃dµ = ∫ 1V f̃dµ.

7. Der Satz von Fubini-Tonelli

In diesem Abschnitt lernen wir einen Satz kennen, der beim Ausrechnen von
Integralen sehr nuetzlich ist.

Seien X und Y Mengen und RX ein Mengenring auf X und RY ein Men-
genring auf Y . Dann erzeugen die Mengen der Form A×B mit A ∈RX und
B ∈ RY einen Mengenring auf X × Y , den wir als den Produktmengenring
RX ×RY bezeichnen. Sind weiterhin µX und µY Praemasse auf RX bzw.
RY , so wird durch

µ(∪nj=1(Aj ×Bj)) =
n

∑
j=1

µX(Aj)µY (Bj)

fuer Aj ∈ RX und Bj ∈ RY , j = 1, . . . , n mit (Aj ×Bj) ∩ (Ak ×Bk) = ∅ fuer
j ≠ k ein Praemass µ auf X ×Y definiert. Das von diesem Praemass erzeugte
Mass heisst das Produktmass.

Theorem. Seien X,Y , RX ,RY und µX und µY wie oben. Sei f ∶X×Y Ð→
C gegeben. Dann sind aequivalent:

(i) Es gehoert f zu L1(X × Y,µ).
(ii) Es ist f µ-messbar und ∣f(x, ⋅)∣ gehoert fuer µX fast alle x ∈ X zu
L1(Y,µY ) und die Funktion F ∶X Ð→ C mit F (x) = ∫Y ∣f(x, y)∣ dµ(y),

falls ∣f(x, ⋅)∣ ∈ L1(Y,µY ), und F (x) = 0 sonst, gehoert zu L1(X,µX).

In diesem Fall gilt

∫
X×Y

f(x, y) dµ(x, y) = ∫
X

(∫
Y
f(x, y) dµY (y)) dµX(x).

Bemerkung.

● Natuerlich gilt entsprechendes, wenn die Rollen von X und Y ver-
tauscht werden.

● Ist f ≥ 0 messbar, so liefert der Satz, dass auf jeden Fall gilt

∫ f(x, y)dµ(x, y) = ∫
X
∫
Y
f(x, y)dµY (x)dµX(x),

wobei allerdings beide Seiten ∞ sein koennen.

Der Beweis kann mit den zur Verfügung stehenden Methoden geführt wer-
den, wuerde aber recht viel Zeit kosten (ohne aber über die Aussage hin-
ausgehenden wesentlichen Erkentnisgewinn zu liefern). Daher geben wir ihn
hier nicht. Wir bemerken stattdessen, dass (i)Ô⇒ (ii) als Satz von Fubini
bekannt ist und (ii)Ô⇒ (i) als Satz von Tonelli.





KAPITEL 3

Determinanten und Volumina

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Zusammenhang zwischen Determi-
nanten und Volumina. Die Ergebnisse sind wesentlich fuer das Verstaendnis
der Faktoren, die bei Oberflaechenintegralen auftreten.

Erinnerung - Determinante auf V = RN . Es gibt genau eine lineare, alter-
nierende normierte N -Form σ auf V . Hierbei bedeutet:

● Alternierend : σ(. . . , v, . . . ,w, . . .) = −σ(. . . ,w, . . . , v, . . .)
● Normiert : σ(e1, . . . , en) = 1
● Multilinear : σ(. . . , λu + v, . . .) = λσ(. . . , u, . . .) + σ(. . . ,w, . . .)

Diese ist gegeben durch die Determinanten det. Es gilt

det(v1, . . . , vN) = ∑
π∈SN

(−1)sgnπ(v1)π(1)⋯(vN)π(N).

Theorem. Sei A = (v1, . . . vN) eine N ×N -Matrix und I ∶= [0,1]N . Sei

B ∶= B(v1, . . . , vN) ∶= {t1v1 + . . . + tNvN ∶ 0 ≤ ti ≤ 1, i = 1, . . . ,N}.
Dann gilt B = AI = {Ax ∶ x ∈ I} und

∣B∣ = ∣detA∣ = (detATA)1/2.

Hierbei bezeichnet ∣B∣ das Lebesguemass (Volumen) von B.

Notation. Die Menge B = AI aus dem Satz heisst der von v1, . . . , vN aufge-
spannte Spat, Block, oder Parallelepipep.

I B

v1

v2

A

Bemerkung.

● Der Satz besagt, dass das Volumen eines Spats durch den Betrag
der Determinante gegeben ist. Der Betrag ist noetig, da Volumina
positiv sein muessen und invariant unter Vertauschung von Spalten
sind.

● Das Volumen eines Spates kann man als Riemannsches oder Le-
besguesches Volumen auffassen (da diese beiden uebereinstimmen
fuer Mengen, denen eine Riemannsches Volumen zugeordnet wer-
den kann).

47
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Beweis. Wir benutzen die Charakterisierung der Determinante und zeigen,
dass die Funktion

δ ∶ RN×N Ð→ R, δ(v1, . . . , vN) ∶= { ∣B∣ ∶ det(v1, . . . , vN) > 0
−∣B∣ ∶ sonst.

N -linear, alternierend und normiert ist.
Dazu verwenden wir im wesentlichen folgende Eigenschaften des Volumens:

● Translationinvarianz (∣B∣ = ∣x +B∣).
● Nullmengeneigenschaft von Hyperebenen. (Jede Kompakte Teil-

menge eines N − 1-dimensionalen Teilraumes hat verschwindendes
Volumen.)

● Gilt B ⊂ B′

so folgt ∣B∣ ≤ ∣B′ ∣.
Der Beweis wird in mehreren Schritten gefuehrt:

Schritt 0. (Alternierend) Es gilt δ(−v1, v2, . . . , vN) = −δ(v1, . . . , vN) und
δ(. . . , vi, . . . , vj , . . .) = −δ(. . . , vj , . . . , vi, . . .).
Bew. 1. Formel: B(−v1, . . . , vN) = −v1 + B(v1, . . . , vN) (Zeichnung.) Mit
Translationsinvarianz folgt:

∣B(−v1, . . . , vN)∣ = ∣B(v1, . . . , vN)∣.

B

v1

v2
−v1

Ausserdem
det(−v1, v2, . . . , vN) = −det(v1, . . . , vN).

Mit diesen beiden Formeln folgt die Aussage.
2. Formel: Offenbar gilt B(. . . vi . . . vj . . .) = B(. . . vj . . . vi . . .). Damit folgt

∣B(. . . vi . . . vj . . .)∣ = ∣B(. . . vj . . . vi . . .)∣.
Ausserdem

det(. . . vi . . . vj . . .) = −det(. . . vj . . . vi . . .).
Mit diesen beiden Formeln folgt die zweite Formel.

Schritt 1. Fuer m ∈ N und i ∈ {1, . . . ,N} ist

δ(v1, . . . ,mvi, . . . , vN) =mδ(v1, . . . , vN).
Bew. Das folgt aus der Translationsinvarianz.
Sei

B1 ∶= (v1, . . . , vN)I, Bm ∶= (v1, . . . ,mvi, . . . vN)I.
Dann gilt

Bm = ∪m−1
k=0 [B(v1, . . . , vi, . . . , vN) + kvi] = ∪m−1

k=0 (kvi +B1).
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B1

v1

v2

Bm

v2 v2 v2

Daher gilt ∣Bm∣ =m∣B1∣.

Schritt 2. Fuer q ∈ Q+ ist δ(v1 . . . qvi . . . vN) = qδ(v1 . . . vN).
Bew. Sei q = m

l mitm, l ∈ N. Dann gilt nach Schritt 1 lδ(v1, . . . ,
1
l vi, . . . , , vN) =

δ(v1, . . . , vi, . . . , vN). Also

(∗) δ(v1, . . . ,
1

l
vi, . . . vN) = 1

l
δ(v1, . . . , vi, . . . , vN).

Damit folgt

δ(v1, . . . ,
m

l
vi, . . . vN) Schritt1= mδ(v1, . . . ,

1

l
vi, . . . vN) (∗)= m

l
δ(v1, . . . , vi, . . . , vN).

Schritt 3. (Erster Teil der Linearitaet) Fuer λ ∈ R gilt δ(v1, . . . , λvi, . . . vN) =
λδ(v1, . . . , vN).
Bew. Ohne Einschraenkung λ > 0 (sonst: λ ↦ −λ und Schritt 0). Sei Bs ∶=
B(v1, . . . , svi, . . . vN). Seien q, q′ ∈ Q+ gegeben mit q ≤ λ ≤ q′. Dann gilt
Bq ⊂ Bλ ⊂ Bq′ und damit

q∣B1∣
Schritt2= ∣Bq ∣ ≤ ∣Bλ∣ ≤ ∣Bq′ ∣

Schritt2= q′∣B1∣.
Da q, q′ mit q ≤ λ ≤ q′ beliebig war folgt

∣Bλ∣ = λ∣B1∣.

Schritt 4. Falls v1, . . . , vN linear abhaengig sind, so gilt δ(v1, . . . , vN) = 0.
Bew. Es ist dann B eine kompakte Teilmenge eines N − 1-dimensionalen
Teilraumes.

Schritt 5. Es gilt δ(v1 + v2, v2, . . . , vN) = δ(v1, . . . , vN).
Bew. Seien B′ und B die beiden Spate. Dann gilt

B′ ∖B = B ∖B′ + v2

(bis auf Raender).

B

v2

v1

v1 + v2

B′

Damit folgt die Behauptung aus Translationsinvarianz.
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Schritt 6.(Zweiter Teil der Linearitaet) δ(v+w, v2, . . . , vN) = δ(v,v2, . . . , vN)+
δ(w, v2, . . . , vN).
Bew. Wir zeigen zunaechst

(♯) δ(x + cvi, v2, . . . , vN) = δ(x, v2, . . . , vN).

fuer i = 2,3, . . . ,N . Dazu i = 2: Es gilt

δ(x + cv2, v2, . . . , vN) Schritt3= 1

c
δ(x + cv2, cv2, . . . , . . . , vN)

Schritt5= 1

c
δ(x, cv2, . . . , vN)

Schritt3= δ(x, v2, . . . , vN).

i ≥ 3. Nach Schritt 0 gilt δ(x+cvi, v2, . . . , vN) Schritt0= −δ(x+cvi, vi, . . . v2, . . . , vN).
Nun kann man weiter wie im Fall von i = 2 argumentieren und erhaelt

δ(x + cvi, v2, . . . , vN) = −δ(x, vi, . . . , v2, . . . , vN) Schritt0= δ(x, v2, . . . , vN).

Nun nehmen wir ohne Einschraenkung an, dass {v, v2, . . . , vN} linear un-
abhaengig also eine Basis sind (Wenn weder {v, v2, . . . , vN} noch {w, v2, . . . , vN}
linear unabhaengig sind, ist auch {v + w, v2, . . . , vN} linear abhaengig und
alle Terme sind 0 nach Schritt 4.) Damit gilt dann also

w = cv +
N

∑
j=2

λjvj

und damit

δ(v +w, v2, . . . , vN) = δ(v + cv +
n−1

∑
j=2

λjvj + λNvN , v2, . . . , vN)

♯= δ((1 + c)v +
n−2

∑
j=2

λjvj + λN−1vN−1, v2, . . . , vN)

♯= . . .

= δ((1 + c)v, v2, . . . , vN)
Schritt3, v + cv = (1 + c)v = δ(v, v2, . . . , vN) + cδ(v, v2, . . . , vN)

Schritt3, = δ(v, v2, . . . , vN) + δ(cv, v2, . . . , vN)
(♯ imzweitenTerm) = δ(v, v2, . . . , vN) + δ(cv + λ2v2, v2, . . . , vN)

♯= . . .

= δ(v, v2, . . . , vN) + δ(cv +
n−1

∑
j=2

λjvj + λNvN , v2, . . . , vN)

= δ(v, v2, . . . , vN) + δ(w, v2, . . . , vN).

Schritt 7. Es gilt δ(e1, . . . , eN) = 1.
Bew. Das ist klar, da dann A = Identitaet also AI = I.

Damit haben wir gezeigt, dass δ alternierend (Schritt 0), linear (Schritt 3 und
Schritt 6, plus alternierend) und normiert (Schritt 7) ist. Als folgt δ = det
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aus der abstrakten Charakteriesierung der Determinanten. Damit folgt die
Aussage des Theorems. ◻
Die folgende Aussage liegt dem Beweis der Transformationsformel (den wir
spaeter nicht geben ;-) zugrunde.

Folgerung (Verzerrung von Volumina unter linearen Abbildungen). Sei
J ein Translat eines Spates im RN und A eine N × N Matrix. Dann gilt
∣AJ ∣ = ∣detA∣∣J ∣.Insbesondere gilt diese Formel, falls Q ein Intervall (d.h.
achsenparalleler Spat) ist.

Beweis. Es gilt J = x +BI mit geeigneter linearer Abbildung B und Vek-
tor x. Damit folgt AJ = A(x + BI) = Ax + ABI also (unter Nutzen der
Translationsinvarianz des Lebeguemasses)

∣AJ ∣ = ∣Ax +ABI ∣ = ∣ABI ∣ = ∣det(AB)∣ = ∣detA∣∣detB∣ = ∣detA∣∣x +BI ∣.
Das beendet den Beweis. ◻
Wir untersuchen nun, wie man Volumina in Unterraeumen messen kann.
Das liegt den Betrachtung von Oberflaechenintegralen, die wir spaeter geben
werden, zugrunde. Dazu betrachten wir folgende Situation. Seien a1, . . . , ak
linear unabhaengige Vektoren im RN (also insbesondereN ≥ k). Sei b1, . . . , bk
eine ONB von V ∶= Lin{ai ∶ i = 1 . . . k}. Mittels dieser Orthonormalbasis
kann V mit Rk identifiziert werden durch

Φ ∶ Rk Ð→ V,x↦
k

∑
j=1

xjbj .

Sei

S ∶= {
k

∑
i=1

tiai ∶ 0 ≤ ti ≤ 1} ⊂ V

und sei ∣S∣ das Volumen des Spates S in V bzgl. der durch Φ gegebenen
ONB.

Theorem. Sei oben geschilderte Situation gegeben. Sei die N × k Matrix A
definiert durch A = (a1 . . . ak) und die k×k Matrix C durch C ∶= (⟨bi, aj⟩i,j=1,...,k.
Dann gilt

AtA = (⟨ai, aj⟩) = CtC
und

detAtA = det(⟨ai, aj⟩) = detCtC = (detC)2.

Weiterhin gilt S = CI mit I = [0,1]k und

∣S∣ ∶=
√

det(⟨ai, aj⟩).
Insbesondere ist also ∣S∣ unabhaengig von der Wahl der Orthonormalbasis.

Beweis. Es ist AtA = (⟨ai, aj⟩) nach Definition der Matrixmultiplikation.
Enwickeln von ai = ∑l⟨ai, bl⟩bl liefert dann einfach (⟨ai, aj⟩) = CtC.

Nun zur Berechnung von ∣S∣: Es gilt

k

∑
i=1

tiai =
k

∑
i=1

ti
k

∑
l=1

⟨ai, bl⟩bl =
k

∑
l=1

(
k

∑
i=1

⟨ai, bl⟩ti) bl =∑
l

C(t1, . . . , tk)t(l)bl.

Damit wird also S in den neuen Koordinaten (bzgl. Φ) gerade durch CI
beschrieben mit I = [0,1]k. Die Aussage ueber ∣S∣ folgt nun aus aus dem
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Satz ueber Volumina und dem bisher Bewiesenen. Wegen ∣S∣2 = detAtA ist
∣S∣ unabhaengig von der ONB b1, . . . , bk, da A unabhaengig von dieser ONB
ist. ◻



KAPITEL 4

Transformationsformel und Koordinatensysteme
im RN

In diesem Abschnitt geht es um das Lebesguemass im RN und das hoeher-
dimensionale Analogon zur Substitutionsregel.

Theorem (Transformationsformel). Seien U und V offene Mengen im RN ,
deren Ränder Lebesguenullmengen sind. Sei φ ∶ U Ð→ V stetig diffbar und es
gebe abgeschlossene Nullmengen N1 ⊂ U und N2 ⊂ V , so dass φ ∶ U ∖N1 Ð→
V ∖ N2 bijektiv mit stetig differnzierbarer Inverser ist. Dann ist fuer jede
integrierbaress f ∶ V Ð→ C auch f ○ φ ∶ U Ð→ C integrierbar und es gilt

∫
U
f ○ φ(x)∣detDφ(x)∣dλ(x) = ∫

V
f(y) dλ(y).

Bemerkung. Im eindimensionalen Fall (und fuer stetiges f) handelt es sich
im wesentlichen um die schon bekannte Substitutionsregel. Dem Vertau-
schen der Reihenfolge der Grenzen entspricht das Bilden des Betrages der
Ableitung.

Idee der Beweisidee: Ist U = V = RN und f die charakteristische Funktion
eines Quaders und φ eine lineare Abbildung, so ergibt sich die Aussage direkt
aus einer Folgerung im vorigen Abschnitt. Im allgemeinen Fall braucht man
grob gesprochen zwei Approximationenen:

● Man kann f gut approximieren durch endliche Linearkombinatio-
nen von characteristischen Funktionen von Quadern. (Definition
von L1).

● Man kann φ gut durch seine lineare Approximation Dφ approxi-
mieren. (Definition von Differnzierbarkeit).

Wir geben keine weiteren Details.

Die vielleicht wichtigste Anwendung der Transformationsformel liegt in der
Benutzung von neuen (dem Problem besser angepassten) Koordinatensyste-
men. Wir studieren nun noch einige gängige Koordinatensysteme.

Polarkoordinaten in der Ebene Sei

Φ ∶ [0,∞) × [0,2π]→ R2, Φ(r,ϕ) = (r cos(ϕ)
r sin(ϕ)) .

Dann ist

Φ ∶ (0,∞) × (0,2π)→ R2/{(x,0) ∶ x ≥ 0}
53
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bijektiv und stetig differenzierbar mit

DΦ(x, y) = (cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)

Fuer die Funktionaldeterminante gilt

detDΦ(x, y) = cosϕr cosϕ + r sinϕ sinϕ = r.
Damit ergibt sich also (mit dem Satz von Fubini/Tonelli)

∫
R2
f(x, y)dλ(x, y) = ∫[0,∞)

r (∫[0,2π]
f(r cosφ, r sinφ)dλ(φ))dλ(r).

Ist f radialsymmetrisch d.h. f(x, y) = f̃(∣(x, y)∣), so folgt

∫
R2
f(x, y)dλ(x, y) = 2π∫[0,∞)

rf̃(r)dλ(r).

Entsprechend folgt mit der abgeschlossenen Kugel BR mit Radius R um den
Ursprung also

∫
BR

f(x, y)dλ(x, y) = 2π∫[0,R]
rf̃(r)dλ(r).

Damit erhaelt man insbesondere fuer die Flaeche F (R) der Kugel mit Radius

R (d.h. f̃ = 1[0,R]) also

F (R) = ∫
BR

1dλ(x, y) = 2π∫[0,R]
r ⋅ 1dλ(r) = πR2.

Polar-/Kugelkoordinaten in R3 Sei

Φ ∶ [0,∞) × [0,2π] × [0, π]→ R3, Φ(r,ϕ, θ) =
⎛
⎜
⎝

r cos(ϕ) sin(θ)
r sin(ϕ) sin(θ)

r cos(θ)

⎞
⎟
⎠
.

Dann ist

Φ ∶ (0,∞) × (0,2π) × (o, π)→ R3/{(x,0, z) ∶ z ∈ R, x ≥ 0}
bijektiv und stetig differenzierbar mit der Jacobi-Matrix

DΦ(r,ϕ, θ) =
⎛
⎜
⎝

cosϕ sin θ −r sinϕ sin θ r cosϕ cos θ
r sinϕ sin θ r cosϕ sin θ r sinϕ cos θ

cos θ 0 −r sin θ

⎞
⎟
⎠

und der Funktionaldeterminante

detDΦ(r,ϕ, θ) = −r2 sin θ

Damit ergibt sich also (mit dem Satz von Fubini/Tonelli)

∫
R3
f(x, y, z)dλ(x, y, z)

= ∫[0,∞)
r2 (∫[0,2π]

(∫[0,π)
sin θf(r cosφ sin θ, r sinφ sin θ, r cos θ)dλ(θ))dλ(φ))dλ(r).

Ist f radialsymmetrisch d.h. f(x, y, z) = f̃(∣(x, y, z)∣), so folgt

∫
R3
f(x, y, z)dλ(x, y, z) = 4π∫[0,∞)

rf̃(r)dλ(r).
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Entsprechend folgt mit der abgeschlossenen Kugel BR im R3 mit Radius R
um den Ursprung also

∫
BR

f(x, y, z)dλ(x, y, z) = 4π∫[0,R]
r2f̃(r)dλ(r).

Damit erhaelt man insbesondere fuer das Volumen V (R) der Kugel mit

Radius R (d.h. f̃ = 1[0,R]) also

V (R) = ∫
BR

1dλ(x, y, z) = 4π∫[0,R]
r2 ⋅ 1dλ(r) = 4

3
πR3.

Beispiel ∫ e−t
2
dt. Berechnen von ∫R e

−t2 dλ(t).
Setze

I ∶= ∫
R
e−t

2

dλ und J ∶= ∫
R2
e−∣(x,y)∣

2

dλ(x, y).

Dann gilt nach dem Satz von Fubini/Tonelli aber I2 = J . Mittels Polarko-
ordinaten in der Ebene, des Satzes von Fubini/Tonelli und der Tatsache,
dass fuer stetige Funktione das Lebesgue Integral und das Riemann Integral
übereinstimmen, koennen wir weiterhin J ausrechnen zu

J = ∫(0,∞)×[0,2π]
re−r

2

dλ(φ, r)

(Fubini/Tonelli) = 2π∫(0,∞)
re−r

2

dλ(r)

(Monotone Konv.) = 2π lim
R→∞∫(0,R)

re−r
2

dλ(r)

= 2π lim
R→∞∫

R

r
re−r

2

dr

(Riemanint. = Lebesgueint.) = 2π lim
R→∞

(−1

2
e−r

2

∣R0 )
= π.

Damit folgt I =
√
π.





KAPITEL 5

Untermannigfaltigkeiten und Oberflächenintegrale

In diesem Abschnitt fuehren wir Integrale ueber parametrisierte Gebilde im
Raum ein. Das erlaubt es insbesondere ueber Untermannigfaltigkeiten zu
integrieren. Untermannigfaltigkeiten sind die glatten Gebilde im Raum. Sie
sind lokal Nullstellenmengen von glatten Funktionen oder aequivalent lokale
Graphen.

Wir beginnen mit etwas Notation.

Notation.

- Die Nullstellenmenge einer Funktion g bezeichnen wir mit N(g),
d.h. zu g ∶W ⊂ RN Ð→ RM definieren wir

N(g) ∶= {z ∈W ∶ g(z) = 0} = ∩kj=1N(gj).
- Den Graphen einer Funktion f bezeichen wir mit G(f) d.h. zu
f ∶ U ⊂ RN Ð→ RM definieren wir

G(f) ∶= {(x, f(x)) ∶ x ∈ U} ⊂ RN ×RM .
- Eine stetig diffbare Funktion f ∶ RN Ð→ RM heisst regular in x,

wenn Df(x) maximalen Rang hat. (Also RangDf(x) = M falls
M ≤ N und RangDf(x) = N falls N ≤ M .) Ist die Funktion in
jedem x ∈ U regular, so heisst sie regulaer.

Beispiel. Ist g ∶ W Ð→ R stetig differenzierbar, so ist g genau dann regular
in x ∈W , wenn ∇g(x) ≠ 0 gilt.

Beispiel. U ⊂ RN offen, f ∶ U Ð→ RM stetig diffbar. Dann ist F ∶ U Ð→
RN ×RM , F (x) = (x, f(x)) regular. (Denn DF (x) = (1,Df(x))t.)

Definition (Parameterdarstellung / Parametrisierung). Sei M ⊂ RN ge-
ben. Sei U ⊂ Rk offen k ≤ N , und ϕ ∶ U Ð→ RN stetig diffbar. Gilt M = ϕ(U),
so heisst (U,ϕ) eine Parameterdarstellung von M . Dann heisst k die Dimen-
sion der Parameterdarstellung. Die Funktion

Gϕ ∶ U Ð→ [0,∞), Gϕ(x) ∶=
√

det(Dϕ(x)TDϕ(x)) =
√

det(⟨∂iϕ,∂jϕ⟩)
heisst Gramsche Determinante der Parameterdarstellung.
Die Parameterdarstellung heisst reguleaer, wenn Dϕ ueberall Rang k hat. In
diesem Fall bezeichnet man M als k-dimensional.

Bemerkung.

● Statt von Parameterdarstellung spricht man auch manchmal von
Parametrisierung. Die Gramsche Determinante ist auch als Flae-
chenelement bekannt.

57
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● (Uebung) Die Parameterdarstellung ist genau dann regulaer, wenn
Gϕ nirgends verschwindet. (Entwickele Dϕ(x) nach ONB...).

Beispiel. Allgemeine Parameterdarstellung:

R3

M
ϕ

U

R2
⊃

Beispiel. (Graphen sind regulaere Parameterdarstellungen) Sei U ⊂ Rk offen,
f ∶ U Ð→ R stetig diffbar und F ∶ U Ð→ Rk+1, F (x) = (x, f(x)). Dann ist

BildF = G(f)
und (U,F ) ist eine regulaere Parameterdarstellung. Fuer die Gramschede-
terminante gilt GF (x)2 = (1 + ∣∇f(x)∣2).

U

G(f)
F

Bew. Aus dem oben Diskutierten folgt, dass (U,F ) eine regulaere Parame-
terdarstellung ist. Es bleibt, die Aussage zur Gramschen Determinante zu
zeigen. Das kann man (mit etwas Muehe) direkt nachrechnen. Wir lernen
zum ende dieses Abschnittes einen strukturellen Zugang kennen

Beispiel. (Kurven als Parameterdarstellungen). Sei I ⊂ R offen und γ ∶ I Ð→
RN stetig diffbar. Dann ist γ eine Parameterdarstellung. Sie ist regulaer,
wenn γ′ nirgends verschwindet. Es ist Gγ(t) = ∣γ′(t)∣.
Bew. Die Aussagen zur Parameterdarstellung sind klar. Es bleibt, die Aus-
sage zur Gramschen Determinante zu zeigen: Es gilt Dγ = γ′(t). Damit folgt

DγtDγ = γ′tγ′ = ⟨γ′, γ′⟩ = ∣γ′∣2.

Beispiel. (Kreis) Sei SR = {(x, y) ∈ R2 ∶ x2 + y2 = R2}. Dann ist

ϕ ∶ (0,2π)Ð→ S,ϕ(t) = R(cos t, sin t)
eine injektive Parameterdartellung von SR ∖ {(1,0)}. Dann gilt Dϕ(t) =
R(− sin t, cos t) und fuer die Gramsche Determinante gilt

Gϕ(t)2 = R2.

Bew. Es handelt sich um eine Kurve.

Beispiel. (Sphaere) Sei SR ∶= {(x, y, z) ∈ R3 ∶ x2 + y2 + z2 = R2}. Dann ist

ψ ∶ (0,2π) × (0, π)Ð→ SR, ψ(ϕ,ϑ) = R(cosϕ sinϑ, sinϕ sinϑ, cosϑ)
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eine injektive Parameterdarstellung von SR ∖N mit N = {(x, y, z) ∈ SR ∶ x ≥
0, y = 0} (vgl. Globus: Laengengrade und Breitengrade). Es gilt (Uebung)

Dψ(ϕ,ϑ) = ...
Damit folgt

DψTDψ = R2diag(1, sin2 ϑ)
und

G2
ϕ = R4 sin2 ϑ.

Auf Gebilden, die durch (regulaere) Parameterdarstellungen gegeben sind,
koennen wir Funktionen integrieren (vgl. Kurvenintergral). Darum geht es
als naechstes:

Idee. M ⊂ RN gegeben und f ∶ M Ð→ R stetig. Sei (U,ϕ) eine Parameter-
darstellung von M . Dann koennen wir U in sehr kleine disjunkte Wuerfel
Qj zerlegen. In jedem Wuerfel koennen wir nun einen Punkt pj waehlen.
Zeichnung. pj, Qj,ϕ(Qj), Dϕ(Qj).

R
M

ϕ

U

f

Dann sollte das gesuchte Integral im wesentlichen durch seine Riemannsum-
me

∑
j

vol(ϕ(Qj))f(ϕ(pj))

gegeben sein (und der Fehler umso kleiner, je kleiner die Qj sind). Da ϕ
stetig diffbar ist, ist fuer kleine Wuerfel Qj aber ϕ(Qj) ∼ ϕ(pj)+Dϕ(pj)Qj .
Entsprechend folgt

∫ fdσ ≃ ∑
j

vol(ϕ(Qj))f(ϕ(pj))

≃ ∑
j

vol(Dϕ(pj)Qj)f(ϕ(pj))

= ∑
j

√
det(DϕT (pj)Dϕ(pj))∣Qj ∣f(ϕ(pj))

≃ ∫
U
f(ϕ(p))

√
det(DϕTDϕ(p))dλ(p).

= ∫
U
f(ϕ(p))Gϕ(p)dλ(p).

(Hier: Erste Gleichung: Riemann summe; zweite Gleichung : linear Approxi-
mation; dritte Gleichung: Betrachtungen zu Volumina und Determinanten
im vorigen Kapitel; vierte Gleichung: Riemann Summme.)

Wir wollen also definieren

∫
M
fdσ ∶= ∫

U
f(ϕ(p))

√
det(DϕtDϕ)(p)dp = ∫

U
f(ϕ(p))Gϕ(p)dp.

Das so definiert Integral haengt nicht von der Parameterdarstellung ab (und
damit handelt es sich wirklich um eine sinnvolle Definition).
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Proposition (Unabhaengigkeit des Integrals von der Parameterdarstel-
lung). Sei M ⊂ RN mit einer regulaeren injektiven Parameterdarstellung
(V,ψ) gegeben. Dann gilt fuer jede weitere injektive Parameterdarstellung
(U,ϕ) von M , dass

∫
V
f(ψ(x))Gψ(x)dx = ∫

U
f(ϕ(y))Gϕ(y)dy.

U V

M

ψ−1
○ϕ

ϕ ψ

Bemerkung. Um die Unabhaengigkeit des Integrals von allen injektiven Pa-
rameterdarstellungen zu erhalten, reicht Existenz einer einzigen injektiven
regulearen Parameterdarstellung.

Beweis. Sei T ∶= ψ−1○ϕ ∶ U Ð→ V . Dann ist T bijektiv (klar, da ϕ,ψ bijektiv
sind) und stetig diffbar (! hier nutzt man Regularitaet von ψ s.u.), und es
gilt ϕ = ψ ○ T . Entsprechend folgt

Dϕ =Dψ ○DT
und damit

DϕtDϕ =DT t(Dψt ○Dψ)DT
also nach Bilden der Determinante

G2
ϕ = ∣detDT ∣2G2

ψ.

Zieht man die Wurzel erhaelt man

Gϕ = ∣detDT ∣Gψ
und die gewuenschte Aussage folgt aus der Substitutionsregel.
(! Noch zu zeigen: T stetig diffbar: Sei V ⊂ Rk. Da ψ regulaer, also RangDψ =
k gilt, koennen wir ohne Einschraenkung voraussetzen, dass die letzten k
Zeilen von Dψ linear unabhaengig sind. Dann ist

G ∶ V ×RN−k Ð→ RN , G(x, y) ∶= ψ(x) + (y,0)
stetig diffbar und lokal invertierbar. (Denn: DG(x, y) = ..., Zeichnung: Pa-
rametrisiere durch ψ und ’Verschiebung’). Es gilt G(x,0) = ψ(x) ∈M , also
folgt fuer

z = ψ(x) = G(x,0) ∈M
ψ−1(z) = x = 1-Komponente von G−1(z)

fuer z ∈M . Damit ist

T (u) = ψ−1 ○ ϕ(u) = 1-Komponente von G−1(ϕ(u))
als Verknuepfung stetig diffbarere Funktionen, ebenfalls stetig diffbar.) ◻
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Definition (Oberflaechenintegral einer Parameterdarstellung). Ist M ⊂
RN gegeben, so dass M das Bild einer regulaeren injektiven Parameterdar-
stelllung ist, und ist f ∶M Ð→ R stetig mit kompaktem Traeger, so definiert
man

∫
M
f(p)dσ(p) ∶= ∫

M
fdσ ∶= ∫

U
f(ϕ(x))Gϕ(x)dx

wobei (U,ϕ) eine beliebige injektive Parameterdarstellung von M ist.

Definition (Volumen). Sei M wie in vorangehender Definition. Dann ist
das Volumen von M definiert als

∫
M

1dσ(x) = ∫
U
Gϕ(x)dx,

wobei (U,ϕ) eine beliebige injektive Parameterdarstellung von M ist.

Bemerkung.
- Das Volumen einer eindimensionalen Parameterdarstellung heisst auch
Laenge.

- Das Volumen einer zweidimensionalen Parameterdarstellung heisst auch
Flaeche.

- Das Volumen einer dreidimensionalen Parameterdarstellung heisst auch
Volumen.

Wir betrachten nun das Oberflaechenintegral fuer die von oben schon be-
kannten Beispiele. Dabei verwenden wir die von oben bekannte Notation
und auch die dort berechneten Gramschen Determinanten.

Beispiel. (Kurve) Sei I ⊂ R offen und γ ∶ I Ð→ RN stetig diffbar. Dann ist
(s.o.) Gγ(t)2 = ∣γ′(t)∣2. Entsprechend gilt fuer die Laenge der Kurve

V ol(γ) = ∫
I

1dS = ∫
I
∣γ′(t)∣dt,

wie wir es ja schon hatten.

Beispiel. (Kreis) Sei SR = {(x, y) ∈ R2 ∶ x2 + y2 = R2}. Dann ist

ϕ ∶ (0,2π)Ð→ S,ϕ(t) = R(cos t, sin t)
eine injektive Parameterdarstellung von SR ∖ {(1,0)}. Fuer die Gramsche
Determinante gilt

Gϕ(t)2 = R2.

Damit gilt fuer das Oeberflaechenintegral einer Funktion f ∶ S Ð→ R also

∫
SR
f(p)dσ(p) = ∫

2π

0
R f(R cos t,R sin t)dt.

Insbesondere folgt fuer das Volumen der Kreislinie (Laenge der Kreislinie)
also

Laenge = ∫
2π

0
Rdt = 2πR.

Beispiel. (Graph einer Funktion). Sei U ⊂ Rk offen, f ∶ U Ð→ R stetig
diffbar und F ∶ U Ð→ Rk+1, F (x) = (x, f(x)). Dann ist (U,F ) eine regulaere
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Parameterdarstellung. Fuer die Gramschedeterminante gilt GF (x)2 = (1 +
∣∇f(x)∣2). Damit folgt fuer das Oberflaechenintegral also

∫
M
g(p)dσ(p) = ∫

U
g(F (u))GF (u)du.

Beispiel. (Sphaere) Sei SR ∶= {(x, y, z) ∈ R3 ∶ x2 + y2 + z2 = R2}. Dann ist

ψ ∶ (0,2π) × (0, π)Ð→ SR, ψ(ϕ,ϑ) = R(cosϕ sinϑ, sinϕ sinϑ, cosϑ)
eine injektive Parameterdarstellung von SR ∖N (s.o.). Es gilt

G2
ϕ = R4 sin2 ϑ.

Damit gilt fuer das Oberflaechenintegral einer Funktion f ∶ SR Ð→ R also

∫
SR
f(p)dσ(p) = ∫(0,2π)×(0,π)

f(ψ(ϕ,ϑ)R2 sin(ϑ)dϕdϑ.

Insbesondere folgt fuer das Volumen der Sphaere (Oberflaeche der Kugel)

Oberflaeche = ∫(0,2π)×(0,π)
1R2 sin(ϑ)dϕdϑ = 4πR2.

Besonders wichtig sind Oberflaechenintegrale ueber Gebilde der Dimension
N − 1 im RN . (Solche Gebilde werden wir spaeter unter dem Namen Hyper-
flaechen kennenlernen). Dazu gehoeren insbesondere die Gebilde, die durch
Graphen gegeben werden. In diesem Fall koennen wir die Gramschen Deter-
minanten und die Normalenraeume leicht ausrechnen. Dazu ist die folgende
Definition sehr nuetzlich.

Definition. Seien a1, . . . , aN−1 Vektoren in RN . Sei A(k) die (N − 1) ×
(N − 1)- Matrix, die aus A = (a1, . . . , aN−1) durch Streichen der k-ten Zeile
entsteht (k = 1, . . . ,N). Dann heisst

a1 ∧⋯ ∧ aN−1 ∶= (α1, . . . , αN) ∈ RN

mit αk ∶= (−1)k−1 detA(k) das aeussere Produkt von a1, . . . , aN−1.

Bemerkung. Fuer jede natuerliche Zahl k gilt (−1)k+1 = (−1)k−1.

Lemma. Seien a1, . . . , aN−1 Vektoren in RN , A = (a1, . . . , aN−1) und ν ∶= a1∧
⋯∧aN−1. Dann gilt ν ≠ 0 genau dann, wenn a1, . . . , aN−1 linear unabhaengig
sind. Weiterhin gilt:

(a) ⟨b, ν⟩ = det(b, a1, . . . , aN−1) fuer alle b ∈ RN .
(b) (1) ν ⊥ aj, j = 1, . . . ,N − 1. (Richtung modulo Vorzeichen)

(2) ∥ν∥2 = det(a1, . . . , aN−1)T (a1, . . . , aN−1). (Laenge)
(3) det(ν, a1, . . . , aN−1) ≥ 0. (Vorzeichen)

Sowohl durch (a) als auch durch (b) ist ν eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir zeigen zunaechst die Charakterisierung von ν ≠ 0: Sind die
Vektoren a1, . . . , aN−1 linear unabhaengig, so hat A = (a1, . . . , aN−1) genau
N −1 linear unabhaengige Spalten und damit auch (N −1) linear unabhaen-

gige Zeilten. Damit gibt es also ein k, so dass A(k) invertierbar ist. Dann
verschwindet dann die k-te Komponente von ν nicht. Ist umgekehrt ν ≠ 0,
so gibt es ein k so dass A(k) invertierbar ist und damit hat A (mindestens)
den Rang (N − 1) und damit sind die Spalten linear unabhaengig.
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Wir zeigen nun die letzte Aussage: Die letzte Aussage ist klar.

(a) Das folgt durch Entwickeln von det(b, a1, . . . , aN−1) nach der ersten Spal-
te.
(b) Es folgen (1) aus (a) (wegen ⟨aj , ν⟩ = det(aj , a1, . . . , aN−1) = 0). Es folgt
(3) aus (a) (wegen det(ν, a1, . . . , aN) = ⟨ν, ν⟩).
Zu 2. Ist ν = 0 so sind (vgl. Beginn des Beweises) die Vektoren a1, . . . , aN−1

linear abhaengig und darum gilt (vgl. Uebung) detAtA = 0, und es folgt (2).
Es reicht also den Fall ν ≠ 0 zu betrachten: Es gilt (unter Nutzen von (1)):

(ν, a1, . . . , aN−1)T (ν, a1, . . . , aN−1) = Blockmatrix(νT ν,ATA).

Damit folgt

∣det(ν, a1, . . . , aN−1)∣2 = det(ν, a1, . . . , aN−1)T (ν, a1, . . . , aN−1)
= detBlockmatrix(νT ν,ATA)
= ∥ν∥2 detATA.

Mit (a) ergibt sich

(∥ν∥2)2 (a)= ∣det(ν, a1, . . . , aN−1)∣2 = ∥ν∥2 detATA.

Das liefert nach Division durch ∥ν∥ ≠ 0 dann

∥ν∥ =
√

detATA.

◻

Wir koennen das nun auf Parameterdarstellunge von Hyperflaechen anwen-
den.

Definition. Ist (ϕ,U) eine Parameterdarstellung von M = ϕ(U), so be-
zeichnen wir das Bild von Dϕ(x) als den Tangentialraum von M in x bzgl.
ϕ. Das orthogonale Komplement von des Tangentialraumes bezeichnen wir
als den Normalenraum. Zeichnung.

Folgerung (Normale einer Hyperflaeche). Sei ϕ ∶ U ⊂ RN−1 Ð→ RN eine
(regulaere) Parametrisierung von ϕ(U). Sei ν ∶= ∂1ϕ∧⋯∧∂N−1ϕ. Dann gilt:

● ν ⊥ ∂jϕ d.h. ν ist normal zu der Flaeche. (vgl. (b), 1. des vorigen
Lemma).

● ∥ν∥ = Gϕ d.h. Laenge von ν ist Flaechenelement. (vgl. (b), 2. des
vorigen Lemma.)

Bemerkung. In Worten besagt die Folgerung: Der Vektor ν ist senkrecht auf
der Flaeche und seine Laenge ist gerade das Flaechenelement.

Damit koennen wir die Gramschen Determinanten und zusaetzlich noch die
Normalenvektoren fuer die beiden wichtigsten Darstellungen von Hyperflae-
chen (naemlich als Graphen bzw. als Nullstellenmengen) explizit bestimmen.
(Die Berechnung der Normalenvektoren ist fuer spaeter nuetzlich. In diesem
Abschnitt interessieren uns hauptsaechlich die Gramschen Determinanten.)
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Beispiel - Graphen. Sei f ∶ U ⊂ RN−1 Ð→ R stetig diffbar und F ∶ U Ð→ RN ,
F (u) = (u, f(u)) die zugehoerige Parameterdarstellung. Dann gilt fuer ν ∶=
∂1F (u) ∧⋯ ∧ ∂N−1F die Formel

ν = (−1)N(∂1f(u), . . . , ∂N−1f(u),−1).

Insbesondere ist also

GF (u) =
√

1 + ∥∇f(u)∥2.

Bew. Das ’Insbesondere’ ist klar nach der vorangehenden Folgerung.

Es reicht also die erste Aussage zu beweisen. Es gilt DF (x) = (1,∇f(x))t.
Nun gilt nach Definition

νj ∶= j − te Komponenten von ∂1F (u) ∧⋯ ∧ ∂N−1F = (−1)j+1 det(DF )(j).

Es ist (DF )(j) = .... Damit folgt (fuer j = 1, . . . ,N − 1) durch Entwickeln
nach der j-ten Spalte

νj = det(−1)j+1 det(DF )(j) = (−1)j+1(−1)j+N−1∂jf = (−1)N∂jf
und

νN = (−1)N+1 det 1 = (−1)N(−1).
Das liefert die Behauptung.

Beispiel - Nullstellenmenge. Sei g ∶ V ⊂ RN Ð→ R stetig diffbar mit ∂Ng(x) ≠
0 fuer alle x ∈ V gegeben. Sei

M ∶= Nullstellenmenge von g

als Graph einer Funktion f gegeben. (Zumindest lokal ist das immer der
Fall.) Es gibt also f ∶ U Ð→ R mit M = Graph(f) also g(u, f(u)) ≡ 0. Fuer
die zugehoerige Parameterdarstellung (F,U) mit F (u) = (u, f(u)) gilt dann

ν ∶= ∂1F ∧⋯ ∧ ∂N−1F = (−1)N+1(∂Ng(F (u)))−1∇g(F (u)).

Insbesondere ist also

GF = 1

∣∂Ng∣
∥∇g∥.

Bew. Das ’Insbesondere’ ist klar nach der vorigen Folgerung. Es reicht also
die erste Aussage zu beweisen.
Wir schreiben u fuer (x1, . . . , xN−1). Die implizit definierte stetig diffbare
Funktion f erfuellt

g(u, f(u)) ≡ 0.

Damit gilt also nach Kettenregel

0 = ∇ug + ∂Ng∇uf.

Daraus folgt

∇f = −(∂Ng)−1∇ug.
Damit gilt fuer das zugehoerige F (u) = (u, f(u)) also nach dem vorigen
Beispiel

ν = (−1)N((−∂Ng)−1∇ug,−1) = (−1)N+1(∂Ng)−1∇g.

Es folgt die Behauptung.
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Bisher haben wir Mengen betrachtet, die global (d.h. als Ganze) durch eine
Parametrisierung gegeben sind. Wir betrachten nun Mengen, die lediglich
lokal durch Parametrisierungen gegeben sind.

Lemma. Sei M ⊂ RN , p ∈M und k ≤ N . Aequivalent:

(i) Es existiert eine offene Umgebung W von p in RN und regulaeres
g ∶W Ð→ RN−k mit M ∩W = N(g). (M ist lokal eine Nullstellen-
menge.)

p

g = 0
g = 1

g = −1

(ii) Es existiert eine offenen Umgebung W von p ∈ RN und eine offenen
Menge U ⊂ Rk und f ∶ U Ð→ RN−k, und eine Permutation P ∶
RN Ð→ RN mit

M ∩W = PG(f).
(M ist lokal Graph.)

(iii) Es existiert eine offene Umgebung W von p ∈ RN und eine offene
Menge U ⊂ Rk und ein bijektives stetig differenzierbares regulaeres
ϕ ∶ U Ð→W ∩M , dessen Inverse wieder stetig ist.

Beweis. Die Richtung (i)Ô⇒ (ii) folgt aus dem Satz ueber implizite Funk-
tionen. Die andere Implikation (ii)Ô⇒ (i) folgt (fuer ohne Einschraenkung
P = Id) einfach durch Betrachten von g(x, y) = y − f(x). (Hier x ∈ Rk, y ∈
RN−k.)
Die Implikation (ii)Ô⇒ (iii) ist klar (da man fuer ϕ gerade die Abbildung
P ○ F waehlen kann, wobei F (u) = (u, f(u)) ist.
Der Beweis der Implikation (iii)Ô⇒ (ii) wird nur skizziert. ◻

Definition (Untermannigfaltigkeit). Eine Teilmenge M von RN heisst Un-
termannigfaltigkeit (des RN ) der Dimension k, wenn sie in jedem Punkt
p ∈M eine der Bedingungen des Lemma erfuellt.

Bemerkung.

● Der Fall k = N kann auch zugelassen werden. Dann erhaelt man
offene Teilmengen des RN . Insbesondere ist RN selber eine (Un-
ter)mannigfaltigkeit. Das erklaert die Bezeichnung.

● Eine Untermannigfaltigkeit ist also lokal durch regulaere, injektive
Parameterdarstellungen mit stetiger Inverser gegeben.

● Untermannigfaltigkeiten der Dimension N −1 heissen auch Hyper-
flaechen. Sie sind also (lokal) Nullstellengebilde von reellwertigen
Funktionen.

● Beliebige Untermannigfaltigkeiten sind lokal Schnitte von Hyper-
flaechen (da N(g) = ∩N−ki N(gi)).
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● Die von uns hier betrachteten Mannigfaltigkeiten sind alle Teil-
mengen der Mannigfaltigkeit RN . Das erklaert die Bezeichnung
Untermannigfaltigkeit. Es gibt auch ein ’absolutes’ Konzept von
Mannigfaltigkeiten. Allerdings erweisen sich diese Mannigfaltigkei-
ten dann doch wieder als in einen geeignet hoch dimensionalen
Euklidischen Raum einbettbar.

Beispiel. (Affiner) Unterraum.

Beispiel. Einheitskreislinie.

Beispiel. Die Sphaere SN−1 ∶= {x ∈ RN ∶ ∣x∣2 − 1 = 0} ist eine Hyperflaeche.

Beispiel. Torus

Beispiel. (Uebung) SL(n), Gl(n).
Wir geben nun den schon aufgetretenen Verallgemeinerungen von Parame-
trisierung durch Graphen einen Namen.

Definition. Ist U eine offene Teilmenge des Rk und ϕ ∶ U Ð→ RN stetig
differenzierbar, regulaer und injektiv mit stetiger Inversen, so heisst ϕ eine
Einbettung.

Bemerkung. Aus Regularitaet und Injektivitaet folgt nicht die Stetigkeit der
Inversen, wie man an Beispielen sieht.

Damit erhaelt man aus dem obigen Lemma sofort die Folgerung.

Folgerung. Es ist M ⊂ RN eine Untermannigfaltigkeit genau dann, wenn
zu jedem Punkt p ∈M eine offene Menge W existiert sowie eine Einbettung
ϕ ∶ U Ð→ RN mit p ∈W und ϕ(U) =M ∩W .

Bemerkung. Die Inversen der in der Folgerung auftretenden Abbildungen ϕ
heissen ’Karten’ (da sie die Situation einer Landkarte als Parametrisierung
eines Stueckes der Erdoberflaeche verallgemeinern).

Wir erinnern nun an Tangentialflaechen und Normalen von Untermannig-
faltikeiten (vgl. vorangehendes Semester). Zeichnung.

Definition (Tangentialraum und Normalraum). Sei M ⊂ RN eine Unter-
mannigfaltigkeit und p ∈M . Dann heisst

TpM ∶= {γ′(0) ∶ γ ∶ (−δγ , δγ)Ð→ RN stetig diffbar, γ(0) = p, γ((−δγ , δγ)) ⊂M}
der Tangentialraum von M in p. Der Normalraum NpM ist definiert als

NpM ∶= TpM⊥.

Theorem (Beschreibung Tangentialraum und Normalraum). Sei M ⊂ RN
UMK gegeben. Sei p ∈M und W ⊂ RN offen mit

p ∈M ∩W = N(g) = G(f) = Bild(F ),

wobei U ⊂ Rk, offen, f ∶ U Ð→ RN−k stetig diffbar, F ∶ U Ð→ RN , F (x) =
(x, f(x)), g ∶ W Ð→ RN−k, stetig diffbar und regulaer (d.h. RangDg =
N − k). Dann gilt

TpM =KerDg(p) = BildDF (p0)
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NpM

TpM

p

Abbildung 1. Tangential- und Normalraum einer zweidi-
mensionalen Sphre in p

fuer p = F (p0). Inbesondere gilt

TpM =
N−k
⋂
j=1

{∇gi(p)}⊥, NpM = Lin{∇gi(p) ∶ i = 1, . . . ,N − k}

sowie dimTpM = k, dimNpM = N − k.

p

g = 0

M

p0

f(p0)
TpM

NpM

Bemerkung.

● Linearisierte Version von M = Ker(g) = BildF liefert TpM =
KerDg = BildDF .

● Der Satz zeigt, dass TpM in der Tat ein Vektorraum ist.
● In Richtung ∇gi staerkstes Wachstum von gi. In Richtung TpM

kein Wachstum der gi (da Nullstellenmenge). Zeichnung.
● Eine entsprechende Darstellung des Tangentialraumes gibt es auch,

wenn die Mannigfaltgkeit durch eine Funktion ϕ dargestellt ist.

Beispiel - U ⊂ RN offen. In diesem Fall ist M = U eine Untermannigfaltig-
keit und der Tangentialraum ist in jedem Punkt p ∈M durch RN gegeben.
(Betrachte die Kurven γ(t) = p + tv fuer beliebiges v ∈ RN ...)

Beispiel - Sphaere in R2. Sei S ∶= {(x, y) ∈ R2 ∶ x2 + y2 = 1}. Dann gilt in
jedem p ∈ S

TpS = {p}⊥ und NpM = Lin{p}.
Bew. Eine Kurve γ durch p in M erfuellt ⟨γ, γ⟩ ≡ 1. Nun ableiten....

Bespiel - Sphaere in RN . Sei SN ∶= {x ∈ RN ∶ ⟨x,x⟩ = 1}. Dann gilt in jedem
p ∈ SN

TpS
N = {p}⊥ und NpM = Lin{p}.
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Bew. Eine Kurve γ durch p in M erfuellt ⟨γ, γ⟩ ≡ 1. Nun ableiten....

Beispiel - Gl (n). (Uebung). Es ist GL(n) ∶= Invertierbare n × n Matrizen
= n × n Matrizen mit nichtverschwindender Determinante eine Unterman-
nigfaltigkeit des Rn2

. Fuer den Tangentialraum in I gilt TIGl(n) = n × n
Matrizen.

Beispiel - Sl (n). (Uebung). Es ist Sl(n) ∶= n×n Matrizen mit Determinante

1 eine Untermannigfaltigkeit des Rn2
. Fuer den Tangentialraum in I gilt

TISl(n) = n × n Matrizen mit verschwindender Spur.

Um Integrale ueber Untermannigfaltigkeiten sauber einzufuehren, brauchen
wir noch ein weiteres Hilfsmittel: die Partition der Eins. Dazu erinnern wir
zunaechst an zwei Konzepte.

Erinnerung - Kompaktheit: Es gibt verschiedene aequivalente Definitionen
von Kompaktheit. Hier diskutieren wir die drei gaengigsten Varianten (vgl.
vergangenes Semester).

Theorem. Sei (K,d) ein metrischer Raum. Dann sind aequivalent:

(i) Jede Folge in K hat eine in K konvergente Teilfolge. ’K ist folgen-
kompakt’.

(ii) Jede offenen Ueberdeckung von K hat eine endliche Teilueberdeckung
(d.h. Zu allen Uα, α ∈ A, offen mit K ⊂ ∪Uα existiert N ∈ N und
α1, . . . , αN mit K ⊂ ∪Nj=1Uαj .) ’K ist ueberdeckungskompakt’.

(iii) Es ist K vollstaendig und total beschraenkt. ’Nicht zu klein und
nicht zu gross.’

Erinnerung - C∞
c . Der Traeger der Funktion f ∶ RN Ð→ R ist definiert als

supp(f) ∶= {x ∈ RN ∶ f(x) ≠ 0}.
Damit ist dann supp(f) eine abgeschlossene Teilmenge von RN und es ver-
schwindet f auf dem Komplement von supp(f). Tatsaechlich (Uebung) ist
supp(f)c die größte offene Teilmenge von RN auf der f verschwindet. Man
definiert

C∞
c (RN) ∶= {f ∶ RN Ð→ R ∶ f ist beliebig oft diffbar und hat kompakten Traeger}.

Nach diesen Erinnerungen koennen wir nun die Partition der Eins einfueh-
ren.

Theorem (Untergeordnete Partition der Eins). Sei K ⊂ RN kompakt und
O1, . . . ,On eine offene Ueberdeckung von K. Dann gibt es Funktionen ϕ1, . . . , ϕn ∈
C∞
c (RN) mit

n

∑
j=1

ϕj(x) = 1 fuer x ∈K

und suppϕj ⊂ Oj für jedes j = 1, . . . ,N . Diese Funktionen werden eine der
Ueberdeckung Oj untergeordnete Partition der Eins genannt.

Beweis. Wir geben hier keine Details. ◻

Damit koennen wir nun zur Integration von Funktionen auf Unterrmannig-
faltikeiten kommen: Wir führen Oberflaechenintegrale ueber stetige Funk-
tionene mit kompaktem Traeger auf Untermannigfaltigkeiten ein. Sei M eine
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Untermannigfaltigkeit. Waehle zu jedem Punkt p ∈M eine offene Menge Vp
in RN , so dass Vp ∩M gerade das Bild einer regulaeren Parameterdarstel-
lung (Up, %p) ist. Den kompakten Traeger von f koennen wir mit endliche
vielen dieser V ′s ueberdecken. Diese seien mit V1, . . . , Vn bezeichnet. Sei-
en (Uj , %j), j = 1, . . . , n die zugehoerigen Parameterdarstellungen. Sei ϕj ,
j = 1, . . . , n eine der Ueberdeckung (Vj) untergeordente Partition der Eins.
Dann definieren wir

∫
M
fdσ ∶=

n

∑
j=1
∫
Vj∩M

(fϕj)dσ =
n

∑
j=1
∫
Uj

(fϕj)(%j(u))
√
G%j(u)du.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Definition weder von der gewaehlten Ueber-
deckung noch von der gewaehlten Partition der Eins abhaengt:
Seien ϕj , j = 1, . . . , n zu Vi, i = 1, . . . , n und ψi, i = 1, . . . ,m zuWi, i = 1, . . . ,m
untergeordnete Partitionen der Eins. Dann gilt

∑
j
∫
Vj∩M

fϕjdσ = ∑
j
∫
Vj∩M

fϕj(∑
i

ψi)dσ

= ∑
i,j
∫
Vj∩M

fϕjψidσ

(suppψi ⊂Wi) = ∑
i,j
∫
Vj∩Wi∩M

fϕjψidσ

(suppϕj ⊂ Vj) = ∑
i,j
∫
Wi∩M

fϕjψidσ

= ∑
i
∫
Wi∩M

fψi∑
j

ϕjdσ

(Part.d.Eins) = ∑
i
∫
Wi∩M

fψidσ.

Beispiel - Kreislinie. Sei SR ∶= {(x, y) ∈ R2 ∶ x2 + y2 = R2}. Wir waehlen eine
Ueberdeckung bestehend aus einer Umgebung V1 von (1,0) mit

V1 ∩ SR = {R(cos(s), sin(s)) ∶ −ε < s < ε}
fuer ein ε > 0 und V2 = R2 ∖ {(1,0)} und den dazu passenden Parametrisie-
rungen

%1 ∶ (−ε, ε)Ð→ SR, %1(s) = R(cos(s), sin(s))
und

%2 ∶ (0,2π)Ð→ SR, %2(t) = R(cos(t), sin(t)).
Sei ϕ1, ϕ2 eine untergeordnete Partition der Eins. Dann gilt fuer stetiges
f ∶ SR Ð→ R also

∫ fdσ = ∫ fϕ1dσ + ∫ fϕ2dσ

= ∫
ε

−ε
f ○ %1(s)ϕ1Rds + ∫

2π

0
f ○ %2(t)ϕ2(t)Rdt.

(Hier nutzen wir die uns schon bekannte Tatsache, dass die entsprechende
Gramsche Determinante gerade konstant gleich R ist.) Wir untersuchen nun
den Grenzwert ε → 0. Offensichtlich haengt die linke Seite nicht von ε ab.
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Fuer die beiden Terme auf der rechten Seite gilt: Da f beschraenkt ist,
konvergiert der erste Term gegen 0 fuer ε → 0. Wegen ϕ1 + ϕ2 = 1 und
supp(ϕ1) ⊂ {R(cos(s), sin(s)) ∶ −ε < s < ε} gilt ϕ2 = 1 auf (ε,2π − ε). Damit
sieht man leicht, dass der zweite Term gegen

∫
2π

0
f ○ %2(t)ϕ2(t)Rdt

konvergiert. Insgesamt folgt also

∫ fdσ = ∫
2π

0
f ○ %2(t)Rdt.

Damit kommt man also in diesem Beispiel effektiv mit einer Parametrisie-
rung aus.

Ähnlich kann man sehen, dass auch für die Sphaere in drei Dimensionen
oder den Torus effektiv eine Parametrisierung ausreicht.

Definition (Normale einer Untermannigfaltigkeit). Sei M eine Unterman-
nigfaltigkeit. Eine stetige Funktion ν ∶M Ð→ RN mit ν(x) ∈ NxM ∖{0} fuer
alle x ∈M heisst Normale.

Bemerkung. Oft ist man an normierten Normalen interessiert. Ist ν eine
Normals so ist µ ∶= ν

∥ν∥ eine normierte Normale.



KAPITEL 6

Der Satz von Stokes

In diesem Abschnitt lernen wir einen der grossen Saetze der Analysis kennen:
Den Satz von Stokes. Dieser Satz kann als eine Verallgemeinerung des HDI
auf hoehere Dimensionen verstanden werden. Tatsaechlich ist der HDI auch
ein wesentliches Hilfsmittel beim Beweis, der unten gegeben wird. Es gibt
verschiedene allgemeine Versionen des Satzes von Stokes. Wir praesentieren
eine mittelallgemeine Version. Zur Einstimmung formulieren wir den HDI
noch einmal um:

∫
b

a
f ′(t)dt = f(b) − f(a)

konnen wir mit I = (a, b), also ∂I = {a, b} und f ′ = ∂f und der ’Normalen’
n ∶ {a, b}Ð→ {−1,1}, n(a) = −1, n(b) = 1 auch schreiben als

∫
I
∂fdt = ∫

∂I
fn.

Das Integral der Ableitung wird zu einem Integral ueber den Rand der Funk-
tion.

Wir brauchen also Mengen mit gutem Rand.

Es geht um offene Teilmengen des RN deren Rand ’schoen’ ist und ein ’klares
Auesseres’ erlaubt.

Definition (Glatter Rand). Sei U ⊂ RN offen. Dann hat U einen glatten
Rand, wenn der Rand ∂U von U eine Untermannigfaltigkeit ist, und es ein
’Aussen’ gibt, d.h. eine stetige Funktion

µ ∶ ∂U Ð→ RN

mit

● µ(x) ∈ NxU
● ∥µ(x)∥ ≡ 1
● x + sµ(x) ∉ U fuer alle kleinen s > 0 und x + sµ(x) ∈ U fuer alle

grossen s < 0,

fuer alle x ∈ ∂U . Die Funktion µ ist dann eindeutig bestimmt und heisst die
aussere Normale von U .

Bemerkung. Da der Rand eine Untermannigfaltigkeit ist, kann er als Null-
stellenmenge einer reellen Funktion dargestellt werden. Daher hat der Nor-
malenraum NxM die Dimension 1. Die Funktion µ ist also durch die ersten
beiden Bedingungen bis auf ein Vorzeichen eindeutig bestimmt. Das Vorzei-
chen wird durch die letze Bedingung festgelegt.

Beispiel. (Offene Menge ohne aussere Normale.)

Beispiel. (Offene Menge mit ausserer Normale)
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Beispiel. Generisches Beispiel. Zeichnung.

Abbildung 1. Teilmengen mit und ohne
”
klares“ Äußeres

Liegt der Rand als Nullstellenmenge vor, so ist die Berechnung der aeusseren
Normalen nicht schwer.

Proposition. Sei U ⊂ RN offen und p ∈ ∂U . Es gelte in einer Umgebung
W von p, dass

W ∩U = {x ∶ g(x) < 0}, W ∩ ∂U = {x ∶ g(x) = 0}

fuer ein stetig differenzierbares und regulaeres g ∶ W Ð→ R. Dann ist lokal
die äußere Normale gegeben durch

µ(x) ∶= 1

∥∇g(x)∥
∇g(x).

U

g ≡ 0

g > 0

g < 0

Beweis. Nach Konstruktion ist ∂U ∩ W = N(g). Damit gilt also (s.o.)
∇g(x) ∈ Nx∂U fuer alle x ∈ ∂U . Insbesondere ist also µ(x) ∈ Nx∂U . Nach
Konstruktion ist µ normiert. Weiterhin gilt nach dem Satz von Taylor

g(x + sµ(x)) = g(x) + s⟨∇g(x), µ(x)⟩ + kleiner Fehler ∼ s∥∇g(x)∥.

Damit folgt die dritte Eigenschaft der ausseren Normalen. ◻

Wir beginnen nun mit einer Vorversion des Satzes von Stokes.
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Lemma (Kleiner Stokes). Sei Q = (a1, b1) × . . . × (aN , bN) ⊂ RN offen und
nichtleer. Sei Q′ ∶= (a1, b1) × . . . × (an−1, bn−1) und h ∶ Q′ Ð→ (aN , bN) stetig
diffbar und

Ω ∶= {x′, xN) ∈ Q′ × (aN , bN) = Q ∶ xN > h(x′)},
M ∶= Graph von h und µ die aussere Normale an M d.h.

µ(x) ∶= 1

∥(∇h(x′),−1)∥
(∇h(x′),−1).

Sei f ∶ Q Ð→ R stetig diffbar mit kompaktem Traeger in Q. Dann gilt fuer
jedes j = 1, . . . ,N

∫
Ω
∂jf(x)dλ(x) = ∫

M
f(x)µj(x)dσ(x).

Geometrische Situation:

aN

bN

Q′

Ω

h

M
µ

● g = h − xN = 0 auf M , < 0 auf Ω , > 0 auf Ωc. Entsprechend der
vorigen Proposition ist ∇g = (∇h,−1) die aussere Normale.

● Die Funktion f : f mit Traeger in Q.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Faelle fuer den Wert von j. Wir schreiben
im Beweis oft dx statt dλ(x), wenn nach dem Lebesguemass in RN integriert
wird.

Es ist j = N . Wir rechnen unter Nutzen des Satzes von Fubini im ersten
Schritt:

∫
Ω
∂Nf(x)dx = ∫

Q′
∫

bN

h(x′)
(∂Nf)(x′, xN)dxNdλ(x′)

(HDI) = ∫
Q′

(f(x′, bN) − f(x′, h(x′)))dx′

(f kpt Traeger) = −∫
Q′

f(x′, h(x′))dx′

= ∫
Q′

f(x′, h(x′)) −1√
1 + ∣∇h(x′)∣2

√
1 + ∣∇h(x′)∣2dx′

(Definition µ) = ∫
Q′

f(x′, h(x′))µN(x)
√

1 + ∣∇h(x′)∣2dx′

(Definition Oberflaechenintegral) = ∫
M
f(x)µN(x)dσ(x).
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Das zeigt die Aussage in diesem Fall.

Es ist j < N . Wir rechnen:

∫
Ω
∂jf(x)dx = ∫

Q′
∫

bN

h(y)
∂jf(y, t)dtdy

(!) = ∫
Q′

∂j (∫
bN

h(y)
f(y, t)dt)dy + ∫

Q′

(∂jh)(y)f(y, h(y))dy

(Erster Term verschwindet !!) = ∫
Q′

(∂jh)(y)f(y, h(y))dy

= ∫
Q′

f(y, h(y))
∂jh(y)√

1 + ∣∇h(y)∣2
√

1 + ∣∇h(y)∣2dy

(Definition µ) = ∫
Q′

f(y, h(y))µj(y)
√

1 + ∣∇h(y)∣2dy

(Definition Oberflaechenintegral) = ∫
M
f(x)µj(x)dσ(x).

Es bleibt (!) und (!!) zu zeigen.

Zu (!): Fuer Funktionen F auf Teilmengen von R×RN−1 gilt nach Kettenregel

∂yj(y ↦ F (h(y), y)) = (∂1F )(h(y), y)∂jh(y) + (∂jF )(h(y), y).

Betrachtet man nun die Funktion (s, y)↦ F (s, y) ∶= ∫
bN
s f(y, t)dt also

F (h(y), y) = ∫
bN

h(y)
f(y, t)dt,

so gilt

(∂1F )(h(y), y) = −f(y, h(y))

und

(∂jF )(h(y), y) = ∫
bN

h(y)
∂jf(y, t)dt.

Damit folgt (!). (Hier bezeichnen wir die Ableitung von F nach der j-ten
Koordinate mit ∂j und die ’totale’ Ableitung nach yj mit ∂yj .)

Zu (!!): Es gilt

∫
Q′

∂j (∫
bN

h(y)
f(y, t)dt)dy = ∫

Q′′
∫

bj

aj
∂j (∫

bN

h(y)
f(y′′, yj , t)dt)dyjdy′′

(HDI) = ∫
Q′′

(∫
bN

h(y′′,bj)
f(y′′, bj , t)dt − ∫

bN

h(y′′,aj)
f(y′′, aj , t)dt)dy′′

(f kpt Traeger) = 0.

(Der letzte Schritt folgt, da f kompakten Traeger hat, also f(⋅, aj , ⋅) =
f(⋅, bj , ⋅) = 0 gilt.) ◻

Notation. Eine Funktion f ∶ U ∪∂U Ð→ Rk heisst stetig differenzierbar, wenn
es eine offene Umgebung W von U ∪ ∂U und eine stetig differenzierbare
Fortsetzung von f auf W gibt.
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Theorem (Allgemeiner Satz von Stokes). Sei U eine beschraenkte offene
Teilmenge von RN mit glattem Rand M und ausserer Normale µ. Sei f ∶
U ∪ ∂U Ð→ R stetig differenzierbar. Dann gilt fuer j = 1, . . . ,N

∫
U
∂jf(x)dλ(x) = ∫

∂U
f(x)µj(x)dσ(x).

Bemerkung. Der SonderfallN = 1 liefert gerade den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (siehe Diskussion am Anfang des Kapitels).

Beweis. Es ist U abgeschlossen und beschraenkt, also kompakt. Fuer je-
des x ∈ U waehlen wir nun einen offenen achsenparallelen Quader Qx mit
(Zeichnung)

● Qx ∩M ist als Graph darstellbar, falls x ∈M .
● Qx ∩M = ∅, falls x ∉M .

Dann ist Qx, x ∈ U , eine offene Ueberdeckung des kompakten U . Daher gibt
es x1, . . . , xn ∈ U mit

U ⊂
n

⋃
k=1

Qxk .

Setze Qk ∶= Qxk und waehle eine dazu untergeordnete Partition der Eins
{ϕ1, . . . , ϕn} (also insbesondere suppϕk ⊂ Qk).
Dann gilt, wobei wir im folgenden wieder dx statt dλ(x) schreiben, wenn
nach dem Lebesguemass in RN integriert wird:

∫
U
∂jfdx = ∫

U
∂j (

n

∑
k=1

ϕkf)dx

=
n

∑
k=1
∫
U
∂j(ϕkf)dx

(suppϕk ⊂ Qk) =
n

∑
k=1
∫
U∩Qk

∂j(ϕkf)dx.

Wir untersuchen nun die einzelnen Summanden und zeigen

(∗) ∫
U∩Qk

∂j(ϕkf)dx = ∫
M
µj(x)(ϕkf)dσ(x)

fuer alle k. Dazu unterscheiden wir zwei Faelle.

Fall 1: Qk ∩M = ∅, d.h. Qk ⊂ U . Da Qk ⊂ U , also Qk ∩ U = Qk und da der
Traeger von ϕkf eine kompakte Teilmenge von Qk ist, gilt:

∫
U∩Qk

∂j(ϕkf)dx = ∫
Qk
∂j(ϕkf)dx

(HDI) = 0.

Da ϕk in Qk getragen ist und Qk leeren Schnitt mit M hat, folgt weiterhin
ϕk = 0 auf M . Das liefert

∫
M

(ϕkf)dσ(x) = 0.

Das zeigt (∗) in diesem Fall.

(Bemerkung: Den ersten Fall kann man so zusammenfassen, dass alle ’inne-
ren Integrale’ verschwinden).
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Fall 2: Qk ∩M ≠ ∅ d.h. Qk ∩M als Graph darstellbar. Dann folgt aus dem
’kleinen Stokes’ und suppϕk ⊂ Qk also

∫
U∩Qk

∂j(ϕkf)dx = ∫
M∩Qk

µj(x)(ϕkf)dσ(x) = ∫
M
µj(x)(fϕk)(x)dσ(x).

Das zeigt (∗) auch in diesem Fall.

Aus (∗) und der obigen Rechnung ergibt sich

∫
U
∂jfdx =

n

∑
k=1
∫
U∩Qk

∂j(ϕkf)dx

(∗) =
n

∑
k=1
∫
M
µj(x)(ϕkf)dσ(x)

(Partition der Eins) = ∫
M
µj(x)fdσ(x).

Das beweist den Satz. ◻
Bemerkung. Auch wenn die Menge U keinen glatten Rand hat, kann man
unter Umstaenden den Satz von Stokes noch anwenden unter Zuhilfenah-
me von geeigneten Approximationen. Zeichnung. Glaetten eines Quadrates
durch Abrunden der Ecken. Die Eckpunkte sind eine ’Nullmenge’.
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Die klassischen Integralsaetze

Hier lernen wir eine Reihe von Folgerungen aus dem allgmeinen Satz von
Stokes des letzten Abschnittes kennen.

1. Grundlegende Groessen der Vektoranalysis

Sei U ⊂ RN offen. Wir kennen schon den Gradienten gradf ∶ U Ð→ RN einer
(stetig) differenzierbaren Funktion f ∶ U Ð→ R. Ist F ∶ U Ð→ RN ein (stetig)
differenzierbares Vektorfeld, so wird die Funktion

U Ð→ R, x↦
N

∑
j=1

∂jFj(x)

die Divergenz des Vektorfeldes F gennant und mit divF bezeichnet. Fuer ein
zweimal stetig diffbares reelles f ∶ U Ð→ R definieren wir den Laplace von f
als die Funktion ∆f ∶ U Ð→ R mit

∆f(x) ∶=
N

∑
j=1

∂2
j f(x).

Es gilt (wie man leicht nachrechnet)

∆f = div(gradf).

Fuer N = 2 oder N = 3 so fuehren wir noch die Rotation des Vektorfeldes F
ein durch

rotF ∶ U Ð→ R, rotF (x) = ∂1F2(x) − ∂2F1(x)
falls (N = 2) und

rotF ∶ U Ð→ R3, rotF (x) = (∂2F3 − ∂3F3, ∂3F1 − ∂1F3, ∂1F2 − ∂2F1)

(falls N = 3). (Es handelt sich um zyklische Vertauschungen von 1,2,3 be-
ginnend mit der ’Koordinate’.)

Notation. Man schreibt auch ∇f statt gradf , ∇ ⋅ F statt divF und ∇ × F
statt rotF .

Ist N = 3, so gilt fuer alle zweimal stetig diffbaren Funktionen f ∶ U Ð→ R

rot grad f ≡ 0

sowie fuer alle zweimal stetig diffbaren Vektorfelder F ∶ U Ð→ R3

div rot F ≡ 0.

(Uebung)
Schliesslich erweist sich noch der Begriff des Flusses als nuetzlich.
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Definition (Fluss). Sei M eine Hyperflaeche und µ ∶M Ð→ RN eine nor-
mierte stetige Normale. Ist F eine Vektorfeld auf einer offenen Umgebung
von M , so nennt man

∫
M

⟨F,µ⟩dσ(x)

den Fluss von F durch M (in Richtung von µ).

2. Die Saetze von Gauss und Green

In diesem Abschnitt lernen wir zwei wichtige Saetze der Analysis kennnen,
die einfache Folgerungen aus dem Satz von Stokes sind.

Theorem (Satz von Gauss). Sei U ⊂ RN offen und beschraenkt mit glattem
Rand. Sei µ die aeussere Normale. Sei F ∶ U ∪ ∂U Ð→ RN stetig diffbar.
Dann gilt

∫
U
divFdx = ∫

∂U
⟨F (x), µ(x)⟩dσ(x).

Beweis. Das folgt sofort aus dem Satz von Stokes durch Summieren:

∫
U
divFdx = ∫

U

N

∑
j=1

∂jFjdx = ∫
∂U

N

∑
j=1

Fjµjdσ.

Das beendet den Beweis. ◻
Bemerkung. Der Satz von Gauss erscheint hier als direkte Folge des all-
gemeinen Satzes von Stokes. Man kann auch die umgekehrte Implikation
einfach zeigen, indem man fuer ein festes j ∈ {1, . . . ,N} das Vektorfeld
F = (0, . . . ,0, f,0 . . .) mit f an der j-ten Komponenten betrachtet. Die ent-
sprechende einfache Rechnung bleibt zur Uebung ueberlassen.

Bemerkung - Rechenhilfe.
Ist ∂U durch die Funktion ψ ∶ V Ð→ ∂U parametrisiert, so gilt nach einer
oben diskutierten Folgerung zur Normalen einer Flaeche mit ν ∶= ∂1ψ ∧ . . .∧
∂N−1ψ also µ = 1

∣ν∣ν und ∣ν∣ = Gψ. Damit folgt

∫
∂U

⟨F (x), µ(x)⟩dσ(x) = ∫
∂U

⟨F (x), 1

∣ν∣
ν⟩dσ(x) = ∫

V
⟨F (x), ν(x)⟩dv

(bis auf evtl. ein Vorzeichen). Fuer das Ausrechnen derart gegebener Ober-
flaechenintegrale muss also nicht die Gramsche Determinanten berechnet
werden, sondern es reicht ν zu berechnen.

Wir geben nun zwei Deutungen des Satzes von Gauss bzw. der Divergenz.

Deutung - statische inkompressible Situation. (Quellen, aber keine Verdich-
tung moeglich)
Betrachte einen zeitunabhaengigen Fluss F ∶ RN Ð→ RN mit einer Quellen-
dichte q ∶ RN Ð→ R. Dann gilt im inkompressiblen Fall

Nettofluss aus U = Nettoerzeugnis in U.

Wir rechnen beide Seiten aus

Nettofluss = ∫
∂U

⟨F,µ⟩dσ (Gauss)= ∫
U
∇ ⋅ Fdx
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und

Nettorerzeugnis = ∫
U
q(x)dx.

Gleichsetzen ergibt (da U beliebig, Uebung) also

q = divF.
Die Divergenz ist also eine Quellendichte.

Besonders relevant ist der Fall, dass F selber eine Gradientenfeld ist F = ∇ϕ.
Dann ist also die Quellendichte gegeben durch q = divF = divgradϕ = ∆ϕ.

Deutung - dynamische Situation mit Substanzerhaltung (Keine Quellen,
aber Verdichtung moeglich)
Es fließe eine Substanz im RN beschrieben durch den Strom j = j(x, t) und
die Dichte %(x, t). Dann ist die Masse m in einer Menge U ⊂ RN also

m =mU = ∫
U
%dx.

Fuer die zeitliche Aenderung der Masse gilt bei Substanzerhaltung also

Fluss aus U = Zeitliche Aenderung der Masse in U.

Es gilt

Aenderung der Masse = ∂tm = ∫
U
∂t%dx

sowie nach Gausschem Satz

Fluss aus U = ∫
∂U

⟨j, µ⟩dσ(x) = ∫
U
divjdx.

Gleichsetzen ergibt (da U beliebig) also

∂t% = divj.
Das ist als Kontinuitaetsgleichung bekannt.

Theorem (Greensche Formel). Sei U ⊂ RN offen mit glattem Rand. Sei µ
die aussere Normale. Seien f, g ∶ U ∪ ∂U Ð→ R zweimal stetig diffbar. Dann
gilt

∫
U
(f(x)∆g(x)−g(x)∆f(x))dx = ∫

∂U
f(x)⟨∇g(x), µ(x)⟩−g(x)⟨∇f(x), µ(x)⟩dσ(x).

Bemerkung. Es ist ⟨∇f(x), µ(x)⟩ gerade die Richtungsableitung von f in
Richtung der ausseren Normale. Diese wird oft auch als Normalenableitung
von f bezeichnet und als ∂µf geschrieben. Damit lautet dann der Satz

∫
U
(f∆g −∆fg)dx = ∫

∂U
f∂µg − g∂µfdS(x).

Beweis. Direkte Rechnung (Produktregel) zeigt

∇ ⋅ (f(x)∇g(x)) = ⟨∇f(x),∇g(x)⟩ + f(x)∆g(x)
und entsprechend

∇ ⋅ (g(x)∇f(x)) = ⟨∇g(x),∇f(x)⟩ + g(x)∆f(x).
Bilden der Differenz und Anwenden des Gausschen Satzes liefert die Be-
hauptung. ◻
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Folgerung. Situation wie im vorigen Satz. ϕ ∶ U ∪∂U Ð→ R zweimal stetig
diffbar. Dann gilt

∫
U

∆ϕ(x)dx = ∫
∂U

⟨∇ϕ(x), µ(x)⟩dσ(x).

Beweis. Setze f ≡ 1 und g = ϕ im vorigen Satz. ◻

Bemerkung - Interpretation. Sei ϕ Potential des Kraftfeldes ∇ϕ. Dann ist

∫
∂U

⟨∇ϕ(x), µ(x)⟩dσ(x)

der Fluss des Feldes durch den Rand (nach Aussen). Mit dem Satz von
Gauss erhaelt man dann die Gleichheit dieses Flusses mit ∫U ∆φdx. Damit
kann man dann ∆u als Quellendichte interpretieren.

3. Der Satz von Stokes in der Ebene

Wir betrachten eine Menge, die durch eine Kurve berandet ist. Zeichnung.

Theorem. Sei U ⊂ R2 offen und zusammenhaengend mit glattem Rand M ,
der eine regulaere injektive Parametrisierung durch eine geschlossene (d.h.
γ(a) = γ(b)) stetig diffbare Kurve γ ∶ [a, b] Ð→ R2 besitzt (so dass U ’links’
von γ liegt). Ist F ∶ U ∪M Ð→ R2 ein stetig diffbares Vektorfeld, so gilt

∫
U
rotFdx = ∫

γ
Fdγ.

Beweis. Wir beginnen mit einer kleinen Vorueberlegung: Ist (µ1, µ2) die
aeussere Normale an M , so ist (−µ2, µ1) also ein normierter Tangentialvek-
tor, der durch Drehung um 90○ entgegen dem Uhrzeigersinn entsteht. Da
das Gebiet U links von γ liegt, ist dann (−µ2, µ1) der normalisierte Tangen-
tialvektor in Richtung der Kurve γ. (Zeichnung) Es gilt also

1

∣γ′(t)∣
(γ

′

1(t), γ
′

2(t)) = (−µ2, µ1).

Nun zum eigentlichen Schluss: Mit dem Satz von Stokes (oder dem Satz von
Gauss) und der Parametrisierung γ erhalten wir

∫
U
rotFdx = ∫

U
(∂1F2(x) − ∂2F1(x)dx

(Gauss) = ∫
M

(F2(x)µ1(x) − F1(x)µ2(x))dσ(x)

= ∫
M

⟨(F1, F2), (−µ2, µ1)⟩dσ(x)

(Parametrierung) = ∫
b

a
⟨(F1, F2), (−µ2, µ1)⟩(γ(t))∣γ′(t)∣dt

(V orueberlegung) = ∫
b

a
⟨(F1, F2)(γ(t)),

1

∣γ′(t)∣
(γ

′

1(t), γ
′

2(t))⟩∣γ′(t)∣dt

= ∫
b

a
⟨f ○ γ, γ′⟩dt.

Das beendet den Beweis. ◻
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Folgerung. Seien U und γ wie im Satz. Dann ist die Flaeche F (U) von U
gleich der Haelfte des Kurvenintegrals ueber das Vektorfeld k(x, y) = (−y, x)
ueber γ d.h. es gilt

F (U) = 1

2
∫
γ
k(x, y)dγ = 1

2
∫

b

a
⟨(−γ2, γ1), γ′(t)⟩dt.

Beweis. Uebung. ◻
Bemerkung. Die Formel kann man (zeichnerisch) interpretieren. Dabei nutzt
man, dass sin(π/2 − α) = cos(α) gilt: Es ist

1

2
⟨(−γ2, γ1), γ′(t)⟩dt = 1

2
∣(−γ2, γ1)(t)∣∣γ′(t)∣dt cos(eingeschlossener Winkel ((−γ2, γ1), γ′))

= ∣γ(t)∣∣γ′(t)∣ sin(eingeschlossener Winkel (γ(t), γ′(t)))

= 1

2
∣a∣∣b∣ sin(Winkel(a,b))

= Flaeche des infinitesimalen Dreiecks mit Seiten a = γ und b = γ′dt

4. Der Satz von Stokes im R3.

Wir betrachten folgende Situation: Sei U ⊂ R2 offen und zusammenhaengend
mit glattem Rand M , der eine regulaere injektive Parametrisierung durch
eine stetig diffbare Kurve γ ∶ [a, b] Ð→ R2 besitzt (so dass U ’links’ von γ
liegt). Sei ϕ ∶ U ∪M Ð→ R3 eine stetig diffbare regulaere Parametrisierung.
Das Bild von ϕ (die ’Haube’) werde mit H bezeichnet. Dann gilt mit % ∶= ϕ○γ
und µ ∶= 1

∣∂1ϕ∧∂2∧∣(∂1ϕ ∧ ∂2ϕ)

∫
H
⟨rotF,µ⟩dσ(x) = ∫

%
Fd%

fuer jedes stetig diffbare Vektorfeld F ∶H Ð→ R3.

Diese Aussage kann man mittels einer etwas laenglichen Rechnung auf die
zweidimensionale Version des Satz von Stokes zurueckfuehren. Wir verzich-
ten an dieser Stelle auf die Details.





KAPITEL 8

Etwas Fourieranalysis

In diesem Abschnitt lernen wir ein wichtiges Hilfsmittel fuer viele Bereiche
der Mathematik und Physik kennen: Die Fouriertransformation.

1. Die Fouriertransformation auf RN

Wir geben kurz einen Ueberblick der kommenden Attraktionen: Fuer geeig-
nete Funktionen f auf RN ist die Fouriertransformation Ff definiert durch

Ff ∶ RN Ð→ C, Ff(x) = (2π)−N/2∫
RN

e−ixyf(y)dy.

Das kann man als eine (verallgemeinerte) Linearkombination von Wellen
x ↦ e−ixy gemäß einer Dichte f ansehen. Entsprechend spielt Fouriertrans-
formation bei allen Arten von Untersuchungen von Wellen eine Rolle. Die
Fouriertransformation ist dann invertierbar mit Inverser gegeben durch

F −1g(x) ∶= (2π)−N/2∫
RN

eixyg(y)dy.

Man kann also aus der Ueberlagerung von Wellen wieder die Dichte zurueck-
gewinnnen und umgekehrt.
Hier steht natuerlich xy fuer

⟨x, y⟩ =
N

∑
j=1

xjyj ,

d.h. es ist

eixy = ei∑
N
j=1 xjyj , e−ixy = e−i∑

N
j=1 xjyj .

Die Fouriertransformation vertauscht Differentiation mit Multiplikation mit
den Koordinatenfunktionen und daher ruehrt ihre Bedeutung in der Unter-
suchung von partiellen Differentialgleichungen.

Wir werden die eben skizzierten Ideen nun praezise fassen.

Dazu erinnern wir zunaechst an die Multiindexnotation. Ein Multiindex
der Dimension N ist ein (α1, . . . , αN) ∈ NN0 . Fuer einen solchen Multiindex
definiert man

∣α∣ ∶=
N

∑
j=1

αj Betrag oder Laenge des Multiindex

und die Funktion

RN Ð→ C, x↦ xα ∶=
N

∏
j=1

x
αj
j fuer x ∈ RN .

83
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Diese Funktionen bilden eine Basis der Vektorraumes der Polynome. Wei-
terhin assoziiert man zu einem Multiindex α den Operator Mα der Multi-
plikation mit xα, d.h.

Mαf = xαf
fuer f ∶ RN Ð→ C und den Operator Dα der α-Ableitung

Dα ∶=
N

∏
j=1

(1

i

∂

∂j
)
αj

=
N

∏
j=1

D
αj
j = (−i)∣α∣

N

∏
j=1

∂αj

∂x
αj
j

mit Dj ∶= 1
i
∂
∂j

. Dieser Operator wirkt auf ein beliebig oft differenzierbares

f ∶ RN Ð→ C in der schon aus dem zweiten Semester bekannten (induktiv
definierten) Weise durch

D0f = f Dα+ej ∶=Dj(Dαf)

(fuer die standard Orthonormalbasis ej , j = 1, . . . ,N , in RN ). (Hier heisst

eine Funktion f ∶ RN Ð→ C beliebig oft differenzierbar, wenn sowohl Realteil
als auch Imaginaerteil von f beliebig oft differenzierbar sind.)

Der Schwartzsche Raum (nach Laurent Schwartz) S ∶= S(RN) der schnell
fallenden Funktionen auf RN ist der Vektorraum aller beliebig oft differen-
zierbaren f ∶ RN Ð→ C mit der Eigenschaft, dass zu zu jedem β ∈ NN0 und
α ∈ NN0 ein C = Cα,β(f) existiert mit

∣xβ ∣∣Dαf(x)∣ ≤ C

fuer alle x ∈ RN . Eine aequivalente Charakterisierung definiert den Schwartz-
raum als diejenigen beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf RN , fuer
die gilt

sup
x∈RN

(1 + ∣x∣)p∣Dαf(x)∣ <∞

fuer alle p ∈ N und α ∈ NN0 . Es ist nicht schwer zu sehen (Uebung), dass der
Raum S invariant ist under Anwendung von Dα und Mα (d.h. fuer jedes
f ∈ S gehoeren auch Dαf und Mαf zu S fuer jeden Multiindex α).

Fuer Funktionen aus S koennen wir die Fouriertransformation definieren.

Proposition. Fuer f ∈ S existiert

g(x) ∶= (2π)−N/2∫
RN

e−ixyf(y)dy

fuer jedes x ∈ RN und die Funktion g ∶ RN Ð→ C, x ↦ g(x), ist stetig und
beschraenkt.

Beweis. Sei (fuer festes x ∈ RN ) die Funktion h definiert durch h(y) ∶=
e−ixyf(y). Dann ist h stetig und es gilt

∣h(y)∣ = ∣f(y)∣(1 + ∣y∣)N+1 1

(1 + ∣y∣)N+1
≤ C

(1 + ∣y∣)N+1

(da f ∈ S). Daher existiert g als Lebesgueintegral, und es gilt

∣g(x)∣ ≤ C ∫
1

(1 + ∣y∣)N+1
dy <∞
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fuer alle x ∈ RN . Es ist also g beschraenkt. Weiterhin gilt mit einer aehnlichen
Argumentation

∣g(x) − g(x′)∣ ≤ (2π)−N/2∫
RN

∣e−ixy − e−ix
′y ∣∣f(y)∣dy

≤ (2π)−N/2∫
RN

∣e−ixy − e−ix
′y ∣∣f(y)∣(1 + ∣y∣)N+1) 1

(1 + ∣y∣)N+1
dy

≤ C ∫
RN

∣e−ixy − e−ix
′y ∣ 1

(1 + ∣y∣)N+1
dy

→ 0 , x→ x′.

(Zum letzten Schritt: Zerlege RN in BR und RN ∖BR mit R so gross, dass

C ∫
RN∖BR

1

(1 + ∣y∣)N+1
dy < ε

2
.

Nutze nun die gleichmaessige Konvergenz von ∣e−ixy −e−ix′y ∣→ 0 auf BR, um
(auf BR den Grenzwert mit der Integration zu vertauschen. ) ◻

Definition. Fuer f ∈ S definieren wir die Fouriertransformation Ff von
f durch Ff(x) ∶= (2π)−N/2 ∫RN e

−ixyf(y)dy.

Notation. Man schreibt auch f̂ statt Ff .

Lemma (Grundlegende Eigenschaften von F ). Es gilt FS ⊂ S und

DαFf = (−1)∣α∣FMαf und MαFf = FDαf

fuer alle f ∈ S und α ∈ NN0 .

Beweis. Sei Mj die Multiplikation mit xj und ej der j-te Einheitsvektor in

RN . Mit f gehoert auch Mjf zu S (klar!). Weiterhin gilt

Ff(x + hej) − Ff(x) = (2π)−N/2∫
RN

e−ixy(e−ihyj − 1)f(y)dy

= (2π)−N/2∫
RN

e−ixyf(y) (∫
h

0
(−iyj)e−ityjdt)dy

(Fubini) = −i(2π)−N/2∫
h

0
(∫

RN
e−i(x+tej)yyjf(y)dy)dt

= −i∫
h

0
(FMjf)(x + tej)dt.

Damit folgt nach dem HDI (da die Fouriertransformation nach der schon
bewiesenen Proposition stetig ist)

∂jFf(x) = −i(FMjf)(x)

also

DjFf = −FMjf.

Es ist also DjFf wieder das Fourierbild einer Funktion aus S naemlich Mjf
und wir koennen das Verfahren iterieren. Induktiv erhaelt man dann

DαFf = (−1)∣α∣(FMαf).
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Damit ergibt eine kleine Rechnung

(MβD
αFf)(x) = xβ(2π)−N/2(−1)∣α∣∫ e−ixyyαf(y)dy

(Dβ
y e

−ixy = (−1)∣β∣xβe−ixy) = (2π)−N/2(−1)∣α∣+∣β∣∫ (Dβ
y e

−ixy)(yαf(y))dy

(part.Int) = (2π)−N/2(−1)∣α∣∫ e−ixyDβ(yαf(y))dy

(Dβ(yαf(y)) ∈ S) = (−1)∣α∣(FDβMαf)(x).

Damit folgen sofort die beiden im Lemma genannten Gleichungen (indem
man die Faelle α = 0 bzw. β = 0 betrachtet).

Es bleibt FS ⊂ S zu zeigen: Sei f ∈ S gegeben. Da DβMαf zu S gehoert, ist
die Fouriertransformation F (DβMαf) beschraenkt nach der vorigen Propo-
sition fuer alle Multiindices α und β. Damit ist dann also nach der kleinen
Rechnung (MβD

αFf) beschraenkt fuer alle Multiindices α und β. Damit
gehoert Ff zu S. ◻

Wir berechnen nun eine spezielle Fouriertransformation. Damit koenen wir
dann die Bijektivitaet der Fouriertransformation auf S anschliessend leicht
beweisen.

Proposition. Sei ϕ ∶ RN Ð→ R, ϕ(x) = exp(−1
2 ∣x∣

2). Dann gehoert ϕ zu S,
und es gilt Fϕ = ϕ.

Beweis. Wir zeigen zunaechst ϕ ∈ S: Offenbar (vgl. Analysis I) ist ϕ beliebig
oft differenzierbar, und es ist ∂αϕ = Pα(x)ϕ(x) mit einem Polynom Pα.
Da die Exponentialfunktion schneller waechst als jedes Polynom, folgt die
gewuenschte Beschraenktheit.

Wir kommen nun zu der Aussage ueber die Fouriertransformation von ϕ.

Die Aussage gilt fuer N = 1. Die Funktion ϕ1 ∶ RÐ→ R, ϕ1(x) = e−
1
2
x2 loest

offenbar das Anfangswertproblem

ϕ
′

(x) + xϕ(x) = 0, ϕ(0) = 1.

Fuer ψ ∶= Fϕ1 gilt nach dem vorigen Satz aber ebenfalls:

ψ′ +Mxψ = iDFϕ1 +MFϕ

(voriger Satz) = −iFMϕ1 + FDϕ1

= −iF (Mϕ + iDϕ)
(ϕ loest DGL) = −iF (Nullfunktion)

= 0

und (wegen 1 = e−i0y )

ψ(0) = Fϕ1(0) =
1

(2π)1/2 ∫ e−
1
2
x2dx = 1.

(Die letzte Gleichheit wurde im letzten Semester gezeigt: Quadrieren, Fu-
bini, Polarkoordinaten...) Damit loesen ϕ1 und ψ das gleiche Anfangswert-
problem. Nach dem Eindeutigkeitssatz (Details muendlich...) gilt also

Fϕ1 = ψ = ϕ1.
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Die Aussage gilt fuer beliebiges N . Offenbar gilt

ϕ(x) =
N

∏
j=1

ϕ1(xj).

Damit folgt

Fϕ(x) = (2π)−N/2∫
RN

e−ixy
N

∏
j=1

ϕ1(yj)dy

= (2π)−N/2∫
RN

N

∏
j=1

e−ixjyjϕ1(yj)dy

(Produkt) =
N

∏
j=1

(2π)−1/2∫
R
e−ixjyjϕ1(yj)dyj

=
N

∏
j=1

Fϕ1(xj)

(N = 1) =
N

∏
j=1

ϕ1(xj)

= ϕ(x).

Das beendet den Beweis. ◻

Theorem. Die Fouriertransformation F ∶ S Ð→ S ist bijektiv. Es gilt

F−1f(x) = Ff(−x) = ∫ eixyf(y)dy.

Insbesondere folgt also F 2f(x) = f(−x) und F 4f = f .

Beweis. Wir zeigen zunaechst einige Hilfsformeln:
Formel (A) (’Umschaufeln’ der Fouriertransformation und Nutzen, dass die
Fouriertransformation Multiplikation mit ei.. in Translation ueberfuehrt):

∫ eixyg(y)(Ff)(y)dy = (2π)−N/2∫ eixyg(y) (∫ e−iyzf(z)dz)dy

= (2π)−N/2∫ f(z) (∫ e−i(z−x)yg(y)dy)dz

= ∫ f(z)(Fg)(z − x)dx

= ∫ (Fg)(z)f(z + x)dz.

Formel (B) (Verhalten der Fouriertransformation unter Skalierung): Mit
gε(x) ∶= g(εx) fuer ε > 0 gilt

(Fgε)(x) = (2π)−N/2∫ e−ixyg(εy)dy

(Trafo z = εy, y = 1

ε
z) = (2π)−N/2ε−N ∫ e−ixy/εg(y)dy

= ε−N(Fg)(x
ε
).
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Formel (C) (Kombination von (A) und (B)):

∫ eixyg(εy)(Ff)(y)dy = ∫ eixygε(y)(Ff)(y)dy

(A) = ∫ (Fgε)(z)f(z + x)dz

(B) = ε−N ∫ (Fg)(z
ε
)f(z + x)dz

(Trafo y = 1

ε
z, z = εy) = ∫ (Fg)(y)f(εy + x)dy

Es gilt also

∫ eixyg(εy)(Ff)(y)dy = ∫ (Fg)(y)f(εy + x)dy.

Wir setzen nun in (C) die Funktion g = ϕ aus der vorangehenden Proposition
und nutzen Fϕ = ϕ und ϕ(0) = 1 und erhalten

(2π)−N/2∫ eixy(Ff)(y)dy = (2π)−N/2∫ eixyϕ(0)(Ff)y)dy

(!) = lim
ε→0

(2π)−N/2∫ eixyϕ(εy)(Ff)y)dy

(C) = lim
ε→0

(2π)−N/2∫ (Fϕ)(z)f(εz + x)dz

(Fϕ = ϕ) = lim
ε→0

(2π)−N/2∫ ϕ(z)f(εz + x)dz

(!!) = (2π)−N/2f(x)∫ ϕ(z)dz

= f(x).
(Zu (!) und (!!): Die Integrale auf RN ∖BR sind klein fuer grosse R. Auf BR
liegt gleichmaessige Konvergenz vor (s.o. fuer einen aehnlichen Schluss). )

Die vorangehende Rechnung zeigt

f(x) = F (Ff)(−x)
also

(∗) f(−x) = (F 2f)(x).
Damit folgt sofort F 4 = I. Damit ist F bijektiv mit Inverser F 3. Weiterhin
folgt aus der Formel (∗) (mit g = F−1f statt f und −x statt x )noch

(F−1f)(x) = (Ff)(−x) = ∫ eixyf(y)dy

fuer alle f ∈ S. Damit sind alle Behauptungen bewiesen. ◻
Die bisher bewiesenen Saetze lassen sich zur Untersuchung des Laplacope-
rator verwenden:

Beispiel/Anwendung. Es gilt

−∆ = F−1M∣x∣2F auf S

(d.h. −∆f = F −1(∣x∣2Ff) fuer alle f ∈ S.)
Bew. Bijektivitaet von F und vorige Formeln.

Fuer die Berechnung von −∆ ist das nicht unbedingt nuetzlich, aber zur
Berechnung von Inversen kann man es gut verwenden:
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Beh. Fuer gegebenes g ∈ S hat die Gleichung (−∆ + 1)f = g in S genau eine
Loesung. Diese ist gegeben durch F−1 1

1+∣⋅∣2Fg.

Bew. Da F den Raum S in sich selber abbildet ist (−∆ + 1)f = g nach
Anwenden von F und der obigen Aussage also aequivalent zu

(M∣⋅∣2 + 1)Ff = Fg

und damit

Ff =
1 + ∣ ⋅ ∣2

Fg.

Mit g gehoert auch Fg und (!)
1+∣⋅∣2Fg zu S. Damit ist letztere Gleichung

aequivalent zu

f = F−1(
1 + ∣ ⋅ ∣2

)Fg.

Das zeigt die gewuenschte Behauptung.

Bemerkung. Entsprechendes gilt wenn man die 1 durch ein α > 0 ersetzt.

Zur Berechnung des Inversen von −∆ reicht das nocht nicht. Das liegt
tatsaechlich daran, dass −∆ in einem spaeter noch zu praezisierenden Sin-
ne nicht invertierbar ist. Immerhin erhalten wir aus unseren Betrachtungen
eine notwendige Bedingung.

Beispiel/Anwendung. Hat die Gleichung −∆f = g fuer ein g ∈ S eine Loesung
f ∈ S, so ist diese gegeben durch F−1 1

∣⋅∣2Fg. (Dabei bezeichnet 1
∣⋅∣2Fg die

dann existierende eindeutige Funktion in S, die fuer x ≠ 0 mit 1
∣x∣2Fg(x)

uebereinstimmt.)
Bew. Wie eben. (Wichtig: Es gehoert zu den Voraussetzungen der Aussage,
dass f also auch Ff = 1

∣⋅∣2Fg zu S gehoert.)

Bemerkung. Es kann mehrere Loesungen geben, die aber nicht alle in S
liegen. Etwa

∆1 ≡ 0 = ∆0.

Fuer weitergehende Betrachtungen erweist sich noch das Konzept der Fal-
tung als nuetzlich. Wir fuehren es als naechstes ein.

Proposition. Fuer f ∈ S und g ∶ RN Ð→ R beschraenkt und meßbar exi-
stiert fuer jedes x ∈ RN das Integral

g ∗ f(x) ∶= ∫ f(y)g(x − y)dy = ∫ g(y)f(x − y)dy(= g ∗ f(x)).

Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass es reicht g als (hoechstens) polynomiell
wachsend vorauszusetzen.
Beweis. Gleichheit der beiden Integrale folgt aus der Substitutionsregel (S ∶
y−− > x−y, ∣detDS∣ = ∣(−1)N ∣ = 1). Existenz des Integrals folgt, da f schnell
faellt. ◻

Notation. Man nennt g ∗ f die Faltung von g und f .

Die Faltung zweier Funktionen vereinigt ’das Beste’ der beiden Funktionen
auf sich.
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Proposition (Glaetten durch Falten). Sei f ∈ S und g ∶ RN Ð→ R be-
schraenkt und meßbar. Dann gilt:
(a) Es ist f ∗ g beliebig oft diffbar und es gilt Dα(f ∗ g) = (Dαf ∗ g).
(b) Fallt g schneller als jedes Polynom, so faellt auch f ∗g schneller als jedes
Polynom.
(c) Haben f und g kompakten Traeger, so hat auch f ∗g kompakten Traeger.

Beweis. (a) Es reicht die Formel fuer die Ableitung zu zeigen. Wir zeigen
das induktiv, nach ∣α∣. Hier diskutieren wir nur den Fall ∣α∣ = 1. Zu zeigen
ist also :

1

h
(f ∗ g(x + hej) − f ∗ g(x))→ (∂jf) ∗ g(x).

Es gilt

(f ∗ g)(x + hej) − (f ∗ g)(x) = ∫ (f(x + hej − y) − f(x − y))g(y)dy

= ∫ g(y)(∫
h

0
∂jf(x + sej − y)ds)dy

= ∫
h

0
(∫ ∂jf(x + sej − y)g(y)dy)ds.

Es ist nun die Funktion s ↦ ∫ ∂jf(x + sej − y)g(y)dy stetig in s (!). Daher
folgt aus dem HDI die Behauptung (a).
Noch zu zeigen (!): Ueblicher Schluss: Ausserhalb einer (grossen) Kugel ist
das Integral sowieso klein. Auf dieser Kugel hat man gleichmaessige Kon-
vergenz.

(b) Offenbar gilt

(1 + ∣x + y∣2) ≤ 2(1 + ∣x∣2)(1 + ∣y∣2).
Damit kann man abschaetzen

∣(1 + ∣x∣2)mf ∗ g(x)∣ = ∣∫ (1 + ∣x∣2)mf(x − y)g(y)dy∣

≤ ∫ (1 + ∣x − y + y∣2)m∣f(x − y)∣∣g(y)∣dy

≤ 2m∫ (1 + ∣x − y∣2)m∣f(x − y)∣(1 + ∣y∣2)N ∣g(y)∣dy.

Der Faktor (1+ ∣x− y∣2)m∣f(x− y)∣ ist beschraenkt, da f ∈ S. Da g schneller
faellt als jedes Polynom ist

(1 + ∣y∣2)m∣g(y)∣ ≤ (1 + ∣y∣)−N−1

integrierbar. Das liefert die Behauptung.

(c) Ist f in K getragen und g in L so ist f ∗g im kompakten K +L getragen:
Damit

f ∗ g(x) = ...∫ f(y)g(x − y)dy
nicht verschwindet muss auf jeden Fall ein y ∈K mit x−y ∈ L existieren und
damit

x ∈ y +L ∈K +L
gelten.

◻
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Folgerung. Sind f, g ∈ S, so gehoert auch f ∗ g zu S.

Beweis. Das folgt sofort aus (a) und (b) der vorangehenden Proposition. ◻

Bemerkung. Gehoeren f und g zu C∞
c (RN), so folgt aus der Proposition

auch f ∗ g ∈ C∞
c (RN).

Beispiel/Anwendung. Ist f ∈ S gegeben und u ∈ S eine Loesung von (−∆ +
α)u = f , so erfuellt w = u∗% fuer jedes beschraenkte meßbare % die Gleichung

(−∆ + α)w = f ∗ %.

Bew. Nach dem schon Bewiesenen gilt

(−∆ + α)w = (−∆ + α)(u ∗ %) = (−∆ + α)u) ∗ % = f ∗ %.

Damit kommen wir nun zu Faltungen und Fouriertransformation.

Lemma. Seien f, g ∈ S gegeben. Dann gilt:
(a) Es gehoert g∗f zu S und es gilt F (g∗f) = (2π)N/2FgFf sowie F−1(g∗
f) = (2π)N/2F −1fF−1g.

(b) Es gehoert fg zu S und es gilt (2π)N/2F (gf) = Fg∗Ff sowie (2π)N/2F−1fg) =
F−1g ∗ F−1f .

Beweis. Es reicht (a) zu zeigen. (Dann folgt (b), da F bijektiv ist). Wir
haben in der vorigen Proposition schon gezeigt, dass f ∗ g zu S gehoert. Es
bleibt die Aussage ueber die (inverse) Fouriertransformation zu beweisen.
Das folgt durch eine direkte Rechnung. Wir behandeln nur die Aussage
ueber die Fouriertransformation:

F (g ∗ f)(x) = (2π)−N/2∫ e−ixy(g ∗ f)(y)dy

(Def) = (2π)−N/2∫ e−ixy ∫ g(y − z)f(z)dzdy

= (2π)−N/2∫ ∫ e−ix(y−z)g(y − z)e−ixzf(z)dzdy

(Sortieren) = (2π)−N/2∫ e−ixzf(z) (∫ e−ix(y−z)g(y − z)dy)dz

(Substitution y − z − − > y) = ∫ e−ixzf(z)Fg(x)dz

= (2π)N/2Ff(x)Fg(x).

Das beendet den Beweis. ◻

Bemerkung. Die Fouriertransformation ’vertauscht’ Translationen mit Mul-
tiplikationen mit ei... (vgl. Uebung). Das ist eine fundamentale Eigenschaft
der Fouriertransformation. Eine differentielle Form dieser Eigenschaft liefert,
dass die Fouriertransformation Ableitungen mit Mulitplikation mit Polyno-
men ’vertauscht’. Eine integrale Form dieser Eigenschaft liefert, dass die
Fouriertransformation Faltungen mit Multiplikationen ’vertauscht’.

Fuer f auf RN wird f̃ definiert durch f̃(x) = f(−x).

Lemma. Fuer f ∈ S gilt F (f̃) = Ff .
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Beweis. Das folgt durch direkte Rechnung:

F f̃(x) = ...∫ e−ixyf̃(y)dy

= ...∫ e−ixyf(−y)dy

(y < −− > −y) = ...∫ eixyf(y)dy

= ...∫ e−ixyf(y)dy.

◻

Folgerung. (Parsevalsche Gleichung fuer S) Fuer f ∈ S gilt die Gleichung

∫ ∣f(x)∣2dx = ∫ ∣Ff(x)∣2dx.

Bemerkung. Die Folgerung liefert die Isometrie der Fouriertransformation
auf L2(RN) (Details muendlich...).

Beweis. Sei g = f ∗ f̃ . Wir berechnen nun g(0) auf zwei Arten.

Zunaechst gilt nach direkter Rechnung

g(0) = ∫
RN

∣f(x)∣2dx.

Andererseits gilt aber unter Nutzen von Fg = (2π)N/2∣F (f)∣2 aufgrund der
vorangehenden Proposition auch

g(0) = F−1(Fg)(0) = 1

(2π)N/2 ∫ 1Fg(x)dx = ∫ ∣Ff ∣2dx.

Gleichsetzen der beiden Ausdruecke fuer g(0) beendet den Beweis. ◻

2. Etwas Distributionentheorie

Die bisherigen Betrachtungen koennen sehr stark verallgemeinert werden.
Das deuten wir in diesem Abschnitt an. Eine detailiertere Diskussion wird
in Vorlesungen zu Distributionentheorie gegeben.
Sei S∗ der algebraische Dualraum von S, d.h. der Vektorraum der linearen
Abbildungen von S nach C. (Algebraischer Dualraum von RN ist RN , evtl.
Details...).

Wir geben zunaechst einige Beispiele von Elementen von S∗:

Die Auswertung in einem festen Punkt gehoert zu S∗. Genauer ist fuer
x ∈ RN

δx ∶ S∗ Ð→ C, f ↦ f(x),
ein Element von S∗.

Jede stetige polynomiell beschraenkte Funktion kann als Element von S∗
aufgefasst werden mittels der kannonischen Abbildung

j ∶ {Beschaenkte stetige Funktionen}Ð→ S∗, h↦ jh

mit

jh(f) ∶= ∫ h(x)f(x)dx.
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Diese Abbildung ist injektiv (Uebung). Insbesondere kann man alle Elemente
aus S auffassen als Element von S∗.
!Auf der konzeptuellen Ebene ist es ein wesentlicher Schritt eine Funktion
nicht mehr als Abbildung auf RN sondern als Abbildung auf S aufzufassen!

Notation: Fuer u ∈ S∗ und f ∈ S setzen wir

(u∣f) ∶= u(f).
(Diese Notation gibt wieder, dass u und f recht ’gleichberechtigt’ sind.)

Wir werden nun auf S∗ Ableitungen, Multiplikation mit Polynomen und
Fouriertransformation einfuehren. Sei dazu u ∈ S∗ gegeben.

(∂α) Fuer α ∈ NN
0 definiert man ∂αu ∈ S∗ via

(∂αu∣f) ∶= (−1)∣α∣(u∣∂αf).

(Mα) Fuer α ∈ NN
0 definiert man Mαu ∈ S∗ via

(Mαu∣f) ∶= (u∣Mαf).
Entsprechend definiert man fuer ein strikt positives Polynom P
noch 1

P u ∈ S
∗ via ( 1

P u∣f) ∶= (u∣ 1
P f).

(F ) Man definiert Fu ∈ S∗ via

(Fu∣f) ∶= (u∣Ff)
und F −1u via

(F −1u∣f) ∶= (u∣F−1f).

Damit haben wir fuer S die entsprechenden Operationen doppelt definiert.
Die jeweiligen Definitionen sind miteinander vertraeglich. Genauer gilt fuer
h ∈ S:

● ∂αjh = j∂αh.
● Mαjh = jMαh.
● Fjh = jFh.

Es vertausche also die Operationen ∂α, Mα und F mit j, wie man sich
auch schoen an einem entsprechenden kommutativen Diagramm klarmachen
kann.
Diese Formeln lassen sich einfach durch eine direkte Rechnung zeigen. Wir
machen das am Beispiel der ersten Formel deutlich und ueberlassen das
Nachrechnen der andern Formeln dem Leser. Es gilt fuer alle f ∈ S

(∂αjh∣f) = (−1)∣α∣(jh∣∂αf)

= (−1)∣α∣∫ h∂αfdx

partielle Integration = ∫ ∂αhfdx

= (j∂αh∣f).
Da f ∈ S beliebig war, folgt die gewuenschte erste Formel.

Notation. Mit diesen Formeln zur Hand und da j auf den stetigen be-
schraenkten Funktionen injektiv ist, werden wir im folgenden (meist) j weg-
lassen und eine stetige beschraenkte Funktion g mit jg identifizieren.
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Wir berechnen nun einige Fouriertransformationen: Es gilt

F (δx) =
1

(2π)N/2 e
−ix⋅

F (e−ix⋅) = (2π)N/2δ−x.

Bew: Das folgt durch direkte Rechnung. Erste Formel:

(F (δx)∣f) = (δx∣F (f)) = F (f)(x) = 1

(2π)N/2 ∫ e−ixyf(y)dy = (jh, f)

mit

h = 1

(2π)N/2 e
−ix⋅.

Zweite Formel:

(F (e−ix⋅)∣f) = (e−ix⋅∣Ff) = (2π)N/2F−1Ff(x) = (2π)N/2f(x).
Das beendet den Beweis.

Die Betrachtungen zur Fouriertransformation auf S liefern nun durch direkte
Rechnung folgendes:

DαFu = (−1)∣α∣FMαu und MαFu = FDαu

fuer alle u ∈ S∗.

Damit folgt (wie oben): Ist w ∈ S∗ (z.B. w = δ0), so hat die Gleichung

(−∆ + α)u = w
genau eine Loesung u ∈ S∗ und diese ist gegeben durch

u = F−1 ( 1

1 + ∣ ⋅ ∣2
Fw) .

Weiterhin definiert man Translationen und Reflexion auf S∗ wie folgt: Zu
u ∈ S∗ und x ∈ RN ist das Element Txu ∈ S∗ via

(Txu∣f) ∶= (u∣f(⋅ + x))
definiert. Fuer u ∈ S∗ wird ũ ∈ S∗ durch

(ũ∣f) ∶= (u∣f̃)
definiert. (Es ist dann ũ in der Tat ein lineares Funktional auf S.) Diese
Definition ist mit der entsprechenden Definition auf S vertraeglich. Genauer
gilt

jf̃ = j̃f .
(Bew. Direkte Rechnung.)

Wir werden nun die Faltung auf den Raum S∗ uebertragen. Dazu definiert
man zu u ∈ S und f ∈ S die Funktion u ∗ f auf RN durch

(u ∗ f)(x) ∶= (u∣f(x − ⋅)).
Diese Definition ist wieder mit der entsprechenden Definition auf S vertaeg-
lich d.h. es gilt

(jf ∗ g)(x) = f ∗ g(x).
An dieser Stelle entsteht aber ein Problem: Es ist nicht klar, ob
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- u ∗ f stetig ist,
- u ∗ f zu S∗ gehoert, also genuegend beschraenkt ist (falls es stetig

ist),
- ∂α(u ∗ f) = (∂αu) ∗ f = u ∗ ∂αf gilt, (falls u ∗ f zu S∗ gehoert).

Es zeigt sich nach harter Arbeit (vgl. Vorlesung Distributionentheorie!), dass

es einen Unterraum S ′ von S∗ gibt, der S und alle δx, x ∈ RN , und viele
weitere Elemente enthaelt, invariant unter Bilden von Ableitungen, Multi-
plikation mit (inversen) Polynomen und (inverser) Fouriertransformation ist
und fuer dessen Elemente u die Faltung u ∗ f sogar zu C∞ gehoert und

∂α(u ∗ f) = (∂αu) ∗ f = u ∗ ∂αf

erfuellt. Die Elemente von S ′ heissen temperierte Distributionen.

Damit erhaelt man eine sehr wichtigen Methode zum Loesen von partiellen
Differentialgleichungen, die wir im Falle von (−∆α)u = w illustrieren. Dazu
berechnet man zunaechst u ∈ S∗ mit

(−∆ + α)u = δ0.

Es gilt (s.o.)

u = F −1 ( 1

1 + ∣ ⋅ ∣2
Fδ0) .

Dieses u heisst Fundamentalloesung. Dieses u gehoert dann zu S ′ (da S ′

entsprechende Invariantzeigenschaften hat und δ0 zu S ′ gehoert.) Fuer ge-

eignete (!) % ∈ S ′ laesst sich weiterhin zeigen, dass u ∗ % existiert und

(−∆ + α)(u ∗ %) = ((−∆ + α)u) ∗ % = δ0 ∗ % = %

gilt. In dieser Weise kann kann (wie auf S s.o.) aus der Fundamentalloesung,
die Loesungen zu anderen rechten Seiten gewinnen (und daher stammt auch
die Bezeichnung Fundamentalloesung).

Bemerkung. Ist P (x1, . . . , xN) = ∑∣α∣≤K cαx
α ein beliebiges Polynom vom

Grad hoechstens K in N - Variablen, so definiert man den Operator P (D)
auf S durch

P (D)f ∶= ∑
∣α∣≤K

cαD
αf

und entsprechend auf S∗. Dann gilt nach dem bisher gezeigten

FP (D)u = PFu

fuer alle u ∈ S∗. Entsprechend laesst sich ein Grossteil der obigen Erwaegun-
gen verallgemeinern. Dabei spielt es dann eine grosse Rolle, ob der Kehrwert
des Polynoms gebildet werden kann. Das fuehrt auf die Theorie elliptischer
Operatoren.
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3. Die Fouriertransformation auf TN

In diesem Abschnitt studieren wir Entwicklung von periodische Funktionen
auf RN in der Form

f(x) = ∑
k∈ZN

cke
ikx.

Eine solche Entwicklung ist formal ganz aehnlich zu der von uns im letzten
Abschnitt bewiesenen Entwicklung

f(x) = F −1(Ff)(x) = 1

(2π)N/2 ∫RN
eixyFf(y)dy

fuer f ∈ S.

Wir beginnen mit Untersuchung von periodischen Funktionen auf R. In die-
sem Fall ist neben der oben angegebenen Darstellung auch eine Darstellung

f(x) = ∑
k≥0

ak cos(kx) +∑
k≥1

bk sin(kx) = ∑
k∈Z

cke
−ikx

von Interesse.

Definition. Eine Funktion auf f auf R heisst (2π)-periodisch, wenn gilt

f(x + 2π) = f(x)
fuer alle x ∈ R.

Bemerkung.

● Natuerlich sind auch andere Perioden als 2π moeglich. Durch Ska-
lieren laesst sich aber der allgemeine Fall auf diesen Fall zurueck-
fuehren.

● Offenbar ist eine Funktion genau dann (2π)-periodisch, wenn gilt

f(x + 2πl) = f(x)
fuer alle x ∈ R und alle l ∈ Z.

● Man definiert

T ∶= R/2πZ ∶= {x + 2πZ ∶ x ∈ R}
mit der kanonischen Projektion

p ∶ RÐ→ T, x↦ x + 2πZ =∶ [x].
Dann ist eine Funktion auf R also genau dann 2π periodisch, wenn
es ein g auf T gibt mit

f = g ○ p.
Offenbar ist [0,2π) ein Repräsentantensystem von T in R, d.h. jedes
z ∈ T kann eindeutig als p(x) mit x ∈ [0,2π) geschrieben werden.
Zeichnung T =Kreislinie)

(Erinnerung: eiφ = cosφ + i sinφ, cosφ = 1
2(e

iφ + e−iφ), sinφ = 1
2i(e

iφ − e−iφ).)
Als naechstes untersuchen wir das (zweit)einfachste Beispiel periodischer
Funktionen.
Beispiele. Typische Beispiele sind sin, cos, ei⋅, e−i⋅ sowie sin(k⋅), cos(k⋅), eik⋅, e−ik⋅
mit k ∈ Z.
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Beispiel - Trigonometrische Polynome:

p(x) = a0

2
+

n

∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx))

= a0

2
+

n

∑
k=1

(ak
1

2
(eikx + e−ikx) + bk

1

2i
(eikx − e−ikx))

= 1

2
(a0 +

n

∑
k=1

((ak − ibk)eikx + (ak + ibk)e−ikx))

=
n

∑
k=−n

cke
ikx

mit

c0 =
a0

2
sowie

ck =
1

2
(ak − ibk)), c−k =

1

2
(ak + ibk), k > 0

und

ak = ck + c−k, bk = ick − ic−k
Beh: Die Koeffizienten sind durch das trigonometrische Polynom eindeutig
bestimmt, durch

ck =
1

2π
∫

2π

0
e−ikxp(x)dx,

bzw.

ak =
1

π
∫

2π

0
p(x) cos(kx)dx, k = 0,1, . . . , n,

bk =
1

π
∫

2π

0
p(x) sin(kx)dx, k = 1, . . . .n.

Bew. Erste Darstellung: Es gilt offenbar

1

2π
∫

2π

0
eilxe−ikxdx = δk,l.

Damit folgt die zweite Darstellung einfach durch Einsetzen von

p(x) =
n

∑
l=−n

cle
ilx.

Zweite Darstellung: Das kann man durch direkte Rechnung zeigen (Uebung)
oder auch direkt aus der ersten Darstellung und den oben hergeleiteten
Formeln fuer ak und bk (als Funktion der cl) ablesen.

Bemerkung. Voellig analoge Aussagen gelten fuer

f(x) = a0

2
+

∞
∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx)) =
∞
∑
k=−∞

cke
kx

falls die Reihen gleichmaessig konvergieren.

Im folgenden geht es nun darum, ’jede’ periodische Funktion als ’Grenzwert’
von trigonometrischen Funktionen zu schreiben. Dabei beschraenken wir uns
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auf Darstellungen mittels der eik⋅. (Diese koennen dann leicht umgerechnet
werden).

Notation. Fuer k ∈ Z definiert man die Funktion ek durch

ek ∶ RÐ→ C, x↦ eikx.

Wir bezeichnen mit L2(T) oder L2([0,2π]) die Menge der Funktionen f ∶
RÐ→ C mit

● f ist 2π periodisch,
● f ist meßbar,
● ∫ 1[0,2π](s)∣f(s)∣2ds <∞.

Fuer f, g ∈ L2([0,2π]) definieren wir

⟨f, g⟩ = 1

2π
∫ 1[0,2π](x)f(x)g(x)dx, ∥f∥ ∶= ⟨f, f⟩1/2.

Dann ist offenbar ⟨⋅, ⋅⟩ ein Semiskalarprodukt. Insbesondere gilt die Cauchy-
Schwarz Ungleichung. (Evtl. Erinnerung Semiskalarprodukte....) Gilt ∥fn −
f∥→ 0, so sagt man, dass die fn gegen f im Quadratmittel konvergieren.

Bemerkung. Offenbar impliziert gleichmaessige Konvergenz die Konvergenz
im Quadratmittel. Die Umkehrung gilt nicht, wie einfache Beispiele zeigen.
(Zeichnung f = 0 auf [0,2π − 1/n] und dann linear bis 1..)

Proposition. Die ek, k ∈ Z, bilden eine Orthonormalsystem in R d.h. es
gilt

⟨ek, el⟩ =
1

2π
∫

2π

0
e−ikxeilxdx = δk,l.

Beweis. Das ist einfach. ◻
Fuer f ∈R definiert man die Fourierkoeffizienten von f durch

ck ∶= ck(f) ∶=
1

2π
∫

2π

0
f(x)e−ikxdx = ⟨ek, f⟩

fuer k ∈ Z. Man definiert weiterhin

sn ∶= sn(f) ∶=
n

∑
k=−n

cke
ikx = ∑

∣k∣≤n
cke

ikx = ∑
∣k∣≤n

ckek.

Der Ausdruck

∑
k∈Z

cke
ikx

heisst dann die Fourierreihe von f . Wie bei Potenzreihen hat dieser Aus-
druck erst einmal KEINEN Sinn. Inbesondere ist erstmal NICHT klar, in
welchem Sinne dieser Ausdruck eine Funktion darstellt. Allerdings haben
wir am Anfang des Abschnittes schon gesehen, dass der Ausdruck bei trigo-
nometrischen Polynomen genau das Polynom darstellt.

Lemma. (Besselsche Ungleichung) Sei f ∈ R und ck = ck(f) und sn wie eben
definiert. Dann gilt

∥f − sn∥2 = ∥f∥2 − ∑
∣k∣≤n

∣ck∣2.

Insbesondere gilt

∑
k∈Z

∣ck∣2 ≤ ∥f∥2 (Besselsche Ungleichung),
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also auch ck → 0, ∣k∣→∞.

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich auf folgender Rechnung (s.u. fuer eine
allgemeinere Diskussion):

∥f − sn∥2 = ∥f −
n

∑
k=−n

⟨ek, f⟩ek∥2

= ⟨f −
n

∑
k=−n

⟨ek, f⟩ek, f −
n

∑
k=−n

⟨ek, f⟩ek⟩

= ∥f∥2 − ⟨f,
n

∑
k=−n

⟨ek, f⟩ek⟩ − ⟨
n

∑
k=−n

⟨ek, f⟩ek, f⟩ + ⟨
n

∑
k=−n

⟨ek, f⟩ek,
n

∑
k=−n

⟨ek, f⟩ek⟩

(Orth.) = ∥f∥2 −
n

∑
k=−n

ckck +
n

∑
k=−n

ckck − ∣ck∣2

= ∥f∥2 −
n

∑
k=−n

∥ck∣2.

Zum Insbesondere: Das folgt sofort aus dem ersten Teil, da ∥ ⋅ ∥ ≥ 0 gilt. ◻

Folgerung. Sei die Situation wie in der vorangegangenen Behauptung.
Dann gilt

∥f∥2 ≥ ∣a0

2
∣ + 1

2

n

∑
k=1

(∣ak∣2 + ∣bk∣2).

Beweis. Es gilt c0 = a0/2 sowie c±k = 1
2(ak ∓ ibk) also ∣ck∣2 + ∣c−k∣2 = 1

2(∣ak∣
2 +

∣bk∣2) fuer alle k ∈ N. ◻
Der entscheidende Satz zur Darstellung von Funktionen aus R mittels Fou-
rierreihe ist nun folgendes Theorem.

Theorem (Konvergenz im Quadratmittel und Parsevalsche Gleichung). Sei
f ∈ L2([0,2π]). Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

● ∥f − sn∥→ 0, n→∞. (’Konvergenz im Quadratmittel’)
● ∑k∈Z ∣ck∣2 = 1

2π ∫ 1[0,2π](x)∣f(x)∣2dx. (’Parsevalsche Gleichung’)

Beweis. Offenbar sind beide Aussagen aequivalent. Eine Skizze zum Beweis
der zweiten Aussage kann wie folgt gegeben werden: Fuer Treppenfunktio-
nen kann die Aussage (mit gewisser Muehe) direkt gezeigt werden. Fuer
allgemeine Funktionen folgt sie dann durch Approximation. ◻
Bemerkung. Es gilt also

f =∑ ckek

in dem Sinne, dass ∥f −∑nk=−n ckek∥ → 0 gilt (d.h, dass die sn im Quadrat-
mittel gegen f konvergieren).

Bemerkung. Definiert man L2([0,2π]) ∶= L2([0,2π])/ ∼ mit f ∼ g falls f =
g fast ueberall, so ist L2([0,2π]) ein Vektorraum mit dem Skalarpodukt
⟨[f], [g]⟩ = ⟨f, g⟩ (wie man leicht sieht). Nach dem vorangehenden Satz ist
die Abbildung

L2([0,2π])Ð→ `2, [f]↦ (k ↦ ck(f))
ist isometrisch. Weiterhin kann man zeigen, dass sie bijektiv ist. Damit
erhaelt sie komplett die Struktur.
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Glattheit der Funktion verbessert die Summierbarkeitseigenschaften der Fou-
rierkoeffizienten.

Lemma (Fourierkoeffizienten der Ableitung). Sei f ∈ R (n − 1)-mal stetig
differenzierbar und fn−1 sei stetig und stueckweise stetig differenzierbar (d.h.

es gibt 0 < t1 < . . . < tN = 2π mit f (n−1)∣[tj ,tj+1] stetig diffbar) mit Fourierko-
effizienten ck, k ∈ Z. Dann sind fuer l = 1, . . . , n die Fourierkoeffizienten von
f (l) gegeben durch (ik)lck. Insbesondere gilt

∑
k∈Z

∣k∣2n∣ck∣2 <∞.

Beweis. Ohne Einschraenkung sei f n-mal stetig diffbar (sonst auf einzel-

nen Intervallen argumentieren). Dann ist fuer l = 1, . . . , n also f (l) stetig

und gehoert also ebenfalls zu R. Fuer die Fourierkoeffizienten c
(l)
k von f (l)

erhaelt man durch partielle Integration (wobei die Randterme aufgrund der
Periodizitaet wegfallen):

c
(l)
k = 1

2π
∫

2π

0
e−ikxf (l)(x)dx

(partielle Integration) = (ik)l ∫
2π

0
e−ikxf(x)dx

= (ik)lck.

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt dann fuer l = n die zweite Aussage.
◻

Bemerkung. (a) Die Fouriertransformation auf S hat die Eigenschaft F (Dαf) =
MαFf . Das Lemma besagt nun eine ganz analoge Eigenschaft der Fourier-
transformation auf L2, naemlich in naheliegender Notation F (Dkf) =Mkf .
(b) Es ist ein allgemeines Phaenomen, dass die Fouriertransformation ’Glatt-
heit’ in ’Fallen’ und umgekehrt ueberfuehrt. Das ist auch der Grund, dass
S in S ueberfuehrt wird (dabei bewirkt, dass Fallen der Funktionen aus S
die Glattheit ihrer Fouriertransformation und die Glattheit der Funktionen,
dass Fallen ihrer Fouriertransformation).

Fuer ’glatte’ Funktionen koennen wir damit nun gleichmaessige Konvergenz
der Fourierreihe erhalten.

Theorem. Ist f ∈ R stetig und stueckweise stetig diffbar, so konvergieren
die sn gleichmaessig (und insbesondere punktweise) gegen f .

Beweis. Aufgrund des vorigen Lemma (mit n = 1) gilt fuer die Fourierkoef-
fizienten ck von f

∑ ∣k∣2∣ck∣2 <∞.
Damit folgt wegen

∣ck∣ = ∣ckk∣
1

∣k∣
≤ 1

2
(∣kck∣2 +

1

∣k∣2
)

(fuer k ≠ 0) also

∑ ∣ck∣ =∑ ∣ckk∣
1

∣k∣
≤∑ ∣kck∣2 +∑

1

∣k∣2
+ ∣c0∣ <∞.
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Damit konvergiert also

sn = ∑
∣k∣≤n

cke
ikx

gleichmaessig gegen eine stetige Funktion g. Damit konvergiert also sn auch
im Quadratmittel gegen g. Damit folgt

∥g − f∥ ≤ ∥g − sn∥ + ∥sn − f∥→ 0, n→∞

also

0 = ∥g − f∥2 = 1

2π
∫

2π

0
∣f(x) − g(x)∣2dx.

Da f und g stetig sind, folgt f = g. ◻

Bemerkung. Ist f ’nur’ stetig, so konvergiert die Fourierreihe im allgemeinen
nicht fuer alle Punkte, aber in den meisten. Tatsaechlich ist die Frage nach
der punktweisen / nicht punktweisen Konvergenz von Fourierreihen eine
ausgesprochen prominentes Forschungsthema.

Beispiel. Sei f periodisch mit f(x) = ∣x∣ fuer ∣x∣ ≤ π. (Zeichnung) Dann
konvergiert die Fourierreihe von f gleichmaessig und ist gegeben durch

f(x) = π
2
− 4

π

∞
∑
n=1

cos(2n − 1)x
(2n − 1)2

.

Insbesondere gilt

π2

8
=

∞
∑
n=1

1

(2n − 1)2
= 1 + 1

32
+ 1

52
+ 1

72
+ ...

π−π

Bew. Gleichmaessige Konvergenz folgt aus vorigem Satz.
Da f gerade ist, kann man f durch eine reine Cosinusreihe darstellen. Es
gilt also

f(x) = a0

2
+

∞
∑
k=1

ak cos(kx)

mit

a0 =
1

π
∫

π

−π
∣x∣dx = π
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und

ak = 1

π
∫

π

−π
∣x∣ cos(ks)dx

= 2

π
∫

π

0
x cos(kx)dx

= 2

π
(1

k
x sin(kx)∣π0 −

1

k
∫

π

0
sin(kx)dx)

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 falls k gerade

− 4
k2π

falls k ungerade.

Damit folgt die Aussage ueber die Fourierkoeffizienten.

Das ’Inbesondere’ folgt durch Einsetzen von x = 0, da f(0) = 0 und cos(0) =
1.

Die obigen Betrachtungen lassen sich direkt auf den hoeherdimensionalen
Fall verallgemeinern. Das diskutieren wir nun kurz und lassen die Details
als Uebung.

Eine Funktion f auf RN heisst periodisch, wenn gilt

f(x) = f(x + 2πl)
fuer alle x ∈ RN und l ∈ ZN . Man definiert

TN ∶= RN/2πZN ∶= {x + 2πZN ∶ x ∈ RN}
mit der kanonischen Projektion

p ∶ RN Ð→ TN , x↦ x + 2πZN =∶ [x].
Dann ist eine Funktion auf Rn also genau dann periodisch, wenn es ein g
auf TN gibt mit

f = g ○ p.
Offenbar ist I = IN ∶= [0,2π)N ein Representantensystem von TN in RN , d.h.
jedes z ∈ TN kann eindeutig als p(x) mit x ∈ [0,2π)N geschrieben werden.

Abbildung 1. T2: durch Verbinden der / und der // erhält
man einen Torus

Sei L2(TN) die Menge der Funktionen f auf RN mit folgenden Eigenschaf-
ten:

● f ist periodisch.
● f ist meßbar.
● ∫ 1[0,2π)N f(x)dx <∞.
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Dann wird durch

⟨f, g⟩ = 1

(2π)N ∫I
f(x)g(x)dx, ∥f∥ ∶= ⟨f, f⟩1/2

ein Semiskalarprodukt mit zugehoeriger Halbnorm auf L2(TN) definiert. Die
ek ∶= eik⋅, k ∈ ZN , bilden wieder ein Orthonormalsystem und man definiert
die Fourierkoeffizienten von f durch

ck ∶= ck(f) ∶= ⟨ek, f⟩
fuer k ∈ ZN und die approximierenden Polynome durch

sn ∶= sn(f) ∶= ∑
∣k∣≤n

cke
ikx.

Damit koennen dann die analogen Aussagen zu den oben bewiesenen. Insbe-
sondere gilt wieder die Besselsche Ungleichung, die Parsevalsche Gleichung
und Konvergenz der Fourierreihe im Quadratmittel.
Lediglich das Konzept der stueckweisen Differenzierbarkeit hat keinen guten
Sinn mehr und wird durch Differenzierbarkeit ersetzt.

4. Die allgemeine Fouriertransformation

Wir untersuchen kurz, was die beiden von uns untersuchten Fouriertrans-
formationen gemeinsam haben.

Sei G = RN bzw. G = TN . Dann ist G eine abelsche Gruppe, jeder Punkt aus
G hat eine kompakte Umgebung und Multiplikation und Inversenbildung
sind stetig (klar, fuer RN . Fuer TN ...) Die duale Gruppe zu G ist definiert
als

Ĝ ∶= {γ ∶ GÐ→ T stetig ∶ γ(t + s) = γ(t)γ(s), γ(e) = 1}.

Beispiel. G = RN : Jedes k ∈ RN definiert durch ek mit ek(x) = eikx ein Ele-

ment aus Ĝ. Man kann zeigen, dass dies alle Elemente von Ĝ sind. (Uebung)

In diesem Sinne gilt Ĝ = RN .

Beispiel. G = TN : Jedes k ∈ (2πZ)N definiert durch ek mit ek(x) = eikx

ein Element aus Ĝ. Man kann zeigen, dass dies alle Elemente von Ĝ sind.
(Uebung) In diesem Sinne gilt Ĝ = (2πZ)N .

Die Fouriertransformation fuer (geeignete) Funktionen f auf G ist dann

definiert als die Funktion F (f) auf Ĝ, die gegeben ist durch

F (f)(γ) ∶= ∫
G
γ(t)f(t)dt.

Die Parsevalsche Gleichung lautet dann

∫
G
∣f(t)∣2dt = ∫

Ĝ
∣F (f)(γ)∣2dγ.

(Man mache sich klar, dass dies in der Tat fuerG = RN undG = TN zutrifft!).

Diese Aussage gelten tatsaechlich fuer alle lokalkompakten abelschen Grup-
pen.

Bemerkung. Die entsprechende Theorie läßt sich noch einmal drastisch er-
weitern. Das führt auf Gelfand’s Theorie der kommutativen Banachalgebren.





KAPITEL 9

Die Waermeleitungsgleichung

Die Waermeleitungsgleichung lautet

∂tψ = ∆ψ auf Ω.

Dabei geht es um folgendes Situation:

● Ω ⊂ RN offen.
● ψ ∶ Ω ×R, (x, t)↦ ψ(t, x) = ψt(x).
● ∂tψt = ∆ψt, ψt(x)→ ψ0(x) fuer t→ 0+.

Diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung / Diffusion eines Stoffes (Tinte,
Ozon, Waerme...) in einem homogenen Medium (Wasser, Luft, Welt...).

1. Herleitung der Waermeleitungsgleichung und formale Loesung

In diesem Abschnitt leiten wir die Gleichung her. Wir betrachten dabei ψ =
ψ(x, t) als Verteilung eines Stoffes, den wir kurz mit ’Waerme’ bezeichnen.
Es gilt

Waermemenge in Volumen V zur Zeit t = ∫
V
ψ(x, t)dx.

Damit folgt

Aenderung der Waermemenge in V zur Zeit t = ∂

∂t
∫
V
ψ(x, t)dx = ∫

V

∂

∂t
ψ(x, t)dx.

Diese Aenderung ist negativ, wenn die Stoffmenge in V geringer wird. An-
dererseits kann man die Aenderung der Waermemenge in V auch ueber den
Zufluss nach V ausdruecken:

Aenderung der Waermemenge in V zur Zeit t = Zufluss zu V

(µ aussere Normale) = −∫
∂V

Fluss ⋅ µ dσ

(Fluss linear und entgegen dem Waermegefaelle) = ∫
∂V

(b(x)∇ψ(x, t)) ⋅ µ dσ

(Stokes) = ∫
V
(∇ ⋅ (b(x)∇ψ(x, t))dx.

(Zu den Vorzeichen: Da wir die aeussere Normale betrachten und es sich
aber um den Zufluss handelt, steht in der zweiten Gleichung ein Minus. Der
Fluss haengt linear vom Waermegefaelle ab, verlaeuft aber diesem Gefaelle
entgegen - ’von warm nach kalt’. Daher tritt in der dritten Gleichung ein
weiteres Minus auf.)
Gleichsetzen der beiden Ausdruecke fuer die Aenderung der Waermemenge
liefert

∫
V
∂tψ(x, t)dx = ∫

V
(∇ ⋅ (b(x)∇ψ(x, t))dx.
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Da V beliebig ist, folgt

∂

∂t
ψ(x, t) = (∇ ⋅ (b(x)∇ψ(x, t)).

Ist das Medium homogen so haengt b nicht von x ab. Ist es darueber hinaus
noch isotrop, so ist b gerade die Identitaet. Damit wird die Gleichung zu

∂

∂t
ψ = ∆ψ.

Das ist gerade die oben betrachtete Gleichung.

Bemerkung. In ’schwacher’ Form wird dies:

∫
∂

∂t
ψφdx = −∫ ⟨b(x)∇ψ,∇φ⟩dx

fuer ’alle’ φ.

Formale Loesung. Rein formal handelt es sich bei der Waermeleitungsglei-
chung um eine gewoehnliche Differentialgleichung allerdings in einem unend-
lichdimensionalen Raum. Entsprechend ist eine formale Loesung gegeben
durch

ψt = et∆ψ0 = Ptψ0

mit dem Operator Pt ∶= et∆. Dieser erfuellt die Halbgruppeneigenschaft
Pt+s = PtPs.
Diese Betrachtungen werden wir nun exakt machen.

2. Die Waermeleitungsgleichung auf RN .

Die Gleichung lautet

∂tψ = ∆ψ auf RN , ψ0 = f.
Es geht also darum ein ψ zu finden, das folgende Eigenschaften hat:

● Es ist ψ ∶ (0,∞)×RN Ð→ R stetig, stetig diffbar nach t, 2 mal stetig
diffbar nach x mit ∂tψ = ∆ψ auf RN , ψ0(x) ∶= limt→0ψt(x) = f(x)..

Jedes solche ψ wird Loesung des Anfangswertproblem ∂tψ = ∆ψ auf RN , ψ0 =
f genannt.

Sei nun f ∈ S. Wir suchen zunaechst ψ mit Werten in S d.h. mit ψt ∈ S fuer
jedes t ∈ [0,∞). Fouriertransformieren der Gleichung fuehrt auf

∂tψ̂t(k) = −∣k∣2ψ̂t(k), ψ̂0 = f̂
fuer alle k ∈ RN . Bei festem k ist das gerade eine gewöhnliche Differenti-
algleichung (in t) mit Anfangsbedingung. Die Loesung lautet (fuer festes
k):

ψ̂t(k) = e−t∣k∣
2

f̂(k).
Ruecktransformieren liefert dann

ψt(x) = F −1ψ̂t

(t fest) = F −1(e−t∣⋅∣
2

Ff)

(Fouriertransform!) = 1

(2π)N/2F
−1(e−t∣⋅∣

2

) ∗ F−1Ff

= pt ∗ f
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mit

pt ∶=
1

(2π)N/2F
−1(e−t∣⋅∣

2

).

Wir werden nun pt berechnen und anschliessend die obige Rechnung in ein
Theorem verwandeln.

Proposition. Sei ϕt(k) ∶= e−t∣k∣
2
. Dann gilt

pt(x) ∶=
1

(2π)N/2F
−1(ϕt) =

1

(4πt)N/2 exp−
∣x∣2

4t .

Beweis. Sei h(x) = e−∣x∣2/2. Wie wir schon aus dem Kapitel zur Fouriertrans-
formation wissen, gilt dann

Fh = h = F −1h. (∗)
Ist ha definiert durch ha(x) ∶= h(ax), so gilt weiterhin

(F −1ha)(k) = a−N(Fh) (1

a
k) . (∗∗)

(Das wurde ebenfalls schon im Kapitel zur Fouriertransformation bewiesen.
Hier folgt noch einmal die Begruendung:

F−1ha(k) = 1

(2π)N/2 ∫ eikxha(x)dx

= ...∫ eikxh(ax)dx

(ax = y) = ..∫ eik
1
a
xh(y) 1

aN
dy

= a−NFh(1

a
k).

Das beendet die Begruendung.)
Nimmt man das Bisherige zusammen, so erhaelt man fuer

ϕt(x) = e−t∣x∣
2

= h((2t)1/2x) = h√
2t(x)

also

(F−1ϕt)(x) = (F −1h√
2t)(x)

(∗∗) =
√

2t
−N

(F −1h)( x√
2t

)

(∗) =
√

2t
−N
h( x√

2t
)

= 1

(2t)N/2 e
− ∣x∣

2

4t .

Damit folgt dann

pt(x) =
1

(2π)N/2F
−1(ϕt) =

1

(4πt)N/2 exp−
∣x∣2

4t .

Das beendet den Beweis. ◻
Damit koennen wir nun die Waermeleitungsgleichung loesen (indem wir die
Rechnung zu Beginn des Abschnittes einfach rueckwaertslesen):
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Theorem. Sei

p ∶ (0,∞) ×RN Ð→ [0,∞), pt(x) =
1

(4πt)N/2 e
− ∣x∣

2

4t .

Dann loest fuer jedes f ∈ S die Funktion

ψt ∶= pt ∗ f

die Gleichung ∂tψt = ∆ψt fuer t > 0 und es gilt

ψt(x)→ f(x), t→ 0

fuer jedes x ∈ RN .

Beweis. Die Aussage ueber das Loesen der Gleichung folgt im wesentlichen
durch ’Rueckwaertslesen’ des obigen Arguments. Wir geben das Argument
aus Vollstaendigkeitsgruenden. Nach Definition von p und vorangegange-
ner Proposition gilt, da die Fouriertransformation Produkte in Faltungen
ueberfuehrt,

ψt = F−1(e−t∣k∣
2

Ff). (∗)

Damit folgt also ψt ∈ S fuer alle t > 0 sowie ψ̂t = e−t∣k∣
2
Ff . Das liefert

(Rueckwaertslesen)

∆ψt = F−1(F∆F −1)Fψt
(∗), (FT ) = F−1((−∣k∣2)e−t∣k∣

2

Ff)
(Direkte Rechnung) = F−1∂t(e−t∣k∣

2

Ff)
= ∂tF

−1(e−t∣k∣
2

Ff)
(∗) = ∂tψt.

Das beendet diesen Teil des Beweises.

Es bleibt die Aussage bei t = 0 zu zeigen: Die Idee ist dabei, dass pt → δ0 gilt
in geeignetem Sinne. Hier sind die Details. Sei x ∈ RN beliebig. Sei ε > 0. Zu
zeigen: ∣ψt(x) − f(x)∣ ≤ ε fuer t > 0 genuegend klein.
Es gilt:

● ∫ pt(x)dx = 1. (Denn: ∫ pt(x)dx = (2π)N/2(Fpt)(0) = 1).
● Fuer jedes δ > 0 gilt

lim
t→0+∫RN∖Uδ(0)

pt(x)dx = 0.

(Denn: Kugelkoordinaten liefern fuer 0 < t ≤ 1

∫
RN∖Uδ(0)

pt(x)dx
Kuko= constante ⋅ ∫

∞

δ
rN−1e−

r2

4t dr

(−r
2

4t
≤ −r

2

8t
− r

2

8
) ≤ constante ⋅ e−

δ2

8t ∫
∞

δ
rN−1e−

r2

8 dr

= constante∗e−
δ2

8t

→ 0, t→ 0.

Damit ist gerade die gewuenschte Aussage.)
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Damit koennen wir nun mit einem kleinen Trick wie folgt rechnen

ψt(x) − f(x) = pt ∗ f(x) − f(x)

(Trick!) = ∫ pt(x − y)f(y)dy − ∫ pt(x − y)f(x)dy

= ∫ pt(x − y)(f(y) − f(x))dy.

Damit folgt fuer beliebiges δ > 0

∣ψt(x) − f(x)∣ ≤ ∫
Uδ(x)

pt(x − y)∣f(y) − f(x)∣dy + ∫
RN∖Uδ(x)

pt(x − y)∣f(y) − f(x)∣dy

≤ 1 ⋅max{∣f(y) − f(x)∣ ∶ y ∈ Uδ(x)} + 2 ⋅ ∥f∥∞∫
RN∖Uδ(x)

pt(x − y)dy.

Waehlt man nun zunaechst δ > 0 so dass der erste Term aufgrund der Stetig-
keit von f in x durch ε/2 abgeschaetzt werden kann, so folgt fuer genuegend
kleine t > 0

∣ψt(x) − f(x)∣ ≤ ε/2 + ε/2 = ε.
Das beendet den Beweis. ◻
Bemerkung. Das Verfahren kann fuer wesentlich allgemeinere f durchge-
fuehrt werden. Es reicht zum Beispiel, wenn f zu Cb(RN) gehoert. Der
Grund ist, dass pt(x) selber die Gleichung

∂tpt = ∆pt

erfuellt. (Nachrechnen! Uebung.) Tatsaechlich kann man noch allgemeinere
f zulassen (die nicht einmal stetig sind) allerdings wird dann unter Um-
staenden die Anfangsbedingung nicht mehr punktweise erfuellt. Jedenfalls
ist die Grundidee dabei, dass die Loesung als Ueberlagerung von Loesungen
geschrieben wird. Eine solche Ueberlagerung ist moeglich, da die Gleichung
linear ist.

Folgerung. Sei fuer t ∈ [0,∞) die Abbildung Pt ∶ S Ð→ S definiert durch

Ptf = pt ∗ f = F−1e−t∣k∣
2
Ff fuer t > 0 und P0f = f . Dann loest t ↦ Ptf

die Waermeleitungsgleichung, und es gilt Pt+s = PtPs. In diesem Sinne gilt
Pt = et∆.

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist Ptf eine Loesung der Waermeleitungs-
gleichung. Es bleibt die Halbgruppeneigenschaft zu zeigen: Das folgt durch
direkte Rechnung. Es gilt nach Definition

Pt = F −1e−t∣k∣
2

F.

Damit folgt

Pt+sf = F−1(e−(t+s)∣k∣
2

Ff) = (F −e−t∣k∣
2

F )(F−1e−s∣k∣
2

F )f = PtPsf.
Das beendet den Beweis. ◻
Bemerkung. Es gilt −∆ = F−1∣k∣2F und et∆ = Pt = F−1e−t∣k∣

2
F . Analog kann

man auf L2(RN) nun beliebige Funktionen g ∶ RÐ→ R des Laplaceoperator
∆ definieren durch

g(−∆)f ∶= F−1g(∣k∣2)Ff.
Das ist ein sehr wirkungsvolles Instrument der Operatortheorie.
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Ein etwas alternativer Zugang zur Waermeleitungsgleichung (und ueber-
haupt zu partiellen Differentialgleichungen) bilden Separationsansaetze. Da-
bei versucht man die in Frage stehende Gleichung durch den Ansatz

ψ(t, x) = f(t)g(x)
zu loesen. Im konkreten Fall fuehrt dies auf:

f ′(t)g(x) = f(t)∆g(x).
Division liefert (wenn die Terme nicht verschwinden)

f ′(t)
f(t)

= ∆g(x)
g(x)

.

Da die linke Seite nur von t abhaengt und die rechte nur von x folgt

f ′(t)
f(t)

= constant = ∆g(x)
g(x)

.

Wir loesen nun die beiden Gleichungen

f ′ = Cf, ∆g = Cg
separat: Gilt C ≤ 0 so sind offenbar Loesungen gegeben durch

f = AeCt, g = eikx

mit −∣k∣2 = C. Insgesamt ergibt sich damit fuer jedes k ∈ RN als eine Loesung
der Gleichung die Funktion

ψ(t, x) = e−t∣k∣
2

eikx.

Durch Ueberlagerung der Loesungen zu verschiedenen k mit den ’Gewichten’
g(k) erhaelt man eine allgemeine Loesung der Form

∫
RN

e−t∣k∣
2

eikxg(k)dk.

Das entspricht der obigen Darstellung

Ptf(x) = F −1(e−t∣k∣
2

f̂)(x) = 1

(2π)N/2 ∫ eikxe−t∣k∣
2

f̂(k)dk.

Die Fourierkoeffizienten 1
(2π)N/2 f̂(k) von f sind gerade die ’Gewichte’ g der

Loesungen eikxe−t∣k∣
2
.

3. Waermeleitungsgleichung auf einem Würfel - periodische
Randbedingungen

Es geht wieder um die Gleichung

∆ψt = ∂tψt
auf RN . Allerdings interessieren wir uns nun fuer Loesungen, die 2πZN pe-
riodisch sind. Das bedeutet, dass ψ eigentlich auf dem Torus RN/(2πZN)
definiert ist. Alternativ kann man sich auch vorstellen, dass ψ auf dem Wu-
erfel [0,2π]N gegeben ist und die periodischen Randbedingungen

∂αψ(...,0, ...) = ∂αψ(. . . ,2π, . . .)
fuer alle Multiindices α und alle Positionen der 0 erfuellt. Daher spricht man
in diesem Fall auch von periodischen Randbedingungen.
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Um diesen Fall zu behandeln, koennen wir die Fouriertransformation auf
dem Torus einsetzen. Das geschieht strukturell ganz analog zu den Betrach-
tungen im vorigen Abschnitt. Daher skizzieren wir das Vefahren nur. Wir
beginnen wieder mit einer formalen Rechnung:

Seien f und ψ glatt und 2πZN periodisch mit

∆ψt = ∂tψt, ψ0 = f.
Anwenden der Fouriertransformation auf dem Torus liefert (bei festem t)
Koeffizienten ck(t), k ∈ ZN mit

ψt(x) = ∑
k∈ZN

ck(t)eikx.

Ist ψ genuegend glatt, so fallen die ck schnell und sind differenzierbar und
man erhalt aus der Gleichung

∑
k∈ZN

c′k(t)e
ikx = ∂tψt = ∆ψt = ∑

k∈ZN
ck(t)(−∣k∣2)eikx

und aus der Anfangsbedingung

∑
k∈ZN

ck(0)eikx = ψ0 = f = ∑
k∈ZN

f̂(k)eikx.

Aufgrund der Eindeutigkeit der Fourierkoeffizienten kann man aus einem
Vergleich dann

c′k(t) = −∣k∣
2ck(t), ck(0) = f̂(k)

fuer jedes k ∈ ZN schliessen. Bei dieser Gleichung handelt es sich (bei festem
k) um eine gewoehnliche Differentialgleichung. Die Loesung ist (fuer jedes
k) gegeben durch

ck(t) = e−∣k∣
2tf̂(k).

Insgesamt ergibt sich damit also

ψt(x) = ∑
k∈ZN

f̂(k)e−∣k∣
2teikx.

Ist f genuegend glatt (z.B. f beliebig oft differenzierbar), so gilt

f̂(k)→ 0, ∣k∣→∞,
genuegend schnell (vgl. Abschnitt ueber die Fouriertransformation), um obi-
ge Betrachtung rueckwaerts lesen zu koennen und damit eine Loesung zu
erhalten.
Bemerkung.

● Auch hier kann man alternativ einen Seperationsansatz durchfueh-
ren. Dieser fuehrt auf

ψk = e−∣k∣
2teikx.

Der obige Ausdruck ist gerade eine Überlagerung dieser ψk.
● Durch Skalieren und Verschieben, laesst sich mit dieser Methode

auch die Waermeleitungsgleichugn auf beliebigen Rechtecken im
RN behandeln (wenn man periodische Randbedingungen fordert).
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Die Wellengleichung

Es geht um die Gleichung

∂2
t Ut = c2∆Ut

mit c > 0 und U ∶ RN ×R, (x, t) ↦ Ut(x). Um die Gleichung eindeutig lösen
zu können, brauchen wir noch Anfangsbedingungen

U0(⋅) = f, (∂tU)t=0 = g.

Die Gleichung beschreibt die Ausbreitung von Wellen mit Geschwindigkeit
c.

Wieder kann man versuchen, die Gleichung mittels Fouriertransformation
auf RN lösen. Die Fouriertransformation (in x= führt auf die gewoehnliche
Differentialgleichung

Ût
′′(k) = −c2∣k∣2Ût(k),

mit Ût =Fouriertransformation in x von Ut. Fuer festes k hat die allgemeine
Loesung dieser Gleichung die Form

Ake
iωt +Bke−iωt,

mit ω = ω(k) = c(k) = c∣k∣. Durch Rücktransformieren ergibt sich als Loesung

U(t, x) = 1

(2π)N/2 ∫
RN

Ake
iω(k)teikx +Bke−iω(k)teikx dk.

Fuer genuegend glatte und schnell fallend A und B ist das tatsaechlich ei-
ne Loesung (wie ’Rueckwaertslesen’ der obigen Schritte zeigt. Die Ak, Bk
werden aus den Anfangsbedingungen bestimmt.

Wir werden nun diese Loesung etwas analysieren und damit noch ein an-
deres Verfahren zur Loesung der Wellengleichung kennenlernen. Die oben
gegebene Lösung ist also eine Überlagerung von Funktionen

e(kx
+
− ωt),

mit e(s) = eis. Für N = 1 gilt

kx
+
− ωt = konstant⇒ x =

+
− ω
k
t =

+
− ct.

Damit handelt es sich bei e(kx
+
− ωt) also um die Bewegung des ’Welleberges’

e mit Geschwindigkeit c = ω/k.
Diese Betrachtungen legen nahe, dass fuer ’jede’ Funktion F auf R die Funk-

tion U(x, t) ∶)F ((kx
+
− ωt) eine Lösung der Wellengleichung ist (da sie die

113



114 10. DIE WELLENGLEICHUNG

Bewegung des Wellenberges F mit Geschwindigkeit c beschreibt). Rein for-
mal ist da natuerlich richtig, denn Ableiten ergibt, falls F zweimal stetig
differenzierbar ist,

∂2
t U(x, t) = ω2F

′′

(kx ± ωt)
c2∆U(t, x) = k2c2F

′′

(xk ± ωt).
Auch fuer allgemeinere F sollte das gelten (da dann immer noch die Gleich-
heit der Ausdruecke gelten sollte - auch wenn sie keinen Sinn mehr haben
;-) Eine praezise Fassung liefert das Konzept der schwachen Loesung.

Proposition. Ist F ∶ R→ R stetig, so ist die Funktion U ∶ RN ×RÐ→ R,

U(x, t) = F (kx
+
− ωt),

mit ω = c∣k∣ eine schwache Lösung der Wellengleichung, d.h. es gilt

∬ U(x, t)∂2
t ϕ(x, t) dx dt =∬ U(x, t)c2∆ϕ(x, t) dx dt

für alle ϕ ∈ C∞(R ×RN).

Beweis. Sei (Fn) eine Folge beliebig oft differenzierbarer Funktionen, die
lokal gleichmaessig gegen F konvergieren, d.h. dass fuer jedes kompakte
K ⊂ R gilt

sup
x∈K

∣Fn(x) − F (x)∣→ 0, n→∞.

(Eine solche Folge kann aus F durch Falten mit glatten δn mit ∫ δn = 1
und δn ≡ 0 ausserhalb von (−1/n,1/n) gewonnen werden (vgl. Uebung und
vorhergehende Vorlesungen). Sei Un(x, t) ∶= Fn(kx ± ωt). Dann gilt

∬ U(x, t)∂2
t ϕ dx dt = ∬ F (kx − ωt)∂2

t ϕ dx dt

= lim
n→∞∬ Fn(kx − ωt)∂2

t ϕ dx dt

= lim
n→∞∬ Un(x, t)∂2

t ϕ dx dt

(Partielle Integration) = lim
n→∞∬ ∂2

t Un(x, t)ϕ dx dt

(∂2
t Un(. . .) = c2∆Un(. . .)) = lim

n→∞∬ c2∆Un(x, t)ϕ dx dt

(Partielle Integration) = lim
n→∞∬ c2Un(x, t))∆ϕ dx dt

(Un → U) = ∬ c2U(x, t))∆ϕ dx dt.

Das zeigt die Behauptung. ◻
Bemerkungen.

● Fuer genuegend glatte F ist das zugehoerige U genau dann eine
schwache Loesung, wenn es eine Loesung ist (nach dem ueblichen
Schluss). In diesem Sinne verallgemeinert das Konzept der schwa-
chen Loesung das Konzept der Loesung.

● Die Betrachtungen zu schwachen Loesungen setzen die entsprechen-
den Betrachtungen zu S∗ fort. (Distributionentheorie)
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● Auch fuer die Waermeleitungsgleichung koennte man das Konzept
der schwachen Loesung einfuehren. Die Gleichung ist aber ’glaet-
tend’ d.h. die Loesungen auch zur sehr irregulaeren Anfangsbedin-
gen werden glatt sein und daher sind dann schwache Loesungen
(meist) auch Loesungen.





KAPITEL 11

Die Laplacegleichung

Es geht um die Gleichungen

∆U = 0

auf Ω ⊂ RN offen. Oft wird noch eine Randbedingung der Form

U = g auf ∂Ω

gefordert (etwa um Eindeutigkeit der Loesung zu erzielen). Gilt g = 0 d.h.

U ≡ 0 auf ∂Ω,

so nennt man die Bedingung “Dirichlet Randbedingung“.

Diese Gleichung tritt in verschiedenen Zusammenhaengen auf. Unter ande-
rem dient sie der Beschreibung von Gleichgewichtssituationen eines Diffu-
sionsvorganges. Der Vorgang selber wird (wie schon besprochen) durch die
Waermeleitungsgleichung ∆Ut = ∂tUt beschrieben und die Gleichgewichtsbe-
dingung bedeutet gerade, dass U nicht von der Zeit abhaengt. Damit ergibt
sich dann fuer U insgesamt die Laplacegleichung

∆U = 0(= ∂tU).

Das kann man natuerlich auch direkt herleiten analog zur Herleitung der
Waermeleitungsgleichung.

Definition (Harmonische Funktion). Sei Ω ⊂ RN offen. Eine Funktion U
auf Ω heisst harmonisch, wenn sie zweimal stetig differenzierbar ist und

∆U = 0

auf Ω gilt.

Bemerkungen / Beispiele.

● Auf R sind die harmonischen Funktionen gerade die lineaeren Funk-
tionen.

● Auf R2 ≃ C (bzw. offenen Teilmengen von R2) sind Realteil und
Imaginärteil von holomorphen Funktionen harmonisch.

Eine wesentliche Charakterisierung von harmonischen Funktionen lernen wir
im folgenden Theorem kennen.

Theorem (Charakterisierung harmonischer Funktionen mittels Mittelwer-
teigenschaften). Sei Ω ⊂ RN offen und U ∈ C(Ω) gegeben. Dann sind äqui-
valent:

(i) U ist zweimal stetig differenzierbar und harmonisch.

117
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(ii) U hat die Mittelwerteigenschaft bezüglich Kugeln, d.h. es gilt

U(x) = 1

∣Br(x)∣ ∫
Br(x)

U(y) dy

für alle x ∈ Ω und r > 0 mit Br(x) ⊂ Ω.
(iii) U hat die Mitteleigenschaft bezüglich Sphären, d.h. es gilt

U(x) = 1

∣∂Br(x)∣ ∫
∂Br(x)

U(ξ) dσ(ξ)

für alle x ∈ Ω und r > 0 mit Br(x) ⊂ Ω.

In diesem Fall ist U beliebig oft differenzierbar.

Als Vorarbeit zum Beweis des Theorems beweisen wir einige auch in anderen
Zusammenhaengen nuetzliche Aussagen.

Lemma. (Beziehung zwischen ∆ und Mittelwerten) Sei Ω ⊂ RN offen und
U eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf Ω. Sei x ∈ Ω und s > 0
mit Bs(x) ⊂ Ω. Dann ist die Funktion φ ∶ (0, s)Ð→ R mit

φ(r) ∶= 1

∣∂Br(x)∣ ∫∂Br(x)
U(y) dσ(y)

(stetig) differenzierbar mit

φ′(r) = 1

∣∂Br(x)∣ ∫Br(x)
∆U(y) dσ(y).

Bemerkung.

● (Uebung) Das Lemma liefert, dass das zweimal stetig differenzier-
bare U genau dann harmonisch ist, wenn (fuer alle x) die Funktion
φ konstant ist. Diese Charakterisierung wird (implizit) spaeter ver-
wendet werden.

● Das Lemma liefert eine Verbindung zwischen Mittelwerten von Funk-
tionen und Laplace angewendet auf Funktionen. Das ist fundamen-
tal fuer den angestrebten Beweis des Theorems.

● Es mag erstaunen, dass die erste Ableitung von φ wird zur zweiten
Ableitung von U in Beziehung gesetzt wird. Allerdings wird im
Integrationsbereich auch vom Rand einer Menge zur Menge selber
uebergegangen.

Beweis. Wir definieren

⨏
M

dσ ∶= 1

∣M ∣ ∫
M

f dσ(y).

Dann gilt nach Substitutionen der Verschiebung und Skalierung

φ(r) = ⨏
∂Br(x)

U(y) dσ(y) = ⨏
∂Br(0)

U(x + y) dσ(y) = ⨏
∂B1(0)

U(x + rξ) dσ(ξ).
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Damit folgt (da U zweimal stetig differenzierbar ist)

φ′(r) = ⨏
∂B1(0)

ξ ⋅ ∇U(x + rξ) dσ(ξ)

Rücksubstitution x + rξ0y, ξ = 1

r
(y − x) = ⨏

∂Br(x)

(y − x
r

) ⋅ (∇U)(y) dσ(y)

(äußere Normale ν = y−x
r ) = ⨏

∂Br(x)

ν ⋅ (∇U)(y) dσ(y)

= 1

∣∂Br(x)∣ ∫
∂Br(x)

ν ⋅ (∇U)(y) dσ(y)

(Stokes/Gauß) = 1

∣∂Br(x)∣ ∫
Br(x)

∇ ⋅ (∇U)(y) dy

= 1

∣∂Br(x)∣ ∫
Br(x)

∆U(y) dy.

Das beendet den Beweis. ◻

Proposition. (Desintegration) Für stetige f gilt

∫
Br(x)

f(y) dy =
r

∫
0

⎛
⎜
⎝
∫

∂B%(x)

f(ξ) dσ(ξ)
⎞
⎟
⎠
d%.

Beweis. Das folgt leicht durch Rechnen in Kugelkoordinaten. ◻

Lemma. (Aequivalenz von MWE bzgl. Kugeln und Sphaeren) Ω ⊂ RN offen
und U eine stetige Funktion auf Ω. Dann hat U die Mittelwerteigenschaft
bzgl. Sphaeren genau dann, wenn es die Mittelwerteigenschaft bzgl. Kugeln
hat.

Beweis. Mittelwerteigenschaft bezüglich Kugeln ist eine Integralversion der
Mittelwerteigenschaft bezüglich Sphären und Mittelwerteigenschaft bezüglich
Sphaeren eine ’Ableitung’ der Mittelwerteigenschaft bezüglich Kugeln. Da-
mit folgt die behauptete Aequivalenz aus der vorangehenden Desintegrati-
onsproposition:

Es habe U die Mittelwerteigenschaft bzgl. Sphaeren. Dann gilt aufgrund der
Desinegration (DI) und der Mittelwerteigenschaft bzgl. Sphaeren (MWE-S)
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∫
Br(x)

U(y) dy (DI)=
r

∫
0

⎛
⎜
⎝
∫

∂B%(x)

U(ξ) dσ(ξ)
⎞
⎟
⎠
d%

(MWE-S) =
r

∫
0

U(x)∣∂B%(x)∣ d%

= U(x)
r

∫
0

∣∂B%(x)∣ d%

(DI)= U(x)∣Br(x)∣

und es folgt die Mittelwerteigenschaft bzgl. Kugeln.

Es habe U die Mittelwerteigenschaft bzgl. Kugeln. Dann gilt nach Desinte-
gration (DI) und der Mittelwerteigenschaft bzgl. Kugeln (MWE-K) also fuer
jedes r > 0

r

∫
0

⎛
⎜
⎝
∫

∂B%(x)

U(ξ) dσ(ξ)
⎞
⎟
⎠
d%
(DI)= ∫

Br(x)

U(y) dy (MWE−K)= ∣Br(x)∣U(x) (DI)= U(x)
r

∫
0

∣∂B%(x)∣ d%.

Ableiten nach r und Anwenden des Haupsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung liefert dann

∫
∂Br(x)

U(ξ) dσ(ξ) = U(x) ⋅ ∣∂Br(x)∣.

Das ist der gewuenschte Mittelwertsatz bezueglich Sphaeren. ◻

Bemerkung. Ist U lokal Riemanintegrierbar (also Riemanintegral über alle
Kugeln), und hat es die Mittelwerteigenschaft bezüglich Kugeln, so ist U
stetig.
Beweis.

1 1

◻

Lemma. Sei Ω ⊂ RN offen und U eine stetige Funktion auf Ω. Es habe U
die Mittelwerteigenschaft (bzgl. Sphaeren oder Kugeln). Dann ist U beliebig
oft differenzierbar.

Bemerkung / Deutung: Mittelwerte ueber Funktionen sind im allgemeinen
’glatter’ als die Funktionen selber. Eine Funktion, die ihr eigener Mittelwert
ist, wird so beliebig glatt durch ’infiniten Regress’.

Beweis. Zu δ > 0 sei Ωδ ∶= {x ∈ Ω ∶ d(x, ∂Ω) > δ}
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Ωδ

Ω

δ

δ

Es reicht zu zeigen, dass U ∣Ωδ zu C∞(Ωδ) gehört. Sei ϕ ∈ C∞(RN) mit

● ∫ ϕ dy = 1 (ϕ normiert)

● {x ∈ RN ∶ ϕ(x) ≠ 0} ⊂ Bδ(0) (ϕ in Bδ(0) getragen).
● ϕ(y) = ϕ(ỹ) falls ∣∣y∣∣ = ∣∣ỹ∣∣ (ϕ rotationssymmetrisch)

(Zum Beispiel kann ϕ als

ϕ(x) = cnormierung
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

exp(− 1
δ2−∣x∣2 ) ∶ ∣x∣ < δ

0 ∶ ∣x∣ ≥ δ

gewaehlt werden.)
Dann folgt U ∗ ϕ∣Ωδ ∈ C∞(Ωδ) wegen ϕ ∈ C∞. Es reicht also U ∗ ϕ = U (auf
Ωδ) zu zeigen. Das ergibt sich aber wie folgt:

U∗ϕ(x) = ∫
Rd
ϕ(y)U(x − y)dy

(ϕ in Bδ getragen) = ∫
Bδ(0)

ϕ(y)U(x − y) dy

(Desintegration) =
δ

∫
0

⎛
⎜
⎝
∫

∂B%(0)

ϕ(y)U(x − y) dσ(y)
⎞
⎟
⎠
d%

(ϕ rotationssymmetrisch) =
δ

∫
0

ϕ(%e1)
⎛
⎜
⎝
∫

∂B%(0)

U(x − y) dσ(y)
⎞
⎟
⎠
d%

(V erschieben) =
δ

∫
0

ϕ(%e1)
⎛
⎜
⎝
∫

∂B%(x)

U(y) dσ(y)
⎞
⎟
⎠
d%

(Mittelwerteigenschaft) =
δ

∫
0

ϕ(%e1)U(x)∣∂B%(x)∣ d%

= U(x)
δ

∫
0

ϕ(%e1)∣∂B%(0)∣ d%

(ϕ rotationssymmetrisch) = U(x)
δ

∫
0

⎛
⎜
⎝
∫

∂B%(0)

ϕ(y) dσ(y)
⎞
⎟
⎠
d%

(Desintegration) = U(x) ∫
Bδ(0)

ϕ(y) dy

(ϕ normiert) = U(x).
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Das beendet den Beweis. ◻
Nach diesen Vorbereitungen koennen wir nun das Theorem vom Anfang des
Abschnittes leicht beweisen: Beweis.

Die Aequivalenz von (ii) und (iii) ist gerade eines der vorangehenden Lemma.

(i)Ô⇒ (iii): Sei U harmonisch. Dann gilt also ∆U = 0. Damit folgt fuer die
Funktion φ mit

φ(r) = ⨏
∂Br(x)

U(y) dσ(y)

also nach dem ersten Lemma des Abschnittes zur Beziehung zwischen ∆
und Mittelwerten also φ

′ ≡ 0 und damit φ ≡ C. Der Wert der Konstanten C
laesst sich durch Grenzuebergang berechnen zu

C = lim
%→0

φ(%) = lim
%→0

1

∣∂B%(x)∣ ∫
∂B%(x)

U(y) dσ(y) = lim
%→0

1

∣∂B%(x)∣
U(x)∣∂B%(x)∣ = U(x).

Hierbei wird die Stetigkeit von U in der vorletzten Gleichheit genutzt.

(iii)⇒ (i): Aus (iii) folgt nach einem vorigen Lemma, dass U beliebig oft
differenzuierbar ist. Damit existiert also ∆U . Angenommen es gilt ∆U(x) ≠
0 für ein x ∈ Ω. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit gilt dann ∆U > 0
auf Bs(x) für ein s > 0. Fuer die Funktion

φ(r) = ⨏
∂Br(x)

U(y) dσ(y)

folgt also nach dem ersten Lemma des Abschnittes zur Beziehung zwischen ∆
und Mittelwerten dann φ′ > 0 auf (0, s). Andererseits gilt aber φ ≡ constant
aufgrund der Mittelwerteigenschaft (iii). Das ist ein Widerspruch. ◻


