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(1)

(a) Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum. Zeigen Sie, daf alle Normen auf F
aequivalent sind (d.h. dass zu beliebigen Normen ||-||; und ||-||o auf E Zahlen ¢, C' > 0
existieren mit || - ||; < ¢|| - |la und || - |2 < C|| - []1)-

(Hinweis: Sie konnen (Warum?) ohne Einschriinkung annehmen, daf £ = CY und
llz|1 = Zjvzl |z;| gilt. Dann ist eine Ungleichung einfach. Zum Beweis der anderen
Ungleichung nutzen Sie (Wie?) die Kompaktheit der Einheitskugel in CV bzgl. ||-];.)

(b) Sei E der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1]. Seien || - ||y
und || - || auf E definiert durch

/1l ::/0 [f()]dt und || floo := max{[f(z)] : = € [0, 1]}.

Zeigen Sie, dass es kein C' > 0 gibt mit || - || < C|| - |1-

Zeigen Sie: Sei E ein Vektorraum ueber C.

(a) Ist ¢ : B — C linear (tiber C), so ist u := Ry : E — R linear (iber R) mit
o(x) = u(x) — iu(iz) fuer alle x € E.

(b) Ist u: E — R linear (iiber R), so ist ¢ : E — C, p(x) = u(x) — iu(iz), linear
iiber C mit Rp = u.

Sei (X, A, 1) ein Makraum und X,, C X, n € N, mefbar mit endlichem Mafs, mit
X = U,X,. Sei Ly der Vektorraum der beschrinkten meftbaren Funktionen auf X,
die ausserhalb eines X,, verschwinden. Zeigen Sie, daf L dicht in LP(X, p) ist fuer
jedes p € [1, 00).

Sei (f,) eine Folge von Funktionen von R nach R, so dass lim,, ., f.(t) =: f(t) fir
alle t € R existiert. Es sei

w(t,0) := sup{|f(s1) — f(s2)] : [si — 1] < 0},
w(t) := inf w(t, d)

6>0



und
Us:={teR:w(t) <e}

Zeigen Sie:

(a) Fiir alle € > 0 ist U, offen.

(b) Fir alle € > 0 ist U, dicht.
Anleitung: Betrachten Sie B, := R \ U, und nehmen Sie an, dass B, ein abge-
schlossenes Intervall J mit nichtleeren Inneren enthéalt. Sei

€
Bo= ({7 150) - H)l < 5
ij>n
Zeigen Sie, dass es ein ng gibt, so dass die Menge F,, ein nichttriviales Intervall
I enthiilt. Dies fiihrt zum Widerspruch I N U, # 0.
(c) Die Menge der Stetigkeitsstellen von f ist eine dichte Gs-Menge.

Zusatzaufgabe. Zeigen Sie, dafs die Menge der stetigen nirgends differenzierbaren Funk-
tionen in (C([0,1]), || - |leo) eine dichte Gs-Menge enthilt.

Hinweis. Betrachten Sie fiir n € N die Menge

|[f(x) = flz+h)]

U, ={fe€C(0,1]) : sup -

0<|hl<L

> n fiir alle x € [0,1])}

und zeigen Sie, dafs U,, eine dichte Gs-Menge ist.



