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(1) Sei das Semiskalarprodukt 〈·, ·〉 für riemannintegrierbare Funktionen f, g : [0, 2π] →
C durch 〈f, g〉 := 1

2π

∫ 2π

0
f(x)g(x)dx definiert. Zeigen Sie, dass die Funktionen sk :

x 7→ sin kx, k ∈ N, ck : x 7→ cos kx, k ∈ N0 bezüglich 〈·, ·〉 orthogonal sind; genauer

〈sk, cl〉 = 0, 〈sk, sl〉 =

{
1
2

: k = l,
0 : sonst, 〈ck, cl〉 =


1 : k = l = 0,
1
2

: k = l 6= 0,
0 : sonst.

(2) Sei die 2π-periodische Funkion f : R→ [0, 1] gegeben durch

f(2πk + x) =

{
0 : 0 ≤ x < π,
1 : π ≤ x < 2π,

wobei k ∈ Z und x ∈ [0, 2π).

a.) Man bestimme die Fourierreihe von f (im Wesentlichen eine reine Sinusreihe).

b.) Mit Hilfe der Parsevalschen Gleichung zeige man

π2

8
=
∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
.

(3) Zeigen Sie: Für alle x ∈ R \ {2kπ | k ∈ Z} gilt

n∑
k=1

cos kx =
sin(n+ 1

2
)x

2 sin 1
2
x
− 1

2
.

Tipp: Benutzen Sie die Formel cos kx = 1
2
(eikx + e−ikx).

(4) Zeigen Sie, dass die Fourierkoeffizienten ck(f), k ∈ Z von 2π-periodischen Riemann
integrierbaren Funktionen für k →∞ gegen 0 streben. Hinweis: Zeigen Sie die Aus-
sage zunächst für charakteristische Funktionen und Treppenfunktionen.



Zusatzaufgaben

(Z) Zeigen Sie für 0 < x < 2π

π − x
2

=
∞∑
k=1

sin kx

k

und dass die Konvergenz für jedes δ > 0 auf [δ, 2π − δ] gleichmäßig ist.
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