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(1)

Es sei (M, D) eine glatte Mannigfaltigkeit. Fiir eine Karte (U,p) € D mit lokalen
Koordinatenfunktionen z°, i = 1,...,n, definieren wir auf TM die Funktion

B () - pU) xR, <p, £

) = (p(p), &, ..., &),

p

Beweisen Sie die folgenden Aussagen: Statten wir 7'M mit der von
{z7HO) | (U, ) € D und O C R*" offen}

erzeugten Topologie T aus (der von den Abbildungen ¢, ¢ € D, induzierten Initialto-
pologie), so ist (7'M, T) eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit und

{=1(U),2) | (U, ) € D}

ist ein glatter Atlas, der eine glatte Struktur 15~auf T M erzeugt. Ein Vektorfeld X auf
M ist genau dann glatt, wenn X : M — (T'M, D) eine glatte Abbildung zwischen diffe-

renzierbaren Mannigfaltigkeiten ist. Ein Vektorfeld X auf M ist genau dann messbar,
wenn die Abbildung X : M — T'M Borel-messbar ist.

Erinnerung: Es ist 7 : TM — M die Projektion 7n((p,&)) =p firpe M, € € T,M.

Es sei (M, g, v) eine gewichtete Mannigfaltigkeit. Beweisen Sie, dass fiir alle 1 < p < 0o
der Raum (LP(p), || - ||,) vollstandig ist.

Es sei (M, g, i) eine gewichtete Mannigfaltigkeit. Beweisen Sie die folgenden Identita-
ten.

(a) div,Ux = ug,x fiir X € X(M).

(b) VUf = va fir f € COO(M)
(¢) Ayu = (div, o V)u fiir u € D'(M).



In diesem Sinne setzen die Operatoren A, : D'(M) — D'(M), div,, : D'(M) — D'(M)
und V : D'(M) — D'(M) ihre Varianten auf glatten Funktionen fort.
Erinnerung: Fir f € L} .(u) ist uy € D'(M) definiert durch

(Uf,sO):/Mfsodu, ¢ € D(M),

und fiir X € LL (p) ist Ux € D/(M) definiert durch

loc
(Ux,w) —/M<X,w>du, w e ﬁ(M)
Es sei (M, g, u) eine gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Weiterhin seien X €
X(M) und ¢ € C*(M). Beweisen Sie
div,(¢X) = (Vp, X) + ¢ div, X.
Nutzen Sie diese Formel um Folgendes zu zeigen: v € W)l (M, p) impliziert pu €

Wik.(M, 1) und es gilt
V(pu) = ¢Vu+uVe.



