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(1) Seien X, Y Banachräume und X unendlich-dimensional. Zeigen Sie, dass es einen
linearen Operator T : X −→ Y gibt, der nicht abgeschlossen ist.

(2) Sei (X,A, µ) ein Maßraum, p, q ∈ [1,∞] und ϕ : X −→ C messbar. Definiere den
maximalen Multiplikationsoperator durch

D(Mϕ) = {f ∈ Lp(X,µ) | ϕf ∈ Lq(X,µ)},
Mϕ : D(Mϕ) ⊂ Lp(X,µ) −→ Lq(X,µ), Mϕf = ϕf.

Zeigen Sie, dass Mϕ abgeschlossen ist.

(3) In der Situation von Aufgabe (2) sei (X,A, µ) = (R,B(R),Leb), p = q und ϕ : R −→
R die Identität. Zeigen Sie, dass Mϕ dann Mϕ2-beschränkt mit Mϕ2-Schranke 0 ist.

(4) Sei k ∈ L1(R). Zeigen Sie:

(a) Durch

K : L2(R) −→ L2(R), Kf = k ∗ f

wird ein beschränkter linearer Operator mit ‖K‖ ≤ ‖k‖L1 definiert.

(b) Ist k ≥ 0 fast überall, so gilt ‖K‖ = ‖k‖L1 .

Zusatzaufgabe: Sei E ein Banachraum und A,B : E −→ E beschränkte lineare Opera-
toren. Zeigen Sie, dass σ(AB) \ {0} = σ(BA) \ {0} gilt.

Hinweis: Drücken Sie zunächst für |λ| > ‖A‖‖B‖ die Resolvente (λ − BA)−1 durch (λ −
AB)−1 aus (verwenden sie Aufgabe (1)). Zeigen Sie dann, dass dieser Ausdruck für alle
λ ∈ ρ(AB) \ {0} ein Inverses von λ−BA liefert.


