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(1) Sei ϕ ∈ C∞c (R). Finden Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung an ϕ dafür,
dass ein Φ ∈ C∞c (R) existiert mit Φ′ = ϕ.

(2) Sei Ω ⊂ RN offen und f : Ω −→ C messbar.

(a) Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) Es gilt
∫
K
|f |dx <∞ für jedes kompakte K ⊂ Ω.

(ii) Es gilt fϕ ∈ L1(Ω) fuer jedes ϕ ∈ Cc(Ω).

(iii) Zu jedem kompakten K ⊂ Ω existiert ein C ≥ 0 mit fϕ ∈ L1(Ω) und∣∣∣∣∫
ϕ

fϕdx

∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖∞

für alle ϕ ∈ Cc(Ω).

(b) Kann man in (a) Cc(Ω) durch C∞c (Ω) ersetzen?

(3) Sei N eine natürliche Zahl. Sei die Form Q auf dem Hilbertraum `2(ZN) definiert
durch

D(Q) := {f ∈ `2(ZN) :
∑

n,m:‖n−m‖=1

|f(n)− f(m)|2 <∞}

Q(f, g) :=
1

2

∑
n,m:‖n−m‖=1

(f(n)− f(m))(g(n)− g(m)).

(a) Finden Sie einen diskreten Maßraum (X,m) und einen Graphen b mit Q = Qb.

(b) Zeigen Sie, dass Q eine auf ganz `2(ZN) definierte nach unten beschränkte abge-
schlossene Form ist.

(c) Zeigen Sie, dass Q beschraenkt ist und geben Sie den zu Q gehoerigen selbstad-
jungierten Operator an.

(Hinweis: Wenn Sie (a) gelöst haben, können Sie natürlich Aussagen der Vorlesung
und aus früheren Übungen verwenden.)



(4) Sei N eine natürliche Zahl und ∆ der auf ganz `2(ZN) definierte Operator mit

(∆f)(n) =
∑

m:‖m−n‖=1

(f(n)− f(m)).

Sei TN := RN/ZN und F : `2(ZN) −→ L2(TN) die Fouriertransformation (d.h. es
gilt

Ff(ξ) :=
∑
n∈ZN

f(n)e−2πiξn

und
(F−1g)(n) =

∫
TN

g(ξ)e2πiξndξ,

wobei wir fuer ξ = x+ ZN und n ∈ ZN setzen e2πißn := e2πixn.)

(a) Berechnen Sie F−1∆F .

(b) Bestimmen Sie σ(∆).

(c) Was ist ‖∆‖?
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