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(1) Sei (X, R, p) ein Pramakraum. Es bezeichne A(R) die durch R erzeugte o-Algebra.
Weiterhin sei eine mefbare Funktion f : X — R gegeben. Zeigen Sie, dass folgende
Aussagen dquivalent sind:

(i) Die Funktion f ist nichtnegativ und gehort zu L X, R, p).

(ii) Es existiert eine Folge von Elementarfunktionen (g,) beziiglich der o-Algebra
A(R), die die folgenden Eigenschaften erfiillen.
-) Die Folge (g,) ist punktweise monoton wachsend, d.h. 0 < g, (z) < gni1(2x),
reR, neN.
-) Die Folge (g,) konvergiert p-fast tiberall gegen die Funktion f.

-) Es existiert eine positive Konstante C' > 0, sodass [ g, () du(z) < C fiir
alle n € N gilt.

Zeigen Sie weiterhin, dass eine Folge wie in (ii) die Gleichung

n—00
X X

tim [ ga(e) dp(z) = / f() du(z).

erfiillt.
Hinweis: Eine Funktion g heifst Elementarfunktion beziiglich der o-Algebra A(R),
falls ¢1,...,cxy € Rund By,..., By € A(R) existieren mit

N
g = ZleBj.
j=1

(2) Sei A € CVN*? mit d < N. Zeigen Sie die folgende Aquivalenz:
det(A*A) # 0 < RangA = d.

Bitte wenden.



(3) Sei @ : R x R — R3 gegeben durch

u
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Berechnen Sie D®, D®TD® und det D®T D®.

(4) Sei0 <r < Rund & : R x R — R? gegeben durch

Cos v COS U COS U
®(u,v) ;== R [ sinv | +7 | cosusinv
0 sinu

Berechnen Sie D®, D®T D® und det D®T D®.

Zusatzaufgabe.
Skizzieren Sie die Flichen in Aufgaben (3) und (4).



