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(1) Sei f : R→ [0,∞), x 7→ e−|x|.

(a) Untersuchen Sie, ob f in S enthalten ist.

(b) Berechnen Sie g(k) =
∫∞
−∞ e

−ixkf(x)dx für k ∈ R.

(c) Bestimmen Sie
∫∞
−∞ g(k)dk.

(2) Zeigen Sie, dass die Fourierkoeffizienten ck(f) von f ∈ R, R = {f : R → R |
riemann integrierbar und 2π-periodisch}, k ∈ Z für k →∞ gegen 0 streben. Gehen
Sie dazu in drei Schritten vor: Zeigen Sie die Aussage für

(a) charakteristische Funktionen,

(b) Treppenfunktionen,

(c) Funktionen aus R.

(3) Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉. Beweisen Sie, dass die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung |〈x, y〉|2 ≤ |〈x, x〉||〈y, y〉|, x, y ∈ H genau dann eine Gleichung
liefert, wenn x und y linear abhängig sind.

(4) Es sei
Ω = {(r cosϕ, r sinϕ) ∈ R2 | r ∈ (0, 1), ϕ ∈ (0, 2π)}.

Untersuchen Sie, für welche α ∈ R die Funktion

u : Ω→ R, (r cosϕ, r sinϕ) 7→ rα sin (αϕ)

harmonisch ist, d.h. (∆u)(x, y) = 0 für alle x, y ∈ Ω.
Hinweis: Sie können den Laplaceoperator in Polarkoordinaten oder Funktionentheo-
rie verwenden.



Zusatz

(Z1) Sei f : R→ R, x 7→ sgn (x)e−|x|, wobei sgn (x) = x
|x| falls x 6= 0 und 0 falls x = 0.

(a) Berechnen Sie g(k) =
∫∞
−∞ e

−ixkf(x)dx für k ∈ R.

(b) Bestimmen Sie
∫∞
−∞ g(k)dk.

(Z2) Sei U das Innere vom Abschluss von Ω aus Aufgabe 4, d.h. die ganze offene Kreis-
scheibe. Untersuchen Sie für welche α ∈ R die Funktion u auf U stetig fortssetzbar,
zweimal stetig differenzierbar und harmonisch ist.
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