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Vorbemerkung: Zwei kleine Rechnungen

Eine Rechnung

Der Kurs wird mit 9 Leistungspunkten (LP) gewertet. Jeder Leistungs-
punkt entspricht 30h Arbeit. Damit geht es um

270h Arbeit
Davon gehen ab:
—90h (6 h Vorlesung und Ubung in 15 Wochen)

—80h (2 Wochen Priifungsvorbereitung & 40 h).

Damit verbleiben noch 100 h Arbeit. Auf 15 Wochen verteilt bedeutet
dies ca.
7 h Arbeit/ Woche

also
1 h Arbeit / Tag.

Eine andere Rechnung

Der Stoff der ersten drei Semester wurde beginnend mit Newton und
Leibniz um 1670 bis etwa 1920 entwickelt. Es handelt sich also um

250 Jahre Entwicklung.

Bei 45 Wochen fiir die ersten drei Semester, wird also in einer Woche
Vorlesung etwa

5 Jahre Entwicklung ~ 260 Wochen
behandelt.
Folgerung

Es muf3 gearbeitet werden!



Grundlagen

Wir setzen Grundtatsachen der Mengenlehre voraus und erinnern in
diesem Kapitel an einige Begriffe und Bezeichnungen.

1. Mengen

Seien X und Y Mengen. Dann bedeutet Y C X (lies: Y Teilmenge
von X), dafl jedes Element von Y auch zu X gehort. Es bezeichnet
X \Y (lies: X ohne Y) die Menge der Elemente von X, die nicht zu
Y gehoren. Der Durchschnitt X NY der Mengen X und Y ist gegeben
durch

XNY:={2:2z€ X und z €Y}
Die Vereinigung der Mengen X und Y ist gegeben durch

XUY ={z:2z€ XoderzeY}.

Die Potenzmenge P(X) einer Menge X ist die Menge aller Teilmengen
von X. Die leere Menge wird mit () bezeichnet.

Ist A eine Menge und zu jedem a € A eine Menge X, gegeben, so
nennt man X,, a € A, eine Familie von Mengen. Fiir eine Familie X,
a € A, von Mengen definiert man

U Xo = {% : z gehort zu (mindestens) einer der Mengen X, }
acA

sowie
ﬂ X, := {2z : z gehort zu allen Mengen X, }.
acA

Ist X,, @ € A, eine Familie von Mengen und X eine Menge, so gilt
(siche Ubung)

X\ JXa =X\ Xq
X\[Xe=JX\X..

Aus zwei Objekten a,b bilden wir das geordnete Paar (a,b). Damit
konnen wir aus zwei Mengen X, Y das kartesische Produkt
XxY  {(r,y):xeX,yeY}

bilden.
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2. Funktionen

Eine Abbildung oder Funktion f von einer Menge X in die Menge Y
ist eine Zuordnung, die jedem Element von X genau ein Element von
Y zuordnet. Wir schreiben

f: X —Yoder X —Y z— f(z).

Es heiit dann X der Definitionsbereich von f, Y der Wertebereich von
fund Bild(f) :={f(x) ;2 € X} CY dasBild von f. Ist f: X — Y
eine Funktion und A C Y, so heifit

YA ={z e X: f(x)ec A}
das Urbild von A unter f.

Beispiel. Sei X eine beliebige Menge. Dann ist idx : X — X die
Abbildung, die x € X auf x € X abbildet. Etwa: X = {1,2,3} —
{1,2,3},1+— 1,2+ 2,3+ 3.

Die Komposition g o f der Abbildungen f: X — Y, g:Y — Z ist
gegeben durch

gof:X — Zx— g(f(x)).

Komposition ist assoziativ d.h. es gilt
go(foh)=(gof)oh.
(Denn g o (f o h)(x) = g((f o h)(x)) = g((f(h(z)))) = (g © f)(h(z)) =

(go f)oh(z).) Damit kénnen wir also die Klammern weglassen.

Eine Abbildung f : X — Y heifit surjektiv, wenn zu jedem y € Y ein
x € X existiert mit y = f(x) (d.h. Bild(f) =Y).

Eine Abbildung f : X — Y heifit injektiv, wenn aus x # z folgt
f(@) # [(2).

Ist f: X — Y injektiv und surjektiv, so heifit es bijektiv.

Behauptung. Sei f: X — Y gegeben. Dann sind dquivalent:

(i) f bijektiv.

(ii) Es gibt ein g : Y — X mit fog =idy und go f = idx.
In diesem Fall, ist die Funktion g aus (7i) eindeutig bestimmt. Beweis.
(Ubung)

Die Funktion g wird Umkehrfunktion von f genannt und (oft) mit f~!
bezeichnet.

Schliefllich brauchen wir manchmal noch Einschrankungen von Funk-
tionen: Sei f : X — Y gegeben und A eine Teilmenge von X. Dann
bezeichnen wir mit f4 oder f|4 die Einschrankung von f auf A gegeben
durch

flatA—Y,z— f(z).
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3. Relationen

Eine Relation auf eine Menge X ist eine Teilmenge R von X x X. Statt

(x,y) € R schreibt man oft auch x Ly oder 2z ~ y.
Eine Relation auf X heifit

- reflexiv, wenn gilt: z ~ x fiir alle z € X, (Zeichnung)
- symmetrisch, wenn gilt: z ~ y = y ~ x, (Zeichnung)
- transitiv, wenn gilt: z ~ y und y ~ z = = ~ 2. (Zeichnung
in Ubung)
Eine Aquivalenzrelation ist eine reflexive, symmetrische, transitive Re-
lation.
Beispiel. X = Bewohner von Jena und

R = {(z,y) : x und y haben am selben Tag Geburtstag}.

Eine Ordnungsrelation oder Ordnung auf einer Menge X ist eine Re-
lation <, die reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Dabei heifit
antisymmetrisch, dafl

r<yundy <r=—z=y.

Ist < eine Ordnungsrelation auf X, so heifit das Paar (X, <) eine ge-
ordnete Menge. Eine geordnete Menge heifit total geordnet, wenn fiir
alle z,y € X immer x < y oder y < x gilt.

"Beispiele’. (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <)

4. Verkniipfungen

Eine Abbildung % : X x X — X heifit Verkniipfung auf X. Man
schreibt oft x *xy statt x(x,y). Die Verkniipfung * : X x X — X heift

- kommutativ, wenn gilt z xy = y x x fiir alle z,y € X

- assoziativ, wenn gilt x* (z% z) = (zxy)* 2z fir alle z,y, z € X.
Ist die Verkniipfung assoziativ, so kann man die Klammern auch weg-
lassen.



KAPITEL 1

Die natiirlichen Zahlen

In diesem Kapitel lernen wir einen axiomatischen Zugang zu den natiirli-
chen Zahlen kennen. Dieser Zugang liefert das Prinzip der vollstdndigen
Induktion und die Moglichkeit der rekursiven Definition. Das werden
wir genauer studieren. Der Zugang erlaubt es ebenfalls, die iiblichen
Rechenregeln und Eigenschaften zu beweisen. Das werden wir nicht
verfolgen, da wir diese im folgenden Kapitel als Nebenprodukt einfach
erhalten.

Die charakteristische Struktur der natiirlichen Zahlen ist folgende:
+1 +1 +1 +1
Zeichnung. 1 ———>2 - ——>3 ———>4———> ...

Das Problem sind die Punkte ’...”! An der Zeichnung lesen wir ab:

e Jede natiirliche Zahl hat einen Nachfolger und verschiedene
Zahlen haben verschiedene Nachfolger.

e Beginnt man bei 1 und bildet sukzessive die Nachfolger, so
erhélt man alle natiirlichen Zahlen.

e Die Zahl 1 ist keine Nachfolger.

Eine préazise Fassung dieser Eigenschaften liefern die Peano Axiome.

DEFINITION. (Peano Aziome) Ein Tripel (N,e,v) bestehend aus einer
Menge N zusammen mit einem ausgezeichneten Element e und einer
Abbildung v : N — N \ {e} geniigt den Peanoazimonen, wenn gilt:
(P1) v: N — N\ {e} ist injektiv.
(P2) (Induktionsaziom) Enthdalt eine Teilmenge M von N das Ele-
ment e und enthdlt sie mit jedem Element n immer auch v(n),
so gilt M = N.
Es heifst v die Nachfolgeabbildung und v(n) der Nachfolger von n.

Weiteres Vorgehen: Die Peano Axiome charakterisieren die natiirli-
chen Zahlen in folgendem Sinne: Man kann beweisen, daf} es ein System
gibt, dafl diesen Axiomen geniigt (wenn man Existenz einer unendlichen
Menge voraussetzt), und daf ein solches System eindeutig bestimmt ist
(bis auf Umbennenung). Dieses System werden wir spiter mit N be-
zeichnen. Wir werden die Eindeutigkeit eines solchen Systemes bald
beweisen und die Rechenoperationen im néchsten Kapitel einfiihren.

Bemerkung. (a) Eine Teilmenge M von N mit e € M und v(n) € M
fiir alle n € M wird auch induktiv genannt.

9
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(b) Hinter (P1) verbergen sich mehrere Forderungen, insbesondere fol-
gende:

- v bildet von N nach N\ {e} ab.

- v ist injektiv.

- Es ist e kein Nachfolger.
Diese Forderungen zusammen mit (P2) werden liefern, daf

- v: N — N\ {e} sogar bijektiv ist (s.u.).
Die vorangegangen vier Spiegelstriche werden manchmal als eigene
Axiome aufgelistet.
(c) Das Induktionsaxiom liefert eine Art mit ’..." umzugehen.
(d) In den Peano Axiomen ist die Forderung, dafl e kein Nachfolger
ist, wesentlich. Sie garantiert, daf§ die Menge unendlich viele Elemente
hat. Man kann eine endliche Menge N angeben mit ausgezeichnetem
Element e und einer injektiven Abbildung v : N — N, so daf} (P1)
und (P2) gelten (Ubung).

FOLGERUNG. Es geniige (N,e,v) den Peano Aziomen. Dann ist die
Abbildung v : N — N \ {e} bijektiv (d.h. e ist kein Nachfolger und
jedes andere Element von N ist ein Nachfolger) und es gilt v(n) # n
fiir allen € N.

Beweis. Bijektivitdt. Es reicht zu zeigen, dafl v surjektiv ist.
Sei

M :={e}U{n € N : n ist ein Nachfolger d.h. es existiert m € N mit v(m) = n}.

Dann gilt also:

e€ M.

n € M impliziert v(n) € M (da jeder Nachfolger in M ist).
Aus (P2) folgt also M = N.
Es qilt v(n) # n fir alle n € N: Sei T die Menge der n € N mit
v(n) # n. Dann gilt e € T' (klar) und aufgrund der Injektivitiat von v
gilt auch, dass n € T impliziert v(n) € T. Damit ist 7" induktiv. i

Ende der 1. Vorlesung

Wir kommen nun zu einer wesentliche Konsequenzen aus den Peano-
axiomen. Diese ist das Prinzip der vollstédndigen Induktion.

Prinzip der vollstdndigen Induktion. Sei (V, e, v) induktiv. Sei fiir
jedes n € N eine Aussage A(n) gegeben, sodaf gilt:

e A(1) ist wahr. (Induktionsanfang)

e Aus A(n) folgt A(n + 1). (Induktionsschluss)
Dann ist A(n) wahr fiir alle n € N.
Beweis. Sei T die Menge der n € N, so dafi A(n) wahr ist. Dann folgt
aus dem Induktionsaxiom und der Vorraussetzung, dal 7" = N. Das
ist gerade die Aussage. U
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Notation. Statt A(1) wahr’ und "Aus A(n) folgt A(n + 1) schreibt
man meist n =1"und 'n = n+1"

"Beispiel.” Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen S, := "}, k
ist gerade n(n + 1)/2.

Bew. n = 1: klar

n=>n+1: Spy1 = (n+1)+S, = (n+1)+(n+1)ni = (n+1)(1+nl) =
(n+1)(2+n)3.

Eine weitere wesentliche Konseqiinz der Peano Axiome ist die Moglich-
keit der rekursiven Definition. Um das auszufiihren, bedarf es einiger
Vorbereitungen. Dabei werden wir einige Folgerungen aus den Peano
Axiomen ziehen, die auch schon fiir sich von Interesse sind.

FOLGERUNG. (Menge der Zahlen, die grifler als n sind) Es geniige
(N,e,v) den Peanoaxiomen. Dann gibt es zu jedem n € N eine ein-
deutige Menge M, C N mit

(1) n & M,

(2) v(n) € M,

(3) Ist k € M,, so auch v(k).
Diese Mengen M, erfillen M, = N\ {e} und M,y = M, \ {v(n)} fir
allen € N.

Beweis. Wir zeigen zunéchst Existenz und Eindeutigkeit von Mengen
M,, mit den angegebenen Eigenschaften (1), (2), (3). Sei T' die Men-
ge der Elemente n € N fiir die eine eindeutige Menge M,, mit den
gewiinschten Eigenschaften existiert. Wir zeigen, dafl T" induktiv ist.

Es gilt e € T
Ezistenz: Die Menge N \ {e} hat die gewiinschten Eigenschaften:

e ¢ ¢ N\ {e}: klar.

e v(e) € N\ {e}: klar (dav: N — N\ {e}).

enc N\{e} = v(n) € Mc:Kklar (dav: N — N\ {e})
Eindeutigkeit: Ist M, eine Menge mit den gewiinschten Eigenschaften,
so betrachten wir M := {e} U M,. Dann gilt e € M und n € M
impliziert v(n) € M (fiir n = e wegen (2) und fiir n # e wegen (3)).
Damit folgt also nach dem Induktionsaxiom M = N und damit M, =
N\ {e}. Das zeigt die Eindeutgkeit.

n € T impliziert v(n) € T:
Setze m := v(n).
Ezistenz: Wir betrachten die Menge M,, \ {m}. Diese Menge hat die
gewiinschten Eigenschaften:
o m ¢ M, \ {m}: klar .
e v(m) € M,\{m}: m =v(n) € M, wegen (2),, also v(m) € M,
wegen (3) angewendet auf M,,. Weiterhin v(m) # m (s.o0.).
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ol e M, \{m} = v() e M, \ {m}: | € M, impliziert v(I) €
M,,. Weiterhin v(l) # m = v(n), sonst n = | Widerspruch zu
Eindeutigkeit: Ist M;ﬂ eine Menge mit den gewiinschten Eigenschaften,
so erfiillt {m} U M die charakteristischen Eigenschaften der Menge
M,,:
end¢ {m}UM, :n+#m=v(n) (so)und n ¢ M, (da sonst
m = v(n) € M. Widerspruch zu (2),,.
e v(n) € {m}uU M, : Kklar (da m = v(n)).
e [ € {m} UM, impliziert v(I) € {m} U M, : Fiir | = m wegen
(2),, und fiir I € M wegen (3),,.
Aufgrund der schon bewiesenen Eindeutigkeit gilt dann {m} U M, =
M, und damit also M = M, \ {m}. Das zeigt die Eindeutigkeit.

Die letzte Aussage wurde mitbewiesen. O

FOLGERUNG. (Menge der Zahlen, die kleiner gleich n sind) Es geniige
(N,e,v) den Peanoaziomen. Dann gibt es eine eindeutige Familie von
Mengen A, C N, n € N, mit

Ae={e} und A,y = A, U{rv(n)}.

Es qgilt n € A, fir alle n € N. Weiterhin gilt fiir beliebige k,n € N
noch Ay, C A, falls k € A, und A,, C Ay falls k ¢ A,.

Beweis. Wir zeigen zunédchst Existenz und Eindeutigkeit solcher A,,:

Existenz. Seien M,, n € N, die Mengen aus der vorangehenden Fol-
gerung. Nach der vorangegangenen Folgerung gilt M, = N \ {e} und
M,y = M, \ {v(n)}. Dann erfiillen die Mengen A, := N \ M,

A. = {e}, sowie A, ) = A, U{r(n)}
fiir alle n € N.
Eindeutigkeit. Sei (A,), n € N, eine Familie von Teilmengen von N mit
Al = {e}und A;(n) =A U{r(n)}.SeiM :={ne N:A,=A} Dann
sieht man sofort, da} M induktiv ist, und es folgt die Eindeutigkeit.

Die Aussage n € A, folgt (mit der Fallunterscheidung n = e und n # e)
fiir alle n € N aus den charakteristischen Eigenschaften der A,,.

A, C A, falls k € A,:

Sei L die Menge aller n € N, fiir die gilt A, C A, falls k € A,,. Dann
gilt e € L sowie v(n) € L falls n € L. Damit folgt L = N, und es gilt
A, C A, falls k € A,.

A, C A falls k ¢ A,:

Wir miissen zeigen, dal M, C M, falls k € M,,. Es reicht zu zeigen, daf3
M, = My N M,. Dazu reicht es aufgrund der Eindeutigkeit zu zeigen,
dafl M ,; := M, N M,, die charakteristischen Eigenschaften von M)} hat.
Das folgt einfach:
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k¢ M, : k¢ M,

v(k) € M,: v(k) € My und v(k) € M, (da k € M, und M, der
Eigenschaft (3) geneugt.

1 € M;, = v(l) € M,: klar (da es fiir beide Bestandteile von M, gilt).

Damit ist die Folgerung bewiesen. O

Bemerkung. (a) Fiir die Menge A,, aus der Folgerung schreiben wir
meist {1,...,n}.

(b) Die Elemente von A, sind die 'Zahlen’ die ’kleiner oder gleich’ n
sind. Die Elemente von M, sind die Zahlen die ’grofier’ als n sind.
Tatséchlich kann man zeigen, daf3

r<y<= A, C A,

eine Ordnungrelation auf N definiert und sogar eine Totalordnung.
(Ubung. Es muss gezeigt werden, da y das einzige Element z ist mit
z € A, und v(z) € M,. Dazu betrachtet man die Menge L aller y € N
mit dieser Eigenschaft. Dann gehort offenbar e zu L. Weiterhin gehort
mit n auch v(n) zu L. Damit gilt die gewiinschte Eigenschaft fiir alle
y € N.) Beziiglich dieser Ordnungsrelation ist N wohlgeordnet, d.h. es
gilt, dafl jede nichtleere Teilmenge von N ein kleinstes Element besitzt.
(Ubung. Angenommen: M ist eine nichtleere Teilmenge von N, die kein
kleinstes Element besitzt. Zeige dann durch Induktion, dafl jedes A,
im Komplement von M liegt. Damit stimmt dieses Komplement mit
N iiberein und M ist die leere Menge.)

(c) Jede Menge, die genausoviele Elemente wie A,, hat, heiit n-elementig.

. oy . . . X . Ende der 2. Vorlesung
Rekursive Definition von Funktionen. Sei (NV, e, v) induktiv. Sei

X eine Menge und fiir n € N sei X" die Menge der Abbildungen von A,
nach X. Seien a € X sowie zu n € N\{e} Abbildungen V,, : X" — X
gegeben. Dann existiert eine eindeutige Funktion f: N — X mit

e f(1)=ua
e f(v(n)) = V,(f|a,). Hier bezeichnet f|4, die Einschrinkung
von f auf A, gegeben durch f|4, : A, — X, x — f(2).

Bemerkung. Das ist eine prizise Fassung von
X" = Menge der Tupel (f(1),..., f(n))
und

f) =a, fln+1)=Vu(f(1),..., f(n))

fir alle n € N.

Beweis. (Skizze) Wir zeigen zunéchst die Findeutigkeit eines solchen
f: Seien f und g zwei Funktionen mit den gewiinschten Eigenschaften.
Sei L :={n € N : f|a, = g|a,}. Dann ist L induktiv (einfach) und
muss also mit N iibereinstimmen. Das liefert die Eindeutigkeit.

Wir kommen nun zur Existenzaussage. Sei A(n) die Aussage:
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A(n) Es existiert eine eindeutige Funktion f, : A4, — X mit
fole) = aund f,(v(k)) = Vi(fula,) fir k € A, mit v(k) € A,.

Wir zeigen zunéchst durch Induktion, dafl A(n) fiir jedes n € N wahr
ist:
n = e: klar. (f.(e) = a.)
n = v(n):
Existenz: Definiere f, ) auf A, durch f, und setze es auf v(n) als
Vo(fn(1),..., fu(n)). Dann hat f,,) die gewiinschten Eigenschaften.
Findeutigkeit: Das ist einfach. (Auf A,, haben wir keine Wahl, da A(n)
wahr ist, und auf v(n) ist der Funktionswert nach der Vorschrift fest-
gelegt.)
Nun zeigen wir, dafl die f,,, n € N, miteinander vertréglich sind:
Seien k,n € N gegeben. Dann gilt (s.0.) A, C Ay oder Ay C A,,. Ohne
Einschrankung A,, C Ai. Aufgrund der Eindeutigkeit miissen dann f,
und f; auf A,, iibereinstimmen. Damit kann man dann die f,, zu einem
f auf N 'zusammensetzen’, indem man definiert

[N — X, f(n):= fu(n).
Dieses f stimmt auf jedem A, mit f;, iiberein und hat also die gewiinsch-

ten Eigenschaften. Il

Bemerkung. éhnlich wie man Funktionen rekursiv definieren kann,
kann man auch Mengen rekursiv definieren (siche Ubung).

Damit kénnen wir nun die schon angekiindigte Eindeutigkeit der natiirli-
chen Zahlen’ beweisen.

THEOREM. (Eindeutigkeit der natirlichen Zahlen) Es geniigen (N1, eq, 1)
und (N, e2,15) den Peano Aziomen. Dann gibt es eindeutige Abbildun-
gen k: Ny — Ny und [ : Ny — Ny mit

k(er) = ex und k(vi(n)) = va(k(n)) fir alle n € Ny
bzw.

l(eg) = €1 und l(va(n)) = v1(l(n)) fir alle n € Ns.
Es qilt lok =idy, und kol =1idy,. Damit sind also | und k bijektiv.

Zeichnung. Kommutatives Diagramm.

Beweis. Wir widmen uns zunéchst der Abbildung k:
Existenz von k: Das folgt durch rekursive Definition.

Eindeutigkeit von k: Seien k und k" Abbildungen mit der gewiinsch-
ten Bigenschaft. Sei M := {n € N; : k(n) = k'(n)}. Dann gilt nach
Definition e; € M und n € M impliziert v1(n) € M da

’

k(1 (n)) = va(k(n)) = va(K (n)) = K (1 (n)).
Damit folgt M = N; aus dem zweiten Peanoaxiom.

Analog konnen wir Existenz und Eindeutigkeit von [ beweisen.
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Wir zeigen nun [ o k = idy,: Sei S := {n € Ny : l o k(n) = n}. Dann
folgt ahnlich wie eben, dal S = Nj.

Die Aussage k ol = idy, lédsst sich analog beweisen. U

! Das vorangehende Theorem zeigt, dafl es (bis auf Umbenennung)
nur ein Triple (IV, e, v) gibt, das den Peano Axiomen geniigt. Wir be-
zeichnen dieses eindeutige Tripel ab jetzt als die natiirlichen Zahlen
und verwenden das Symbol N. Weiterhin schreiben wir dann (meist) 1
statt e und n + 1 statt v(n).

In gewissen Fillen wird es praktisch sein, noch ein weiteres Element 0
zur Verfiigung zu haben und mit Ny := N U {0} zu arbeiten. Auf Ny
zeichnen wir das Element 0 aus und definieren die Nachfolge Abbil-
dung vy auf N wie bisher und 0 + 1 = 1. Dann erfiillt (N, 0, ) die
Peanoaxiome. (Klar!)

Bemerkung. Wir kénnen nun N mit einer Addition und einer Multi-
plikation versehen geméf:

Addition : n+m: Fiir jedes feste n € N definieren wir die Abbildung
S, : N — N rekursive geméf

Sp(l)=n+1:=v(n)und S,(v(m)) :=v(n+m).
Dann liefert S,,(m) eine prizise Fassung des bisher nicht definierten
n+m.
Multiplikation : kn: Fiir jedes feste n € N definieren wir die Abbil-
dung M, : N — N rekursiv geméf
M, (1) = nund M,(v(m)) := M,(m) + n.
Wir setzen kn := M, (k).

Weiterhin setzen wir 0 +n = n = n + 0 sowie On = n0 = 0 fir alle
n e No.

Es ist dann moglich zu zeigen, dafi Addition und Multiplikation den
iiblichen Regeln geniigen. Wir werden darauf im néchsten Abschnitt
(auf andere Art) eingehen. Hier geben wir aber schon einige Anwen-
dungen:

e Die Funktion N — N, n — n! (n-Fakultit) wird definiert

durch
I'=1und (n+ 1)!'=(n+1)nl
Damit ist sinngemafi n! =1-2 - ... - n. Zweckméssig: 0! = 1.
e Fiir a € N wird die Funktion N — N, n +— a" definiert durch
a'i=a, a"=a-a"

Zweckmiissig: a® 1= 1.
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e Zu jedem k € A, U {0} existiert ein eindeutiges m € Ny mit
k 4+ m = n. Wir schreiben dann auch n — k fiir m.

Bew. Sei L die Menge der n € N, fiir die A,, die behauptete
Eigenschaft hat. Dann gehort 0 zu L. (Denn 0 + 0 = 0 und
0+mn =mn # 0 fir alle n € N). Weiterhin gehort mit n auch
v(n) zu L: (Ubung. Sei k € A,,). Zu zeigen Existenz und
Eindeutigkeit eines m mit k +m = v(n)).

Ezistenz: Falls k € A,, gibt es m' mit k +m' = n und wir
withlen m := v(m'). Falls k = v(n) setzen wir m := 0.

Findeutigkeit: Es gelte k +m = v(n). Ist m = 0 so folgt
k = v(n). Damit ist dann m = 0 die einzige Losung (denn
k + n € M, wie eine einfache Induktion zeigt und M}, enthélt
k nicht.)

Andernfalls ist m ein Nachfolger, also m = v(l). Dann gilt
k+v(l) =v(n), also v(k +1) = v(n) also k + 1 = n. Wegen
n € L ist dann [ eindeutig bestimmt und damit auch m = v(1).

e Die Anzahl der Teilmengen einer n-elementigen Menge ist ge-
rade 2". (vgl. Ubung)

Bew. n = 1: Es gibt zwei Teilmengen: die leere Menge und
gesamte Menge.

n = n + 1: Sei eine Menge M mit n + 1 Elementen ge-
geben. Sei p eine Element von M. Dann gibt es genausoviele
Teilmengen, die p enthalten, wie Teilmengen die p nicht ent-
halten (!). Es gibt 2" Teilmengen von M, die p nicht enthalten
(also Teilmengen der n elementigen Menge M \ {p} sind). Ins-
gesamt gibt es also 2 x 2" = 2""! Teilmengen. (Zeichnung: n
weisse Kugeln und eine schwarze Kugel.)

Weitere Beispiele in der Ubung. Ende der Bemerkung.

Mittels Rekursiver Definition kénnen wir auch ) und [] definieren.
Das wird spéter oft niitzlich sein. Daher gehen wir nun darauf ein.

Definition von []:

Ziel: Prézise Version von HZ:1 ap = 0p . ..0a71.

Sei K eine Menge mit einer Verkniipfung - (Beispiel: K = N, Z, Q, R).
Seien a, € K, n € N gegeben. Wir definieren dazu den Ausdruck
[ 15—, ax rekursiv durch

1 n+1 n
Hak = q; und H Qp "= Qg1 Hak
k=1 k=1 k=1

(Die Funktion f : N — K, f(n) := [[,_, ax, wird also durch die
Bedingungen f(1) = ay und f(n+1) = a1 f(n) =: V,(fa, ) festgelegt.)



1. DIE NATURLICHEN ZAHLEN 17

Spezialfall: Sind alle ay = ¢ € K so setze man

¢"=]]e
k=1

Dann gilt also
1 n

¢ =q¢,q""" =qq".
Definition von ) :
Ziel: Prizise Version von Y ,_, ax = a, + - + a;.
Sei K eine Menge mit einer Verkniipfung + (Beispiel: K = N, Z, Q, R).
Seien a, € K, n € N gegeben.
Wir definieren dazu den Ausdruck ), ax rekursiv durch

n+1 n

1
E ar = a; und g ap = Qpy1 + E ag.
k=1 k=1 k=1

(Die Funktion f: N — K, f(n) = Y,_, ax wird also durch die Be-
dingungen f(1) = a; und f(n+1) = api1+f(n) =: Vo(fa,) festgelegt.)
Spezialfall: Sind alle a = ¢ € K so setzt man

ng = Z q.
k=1

Dann gilt also
lg=q,(n+1)g=q+ng.

Ende der 3. Vorlesung



KAPITEL 2

Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen sind charakterisiert durch das Zusammenspiel von
drei Strukturen:

e Korperaxiome (’Arithmetik’)

e Anordnungsaxiome (’<’)

e Vollsténdigkeitsaxiom (’Existenz von Suprema und Infima’)

(Liefert Existenz von Grenzwerten)

Die natiirlichen Zahlen lassen sich als Teilmengen der reellen Zahlen
auffassen und erben entsprechend Arithmetik und Anordnung. Dar-
um geht es in diesem Kapitel. Insbesondere werden wir dabei folgende
Zeichnung rechtfertigen:

Zeichnung. Linie mit

- 0 und Spiegelung (fiir Inversion im Korper),
- Positiv- und Negativteil (fir Ordnung)

- ohne Liicken (fiir Vollstandigkeit).

sowie

- natiirlichen Zahlen.

1. Die Korperstruktur
Die reellen Zahlen mit Multiplikation und Addition sind ein Koérper:

DEFINITION. (Kdérper) Eine Menge K zusammen mit den Verkniipfun-
gen
K x K — K,(x,y) — z+y (Addition)
und
Kx K — K, (z,y) — x -y (Multiplikation)
heifst Korper, wenn folgende Axiome gelten:
Aziome der Addition:
(A1) Assoziativgesetz: x + (y+2) = (v +y) + 2z fir alle x,y,z € K.
(A2) Kommutativgesetz: x +vy =y + x fir alle x,y € K.
(A3) Ewxistenz der 0: Es gibt ein 0 € K mit x40 =z fir alle x € K.
(A4) Ezistenz des Negativen: Zu jedem x € K existiert ein —x € K
mit x + (—x) = 0.
Axiome der Multiplikation:
(M1) Assoziativgesetz: x - (y - z) = (z - y) - z fur alle z,y,z € K.
(M2) Kommutativgesetz: x -y =y - x fir alle x,y € K.

18
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(M3) Ezistenz der 1: Es gibt ein 1 € K mit 1 # 0 und x-1 = x feur
alle v € K.
(M4) Ezistenz des Negativen: Zu jedem x € K mit x # 0 existiert
einx ' € K mit xa~' = 1.
Distributivgesetz:
(D1) Distributivgesetz: x(y + z) = xy + xz fir alle x,y,z € K.

Bemerkung. Man kann diese Definition auch so fassen: (K, +) ist ei-
ne kommutative Gruppe mit neutralem Element 0. (K \ {0}, ) ist eine
kommutative Gruppe mit neutralem Element 1. Es gilt das Distribu-
tivgesetz x(y + 2) = zy + zz fir alle x,y, 2z € K.

1

Notation. z — y statt  + (—y), x/y statt z - y~! und zy statt x - y.

Beispiel - (Kleinster Korper) Fy; = {0,1} mit Addition 0 + 0 =
0,0+1=14+0=1,1+1= 0 und Multiplikation 0 -1 =1-0 = 0,
1-1=1und 00 = 0 ist ein Korper. Es handelt sich gerade um das
"Rechnen modulo zwei’. Dabei steht 1 fiir alle ganzen Zahlen, deren Rest
bei Division durch gerade 1 ist (ungerade Zahlen) und 0 fiir alle ganzen
Zahlen, deren Rest bei Division durch 2 gerade 0 ist (gerade Zahlen).
Die Rechenregeln lassen sich dann verstehen als gerade + gerade =
gerade, gerade + ungerad = ungerade..... Allgemeiner liefert Rechnen
modulo N einen Korper, falls NV eine Primzahl ist (siehe Algebra).

’Beispiele.” C, Q, R.

PROPOSITION. (Charakteristische Eigenschaften des Inversen) Sei (K, +,-)
ein Korper. Dann gilt:

(a) y — x ist die eindeutige Losung z von x + z = y. Insbesondere sind
das Inverse bzgl. der Addition zu einem x und das neutrale Element
der Addition eindeutig bestimmt. Gilt x +y = 0 fir z,y € K so ist
r=—yundy = —x.

(b) x/y ist die eindeutige Losung z von zy = x. Insbesondere ist das
Inverse bzgl der Multiplikation zu einem y # 0 und das neutrale Ele-
ment der Multiplikation eindeutig bestimmt. Gilt xy = 1 fiir x,y € K,
sogilt v =y ' undy =21

Beweis. (a) Lisung: v+ (y—=x) = (y—x)+x =y+(—x+2) =y+0=1y.
Bindeutig: v = y+z = v -y =y+2)—y=-y+y+z) =
(—y+y)+z2=0+z2==z
(b) ahnlich wie (a).

U

PROPOSITION. (Rechnen mit 0 und 1) Sei (K,+,-) ein Korper. Dann
qgilt:

(a) Es gilt 0 = —0 und 1 =171,

(b) 0x =0 fir alle x € K.
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(c) (—1)x = —x fir allex € K.
(d) (—z)(—y) = xy fir alle x,y € K.

Beweis.

(a) Es gilt 0 =0+ 0 und 1 = 1-1. Damit folgt die Aussage aus der
vorigen Proposition.

(b) 0z = (04-0)z = 0z+0x. Nun Addieren von —0z auf beiden Seiten...

(c) Es ist zu zeigen, dafl z := (—1)x das Inverse von x (bzgl. Addition)
ist:
ztrx=(-lz+z=(-1)z+1lr=(-1+1)z =0z =0 (nach (c)).
(d) Ubung ( Reicht zu zeigen (—1)(—1) = 1. Das ist klar nach (c).)

U

FOLGERUNG. (Vertauschen der Inversionen) Sei (K, +,-) ein Korper.
Dann ist fiir jedes x # 0 auch —x # 0 und es gilt (—x)™ ' = —x~ L.

Beweis. Fiir x # 0 gilt auch —z #0 (sonst c =2 +0=xz+ (—z) =0
Widerspruch). Weiterhin gilt

(—2)(—z ) = (—x)(-D@ ) = (-(-2)a ' =z =1.

Damit folgt (s.0.) (—z)™t = —z7L.
U

Bemerkung. Ist (K, +,-) ein Korper und z € K mit x # 0, so liefert
rekursive Definition eine eindeutige Abbildung

J:N— K mit J(1y) =z und J(n + ly) = J(n) + = fiir alle n € N.

Wir definieren dann: n -z := J(n). Als Beispiel kénnen wir K = F
und x = 1 betrachten. Dann gilt fiir J : N — Fy, n — nlp,

J(n) =0 falls n gerade d.h. n = 2k fiir ein k € N
und

J(n) =1 falls n ungerade d.h. n = 2k + 1 fiir ein k € N.
Die folgenden beiden wichtigen Formeln gelten in jedem Korper.

PROPOSITION. (Geometrische Summenformel) Sei K ein Korper und
x,y € K. Dann gilt fir jedesn € N und x # y

" —y" Zxky(nl Zykznlk

Inbesondere gilt fiir ¢ # 1 und n € Ny die Formel

Sik= e

1-q
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Beweis. Wir rechnen

(x_y)zl,ky(n—l)—k _ Zxk’-‘,—l n—1)—k Zxk n—k

(Teleskopsumme) = Zxk nk Zxk nk
= z" —y".

Die zweite Gleichheit folgt durch Vertauschen von x und y. Das "Inbe-
sondere’ folgt mit z =1 und y = q # 1. O

Bemerkung. Man kann die geometrische Summenformel auch durch
Induktion beweisen. (Ubung).

PROPOSITION. (Binomischer Satz) Sei K ein Korper,n € Nundz,y €
K. Dann gilt

(z+y)" = ; (Z) atyn

mat

n
(k) := Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n elementigen Menge.

Diese Zahlen (Z) erfiillen die Rekusionsformel

(Z> ' (kZ) B (nzl)

Beweis. Die Rekursionsformel folgt direkt: Sei eine n 4+ 1 elementige
Menge gegeben. Sei ein Element p aus dieser Menge fixiert. Dann gibt
es (k 1) k-elementige Teilmgenen die p enthalten und ( ) k-elementige
Teilmengen, die p nicht enthalten. (Zeichnung: n weisse Kugeln und
eine schwarze Kugel....)

Nun folgt die Aussage iiber (z + y)"™ durch Induktion:
n = 1: Klar.

n = (n + 1): Direkte Rechnung liefert
(@+y)"™ = (@+y) )"

An) = (z+vy) (Z)xy

Ende der 4. Vorlesung
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(Dabei folgt die letzte Gleichung aus der Induktionsannahme fiir n.)
Damit konnen wir weiter rechnen

n n - n n .
= Z (k) gk lynk 4 Z (k) gyl
k=0

k=0
n+1 n n n
(k—k—1) = Z (k B 1)xkynk+1 + Z (k) mkyn—kﬂ
k=1 k=0
. 1
(Rekursion) = o™+ Z <n;€|— ):zcky"’“r1 + y"
k=1
n+1
n+ 1) k, n+1—k
(e
k=0 ( ki
Damit ist der Beweis abgeschlossen. U

Bemerkung. (a) Alternative Deutung: ’Ausmultiplizieren’ von

(+y)" =@+y)(z+y) - (z+y)
und bestimmen, wie oft 2%y"* vorkommt.

(b) Es gilt (}) = Wik)' (Bew. Induktion und Rekursionsformel. Be-

achte dabei, daB man zunéchst dem Quotienten a/b fiir natiirliche Zah-
len einen Sinn geben muss, etwa durch a/b = ¢ genau dann wenn ¢ € N
die Gleichung m bc = a erfiillt.)

2. Die Ordnungsstruktur

Wir kommen nun zu einer weiteren Struktur auf R, der Ordnungsstruk-
tur.

DEFINITION. Ein Korper K zusammen mit einer ausgezeichneten Men-
ge K*, den sogenannten positiven Elementen, heifst angeordnet, wenn
die folgenden Figenschaften (Ordnungsazxiome) gelten:

(01) K = KTU{0}U{—x : x € KT}, wobei die Vereinigung disjunkt

15t.

(02) z,y € K impliziert x +y € K.

(03) z,y € K impliziert vy € K.
Die Elemente v € K mit —x € KT heissen dann negativ. Die Elemente
aus KT U {0} heissen auch nicht negativ.

Bemerkungen. (a) Die Struktur einer Anordnung auf einem Korper
ist ‘'mehr’ als die Struktur einer Ordnung (s.u.).

(b) ’Q und R’ sind angeordnet.

(c) Fy ldsst sich nicht anordnen. (Denn 1 = —1.) C l&sst sich nicht
anordnen.

Notation. K angeordneter Korper. Wir schreiben
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x>yodery<zfallsz —ye K.
x>yodery <z fallsx —y e KT U{0}.

FOLGERUNG. (< liefert eine totale Ordnung) Sei K ein angeordneter
Koérper.
(a) Sind x,y,z € K mitx <y undy < z so gilt x < z.
(b) Gilt fir x,y € K sowohl x <y als auch y < x so folgt v =y.
(c) Fir xz,y € K gilt dann genau eine der drei folgenden Aussagen:
o <y.
oy < .
e =y.

Beweis. (a) Zu zeigen z—x € K+TU{0}. Das folgt aus (O2) in folgender
Weise:

z—z=z+(—y+y —x=(z-y) +(y—2)e K U{0}.
(b) Das folgt sofort aus (a), kann aber auch auf folgende Weise bewiesen
werden: Fiir z,y mit z < ynd y < x gilt x —y € Kt U {0} und
y—x € Kt U{0}. Damit folgt
r—ye(KTu{0})Nn({-z:2¢€ K*})u{0} ={0}.
Dabei folgt die letzte Gleichheit aus (O1).
(c) Das ist lediglich eine Umformulierung von (O1). O

Bemerkung. Eine Relation < auf einer Menge B heifit Totalordnung,
wenn gilt
e [s ist < transitiv.
e Fiir alle 2,y € B gilt genau eine der drei folgenden Aussagen:
r<y,r=y,y <z

In diesem Fall ist z <y :<= = < y oder x = y eine Ordnung auf B.

Wir untersuchen nun wie die Anordnung mit Bilden des Inversen ver-
traglich ist.

PROPOSITION. (Inversion und Quadrate) Sei K ein angeordneter Korper.
Dann gilt:

(a) x <y <= —x > —y. Insbesondere v < 0 <= —x > 0.

(b)r € Kt < 2z e K*.

(c) 2* € KT fiir alle v # 0. Insbesondere 1 =1-1 > 0.

Beweis.
(a) x < y bedeutet gerade y — z € K*; —x > —y bedeutet gerade
—x +y € K. Das 'Insbesondere’ folgt mit x = z und y = 0.

(b) z € KT, insbesondere * # 0. Angenommen z~' ¢ KT. Dann
—z~' € K*. Damit —1 = z(—2~') € K. Damit 1 = (—1)(-1) € K.
Also 1 € Kt und (—1) € K*. Widerspruch zu (O1).
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(c) folgt aus 22 = zx = (—z)(—z),dafirz #0z € K™ oder —z € K+
gilt.
U

Wir kommen nun zu einigen niitzlichen Rechenregeln.

PROPOSITION. (Rechenregeln) Sei K ein angeordneter Korper. Dann
qgilt:

(a)z <y, o<y =uo+2' <y+vy.
(b)a<bundz>0= axr < bx

(¢c)a<bundzr <0 = ax > bz.
(d)0<a<bund0<z<y= azr <by.

(e)0<z<y<—=0<y <zl
Beweis. (a) @hnlich wie (a): Es gilt nach (02):
+y)—(@+a)=y—2)+ @ —2)e K"

(b) bx —ax = (b—a)x € K.
(c) a < b bedeutet b —a € K. x < 0 liefert —z € K nach voriger
Proposition. Damit gilt also

ar —bx = (a —b)x = (=1)(a —b)(=1)zr = (b—a)(—x) € K.

(d) by —ax=by —bx +br—ar =bly —z) + x(b—a) € K*.
(e) =: Nach vorangegangener Proposition gilt 7!, y~! € K. Damit
kénnen wir 0 < x < y mit 2~ 'y~! 'Durchmultiplizieren’ und erhalten

die Behauptung.

Die umgekehrte Richtung folgt dann durch Ersetzen von x durch z7!

und y durch y~— 1. O

FOLGERUNG. 0 <z <y, ke N = 0 < 2F < ¢*.

In allen angeordneten Korper gilt die folgende Bernoulli Ungleichung.
Um sie zu formulieren, brauchen wir noch eine kleine Vorbereitung:
In einem Koérper K konnen wir nx mit n € N und x € K rekursiv
definieren durch 1yz = z und (n + 1)z := nx + =.

PROPOSITION. (Bernoulli Ungleichung) Sei K ein angeordneter Kérper.
Dann gilt fir v > —1 und n € N

(14+2x)" > 1+ nax.

Beweis. Induktion nach n.
n=114+z=1+=x.
n—n-+1:
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1+2)" = (1+z)(1+2)"
(A(n), 14+2>0) > (1+z)(1+nz)
1+ (n+ 1z + na®
1+ (n+1)x.

(Kleine Induktion zwischendurch ;-)

Y

g

Bemerkungen. (a) Fir 2 > 0 folgt das natiirlich aus dem binomi-
schen Satz. Denn (z + y)" = > p_, (1)z*y"* hat nur nichtnegative
Summanden.

(b) Wie ist die Lage fiir —2 < z < —1? (Ubung)

In einem angeordneten Korper konnen wir den Betrag definieren durch

z : x>0
| ]: K — KT U{0},|z| := 0 : z2=0
—x : x<0.

Der Betrag beschreibt so etwas wie eine Léange. Das Bilden des Betrages
ist in gewisser Weise mit Addition und Multipliktion vertraglich:

PROPOSITION. (Betrag und Multiplikation) Ist K ein angeordneter Kérper,
so gilt fir alle x,y,z € K

o sl —| 2|
o |1/x| =1/|z| (falls x #0).
o [zy| = |z[ly|
Beweis. Es gilt |z| = | — z|. Das folgt leicht durch Fallunterscheidung,.

Es gilt |1/x| = 1/|z|. Das ist klar fiir > 0. Fiir x < 0 gilt —z > 0 und
z7! < 0 und damit

Vel =lz[ " =] —z|" = (-2)' = -2~ =]z | = 1/a].

Es gilt |zy| = |z||y|. Gilt = 0 oder y = 0, so folgt die Aussage sofort.
Die iibrigen Fille folgen einfach durch Fallunterscheidung (4 Fiélle).
Etwa:

x>0,y > 0: Dann gilt xy > 0 und damit |zy| = zy = |z||y|.

x < 0,y > 0: Dann gilt —y > 0. Damit folgt unter Anwendung des
schon gezeigten:

zyl = [(=Day| = |z(=y)| = ||| — y| = [z[|y|.
ete. U
PROPOSITION. (Dreiecksungleichung) Ist K ein angeordneter Korper,
so qilt fir alle x,y,z € K

2| = [ = z[ und — 2] < 2 <[]



26 2. DIE REELLEN ZAHLEN

und
lz 4+ y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung)

also insbesondere
l|lz] = |yl|| < |z —y| (2. Dreieckungleichung).

Beweis. —|z| <z <|z|: Fiir z = 0 ist die Aussage klar. Fiir z > 0 folgt
die Aussage leicht. Fiir z < 0 kénnen wir —z betrachten und erhalten
die Aussage.

Es gilt |z +y| < |z| + |y|- Reicht z.z. 4+ y < |z| + |y| und —(x +y) <
2] + [yl

Nun gilt aber aufgrund des schon gezeigten: z, —x < |z| und y, —y <
ly|. Addieren unter Verwendung der Rechenregeln liefert die Aussage.

Zum ’Insbesondere’: Aus |z| = |z —y+y| < |z —y|+]y| folgt |z]| —|y| <
|z — y| dhnlich folgt auch |y| — |z| < |y — z|. O

In einem angeordneten Korper K konnen wir ebenso induktiv Mini-
mum und Maximum von endlichen Mengen M definieren:

Ist M eine Menge in K mit einem Element m so definieren wir max M =
m und min M = m.

Sei nun M eine Menge in K mit n + 1 Elementen, also M = M’ U
{m} mit einer n elementigen Menge M . Dann definieren wir max M
durch max M := m falls m > maxM und max M := max M falls
m < max M und min M durch min M = m falls m < min M’ und
min M = min M’ falls m > min M.

3. Ordnungsvollstindigkeit

Wir kommen nun zur dritten Eigenschaft der reellen Zahlen, der Ord-
nungsvollstandigkeit. Auf dieser Eigenschaft beruhen die Aussagen iiber
Grenzwerte in der Analysis.

DEFINITION. (Beschrinkte Mengen) Sei K ein angeordneter Korper
und M C K nichtleer.

(a) Es heifit S € K eine obere/untere Schranke von M, wenn m < S
/m>S firalleme M.

(b) Hat M eine obere/untere Schranke, so heifst M nach oben / unten
beschrinkt. Hat M obere und untere Schranke, so heifst M beschrdnkt.

Wir fragen nun nach kleinsten oberen / grofiten unteren Schrianken.

DEFINITION. Sei K ein angeordneter Korper und M eine nach oben
/unten beschrankte Menge in K. Eine obere /untere Schranke S von M
heifst dann Supremum /Infimum, wenn fir jede weitere obere / untere
Schrankte S" gilt S < S" /S > 8". Ist S ein Supremum / Infimum mit
S € M, so wird es als Mazimum / Minimum bezeichnet.
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Wichtig. (a) Das Supremum/Infimum einer beschrikten Menge muss
nicht existieren (so hat zum"Beispiel in Q hat die Menge {z € Q : 22 <
2} keine Supremum. siehe Ubung.).

(b) Wenn ein Supremum / Infimum existiert, ist es eindeutig:
(Bew. S, 8" Suprema von M. Dann gilt S < " und S’ < S also § = 5".)

Notation. Wir schreiben sup M bzw. inf M fiir das Supremum bzw
Infimum einer Menge (falls existent).

PROPOSITION. (Charakterisierung Supremum) Sei K ein angeordneter
Kérper und Menge eine Menge in K. Das Supremum der Menge M ist
dadurch charakterisiert, daf$ gilt

e m < S fir allem € M. (S ist obere Schranke)

o Flirjedese > 0 gibt es einm € M mit S—e < m. (Jede kleine-
re Zahl ist NICHT Schranke d.h. jede Schranke ist mindestens
S)

Fiir das Infimum gilt entsprechendes (!).

Beweis. Das ist eigentlich nur eine einfache Umformulierung der De-
finitionen: Es ist S Supremum von M, wenn es eine obere Schrankte
von M ist und jede weitere obere Schranke nicht kleiner als S ist. Das
bedeutet, dal S Supremum ist, wenn es eine obere Schranke ist und
jede kleinere Element nicht obere Schranke ist. U

Damit kénnen wir nun die dritte Eigenschaft der reellen Zahlen defi-
niere.

DEFINITION. Fin angeordneter Korper heifst ordnungsvollstindig, wenn
jede nach oben beschrdnkte Menge ein Supremum besitzt und jede nach
unten beschrdinkte Menge ein Infimum besitzt.

Bemerkung. Besitzt in einem angeordneten Korper jede nach oben
beschrinkte Menge ein Supremum, so besitzt auch jede nach unten
beschriankte Menge ein Infimum. (Ubung. Nutzt inf M = — sup(—M)).

4. Die Charakterisierung

THEOREM. (Charakterisierung von R). Es ist R der (bis auf Umbenen-
nung) einzige angeordnete, ordnungsvollstindige Korper.

Beweis. Es ist Existenz und Eineutigkeit zu zeigen. Wir geben nur eine
sehr grobe Skizze:

FExistenz. Natiirliche Zahlen werden mit Addition und Multiplikation
versehen; dann Grothendiek Konstruktion fiir (N, +). Das liefert (Z, +).

Tatséchlich kann man auch die Multiplikation fortsetzen in der offen-
sichtlichen Weise. Nun Grothendieck Konstruktion auf (Z\ {0}, -). Das
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liefert (Q, -). Tatsdchlich kann man auch die Addition fortsetzen. Das
liefert (Q, -, +). Nun Vervollsténdigen.

Eindeutigkeit. Konstruiere Abbildung von Q in die rationalen Zahlen
des Vergleichkorpers. Setze diese Abbildung fort. O

Zeichnung. Linie, 0, positive, negative Zahlen, Spiegelung. Keine Liicken!

Wir konnen die natiirlichen Zahlen in natiirlicher Weise als eine Teil-
menge von R auffasssen.

PROPOSITION. (Natiirliche Zahlen als Teilmenge von R) Sei J : N —
R die eindeutige Abbildung (s.o.) mit

J(1) = 1g und J(n+ 1) = J(n) + 1 fir alle n € N.

Dann ist J injektiv. Weiterhin ist J(N) abgeschlossen unter Bildung
von Summen und Produkten (d.h. mit a,b € J(N) gehoren auch a + b
und ab wieder zu J(N)).

Beweis. Injektivitit: Sei
L:={neN:J(n)# J(m) fur alle m # n}.

Wir zeigen, dafl L induktiv ist:
Voriiberlegung: Es gilt J(n) > 0 fiir alle n € N.
Bew. Induktion (J(1) =1g >0, J(n+1) = J(n) + 1g > 0.)
Es gilt e € L. Sei m # e. Dann gilt m = k + 1 fiir ein k£ € N. Damit
folgt

J(m)=J(k+1)=Jk)+1g = J(k)+ J(1) > J(1).
Dabei verwenden wir im letzten Schritt die Voriiberlegung. Mit J(m) >
J(1) folgt J(m) # J(1).

n € L impliziert n+1 &€ L. Sei m # n + 1.

Falls m = 1 so gilt nach dem schon bewiesenen J(m) # J(n + 1) (da
n+1#1).

Falls m # 1, so gilt m = k + 1. Wegen m # n + 1 und der Injektivitéit
der Nachfolgeabbildung folgt k # n. Damit konnen wir unter Nutzen
von J(n) # J(k) rechnen:

Jm)=Jk+1)=Jk)+1g # J(n)+ g = J(n+1).
Das liefert die Behauptung.

Abgeschlossenheit unter Addition. Sei
L:={neN:Jn)+ J(m)ec J(N) fir alle m € N}.

Danngilt 1 € Lda J(1)+J(m) = 1g+J(m) = J(m)+1g = J(m+1) €
J(N). Weiterhin gilt n € L = n+1 € L, denn

Jn+1)+J(m)=Jn)+1g+J(m)=J(n)+ J(m+1) € J(N),

wobei n € L fiir die letzten Schritt genutzt wurde.
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Abgeschlossenheit unter Multiplikation. Analog. Sei
L:={neN:Jn)J(m)e J(N) fir alle m € N}.

Dann gilt 1 € L da J(1)J(m) = 1gJ(m) = J(m) € J(N). Weiterhin
git ne L= n+1¢c L, denn

J(n+1)J(m) = (J(n)+1g)J(m) = J(n)J(m)+1gJ(m) = J(n)J(m)+J(m) € J(N),

wobei Abgeschlossenheit unter Addition im letzten Schritt genutzt wur-
de. O

Die vorangegangene Proposition bietet die Moglichkeit auf den natiirli-
chen Zahlen eine Multiplikation und eine Addition einzufiithren geméafl

n+m:=J(J(n)+J(m)), nm:=J (J(n)J(m)).
Es gilt dann (Ubung. Nutzt Injektivitéit von J.):

n+1=wv(n) sowie n + v(m) = v(n +m) fir alle m € N.
In = n sowie v(k)n = kn + n fir alle k € N.

Damit handelt es sich genau um die in einer Bemerkung des letzten
Kapitel schon einmal kurz angedeutete Addition und Multiplikation.
Aus den entsprechenden Eigenschaften der Addition und Multiplika-
tion auf R folgen sofort Assoziativitit, Kommutativitdt der Addition
und Multiplikation auf N sowie das Distributivgesetz

(n4+m)k = nk + mk.

Wichtig! Wir werden im folgenden immer N als mit dieser Multiplika-
tion und Addition ausgestattet voraussetzen und (oft) nicht zwischen
N und J(N) unterscheiden.

Neben den natiirlichen Zahlen bilden noch die ganzen Zahlen
Z:={n:neN}U{0}u{—n:neN}
und die rationalen Zahlen

@::{%:n,mez,m#O}

wichtige Teilmengen der reellen Zahlen.

Gute Nachricht. Ab jetzt ’diirfen’ wir in N, Z, Q und R rechnen, wie
wir es gewohnt sind. Dann wir haben die entsprechenden Objekte und
Rechenregeln eingefiihrt bzw. bewiesen.

Nach Hause nehmen: R charakterisiert durch Zusammenspiel von
drei Strukuren: Korper, Anordnung, Ordnunsvollstdndigkeit. Die natiirli-
chen Zahlen, die ganzen Zahlen und die rationalen Zahlen bilden Teil-
mengen von R (die unter gewissen Operationen abgeschlossen sind).

Ende der 7. Vorlesung
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Wir zeigen nun die Existenz von Wurzeln nichtnegativer reeller Zahlen.
Diese Existenz beruht wesentlich auf der Ordnungsvollstindigkeit. Sie
gilt nicht im Korper der rationalen Zahlen (s.o.).

THEOREM. (Ezistenz k-ter Wurzeln) Sei k € N. Dann ezistiert fir
jedes x > 0 ein eindeutiges y > 0 mit y* = x. Man definiert {/x :=y.
Es gilt §/x < ¥/y falls v < y.

Beweis. Der Fall x = 0 ist klar. Wir betrachten nur noch x > 0.

Bindeutigkeit: Sei y* = y*. Ist y # ¥, so kénnen wir ohne Einschrink-
tung annehmen y < 7. Das fiihrt auf y* < 7*. Widerspruch.

Erxistenz: Sei M := {z > 0 : zF < x}. Dann ist M beschrinkt (Falls
x < 1ist 1 eine Schranke. Falls x > 1 ist x eine Schranke.) Aulerdem
ist M nichtleer (0 € M). Damit hat M ein Supremum S. Wir zeigen
Sk =z, indem wir S* < z und S* > 2 zum Widerspruch fiihren.

Angenommen S* < x: Wir zeigen, dal dann auch (S + &) < z fiir
geniigend kleine € > 0. Widerspruch zu S obere Schranke.

Hier sind die Details: D := x — S* > 0. Sei nun € > 0 mit

k—1 L
0< (Z>Sl(a)’“"<x—5’“_D.
=0

Dann gilt

P

=0

k—1 k
— Sk + ( )Sl€k_l
2

< S+ D
= XI.

Angenommen S* > x: Wir zeigen dhnlich wie im ersten Fall, dafl dann
auch (S —¢)kF > x fiir alle geniigend kleinen ¢ > 0. Dann ist also S —
eine obere Schranke von M und, offenbar, kleiner als S. Widerspruch:
S kleinste obere Schranke.

Monotonie: Sei & < y. Nach der gezeigten Eindeutigkeit ist /z # {/y.
Wiire {/z > {/y, so folgte z = ()¥ > ()* = y. Widerspruch. O

Fiir rationale Zahlen a = m/n mit m,n € N und > 0 kann man dann
definieren ) )

= (™) = (xn)™.
Das ist wohldefiniert i.e. es gilt die zweite Gleichung und es héangt nicht
von der Darstellung der rationalen Zahl ab. Fiir reelles s > 0 und z > 0
definiert man dann

z®:=sup{z?:qeQ:0<q<s}
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Auch das ist wohldefiniert i.e. stimmt fiir rationale s mit der schon
gegebenen Definition {iberein. Schliesslich definiert man fiir @ > 0 und
z > 0 noch

—a 1
xr = —.
xa
Dann kann man folgende Rechenregeln zeigen:
.CL’bSUc — xb+c
(mb)c — xj)c
Y’ = (xy)°.

fiir z,y > 0 und b, ¢ reell. Wir werden diese Definitionen und Rechen-
regeln spater als Nebenprodukt erhalten. Darum geben wir hier keine
weiteren Details.

Bemerkung. Der Ausdruck 0° stellt ein Problem dar:

a’ =1 fiir alle a > 0. Das suggeriert 0° = 1.

0° = 0 fiir alle s > 0. Das suggeriert 0° = 0.

Daher muss man diesen Fall getrennt und kontextabhéngig behandeln.



KAPITEL 3

Archimedisches Axiom und
Intervallschachtelungsprinzip

Die Ordnungsvollstindigkeit von R ist von entscheidender Bedeutung
fiir alle weiteren Untersuchungen. Sie kann in zwei Aspekte 'zerlegt’
werden, ndmlich Giiltigkeit des Archimedischen Axiom und Konvergenz
gewisser Folgen. Eine Moglichkeit, Konvergenz von Folgen zu fassen,
liefert das Intervallschachtelungsprinzip. Das behandeln wir in diesem
Abschnitt. Ausfithrliche weitere Untersuchungen zu Konvergenz von
Folgen finden sich im kommenden Kapitel.

1. Das Archimedische Axiom

In diesem Abschnitt lernen wir noch eine weitere Eigenschaft der re-
ellen Zahlen kennen, die in unserem Zugang eine Folgerung ist. Das

Archimedische Axiom liefert insbesondere Existenz von Nullfolgen und
Dichtheit von Q in R.

LEMMA. (Charakterisierung Archimedisches Axiom) Sei K ein ange-
ordneter Kérper. Dann sind dquivalent:

(i) Fiir alle x > 0 existiert ein m € N mit x < ml. Zeichnung

(ii) Fir alle € > 0 ezistiert ein m € N mit = < e. Zeichnung

(iii) Fir alle z,y > 0 existiert ein m € N mit y < max oder,
dquivalent, y/(ml) < x.

Beweis. (iii)== (ii): Das folgt sofort mit x = € und y = 1.
(il)== (i): (Nach (ii) angewendet auf € = 1/z) existiert ein m € N mit
1/ml < 1/x. Damit folgt dann durch Bilden des Kehrwertes < m1.
(i)== (iii): Wihle nach (i) ein m € N mit 1/x < ml also 1/(ml) < x.
Wiéhle weiter nach (i) ein [ € N mit y/({1) < 1. Dann gilt fir k = Im €
N also

y ly 1

2V <y
(Im)1 miil Smi

g

DEFINITION. (Archimedisches Azxiom) Ein angeordneter Korper K erfillt
das Archimedische Axiom, wenn eine der dquivalenten FEigenschaften
des vorigen Lemma gilt.

32
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FOLGERUNG. (Dichtheit von Q) Sei K ein angeordneter Korper, der
das Archimedische Axiom erfillt. Dann gibt es zu x,y > 0 mit ©z < y
Elemente n,m € N mit v < nl/ml < y. Insbesondere existiert zu
jedem x > 0 und € > 0 Elemente n,m € N mit |z —nl/ml| < e. Fir
x <0 gilt entsprechendes, wenn man m/n durch —m/n ersetzt.

Beweis. Sei § :=y — x > 0. Dann existiert nach dem Archimedischen
Axiom ein m € N mit 1 < md = my — max.

Beh. Es gibt ein n € N mit mz < nl < my.

Bew. Angenommen, die Behauptung gilt nicht. Dann ist die Menge
L :={k € Ny : k1 < ma} induktiv. (Denn 0 € L: klar. k € L =
k+1 € L: Sonst k1 < ma und (k+1)1 > ma, also k1 < mz < (k+1)1 <
my Widerspruch). Daher gilt L = Ny. Das ist ein Widerspruch zum
Archimedischen Axiom.

Sind n, m wie in der Behauptung, so folgt nach Division durch m1 also
r<nl/ml<uy. O

Bemerkung. In einem angeordneten Korper K, der das Archimedische
Axiom erfiillt gilt dann also fiir jedes s € K mit s > 0
nl nl nl nl
= — eN — < s} =inf{—: eN,— >
s sup{m1 n,m Yo s} =in {ml n,m S s}
und entsprechend fiir negative s.
FOLGERUNG. Sei K ein angeordneter Korper, der das Archimedische
Axiom erfiillt.
(a) Sei a > 1. Dann existiert zu jedem C' € K ein n € N mit a™ > C.

(b) Sei 0 < a < 1. Dann exisiert zu jedem € > 0 ein n € N mit
0<a" <e.

Beweis. (a) Das folgt aus der Bernoulli Ungleichung: ¢ = 1 + § mit
0 > 0. Also
a"=(1+0)">1+nd>C.
Hier wird im letzten Schritt das Archimedische Axiom verwendet.
(b) Das folgt aus (a) durch Bilden des Kehrwertes. O

THEOREM. (Archimedisches Aziom) In R gilt das archimedische Azi-
om.

Beweis. Zu zeigen: Sind x,y > 0 so existiert ein n € N mit ny > x.
Wir nehmen an, daf§ die Aussage nicht gilt. Dann ist die Menge

M :={ny :n € N}
also nach oben beschrénkt (durch z) und besitzt aufgrund der Ord-
nungsvollstdandigkeit ein Supremum S.
— (n+ 1)z < S fiir alle n € N,
= nx < S — z fiir alle n € N.

Ende der 8. Vorlesung
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— S — x ist obere Schranke von M. Widerspruch.
O

Bemerkung. Auch in Q gilt das Archimedische Axiom (Warum? n/m <
n). Nicht in jedem angeordneten Korper gilt das Archimedische Axiom
(— — — > Nichtstandard Analysis).

2. Intervallschachtelungsprinzip

In diesem Abschnitt lernen wir eine weitere Konsequenz der Ordnungs-
vollstandigkeit kennen.

Zunéchst einige Bezeichnungen. Sei K ein angeordneter Korper. Dann
definiert man fiir a < b die Intervalle:

[a,b] :={z € K :a <z <b} abgeschlossenes Intervall.

(a,b) :={x € K : a < x < b) offenes Intervall (kann leer sein)
(a,b] := {zr € K : a < x < b} nach links halboffenes Intervall.
[a,b) := {z € K : a < x < x} nach rechts halboffenes Intervall.

Es heissen dann a,b die Randpunkte des Intervalles und |I| :== b —a
die Lange des Intervalles.

Idee zur Intervallschachtelung: Fine geschachtelte Folge von Intervallen,
die sich zusammenziehen. Zeichnung.

DEFINITION. Sei K ein angeordneter Korper. Eine Familie I,,, n € N,
von abgeschlossenen Intervallen in K heifst Intervallschachtelung, wenn
qgilt
e [,.1 CI, fir alle n € N ("Geschachtelt’)
o |I,| = 0, n— oo (dh. fir alle e > 0 existiert ein n(e) € N
mit |I,,| < € fir alle n > n.). ("Zusammenziehen’)

DEFINITION. (Intervallschachtelungsprinzip) Sei K ein angeordneter
Korper. Dann erfillt K das Intervallschachtelungsprinzip, wenn es zu
jeder Intervallschachtelung I,,, n € N, einen Punkt x € K gibt mit
x € I, fir allen € N.

Zeichnung.

Bemerkung. Ist [,,, n € N, eine Intervallschachtelung, so kann es
hochstens einen Punkt geben, der zu allen [,, gehort. Ein solcher Punkt
ist also eindeutig.

(Bew. Seien = und y zwei solcher Punkte, so gilt |x — y| < |I,,| fiir alle
n € N (da z,y € I,,). Wegen |I,,| — 0 gilt dann |z — y| < ¢ fiir alle
e > 0. Damit folgt |z —y| = 0.)

THEOREM. In R gilt das Intervallschachtelungsprinzip.

Beweis. Es bilden die Intervalle I,, = [a,, b,] eine Intervallschachtelung.
Zu zeigen: Es gibt ein z € R mit x € [, fiir alle n € N.
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Es gilt (Induktion) I,, C I, fiir alle m > n. Damit folgt
A < by, (%)

fiir alle n,m € N. (Fallunterscheidung n < m : a,, < b,, < b, und
m < n: a, < a, <b,. Zeichnung). Damit ist also die Menge

M :={a,, : m € N}
beschrénkt (zum Beispiel durch b;). Aufgrund der Ordnungsvollstéandig-
keit existiert dann also
x :=sup M.
Da x eine obere Schranke von M ist gilt
m < T (k%)

fiir alle m € N. Weiterhin ist aufgrund von (x) aber jedes b,, n € N,
eine obere Schranke von M und es gilt dann (aufgrund der Supremuns-
eigenschaft) also

r < b, (k%)
fiir jedes n € N. Mit (%) und (% % %) folgt z € I, fiir allen e N. O

Bemerkung. Der obige Schluss nutzt nicht, dafl sich die Intervalle
zusammenziehen. Er funktioniert fiir jede Folge von ineinenander ent-
haltenene Intervallen. Genauer gilt (Ubung): Ist I,, n € N, eine Folge
von abgeschlossenen Intervallen I, = [ay,b,] in R mit I,,;, C I, fir
jedes n € N| so gilt

S := NI, = [sup a,, inf b,].
Insbesondere ist S also nichtleer und ein Intervall. Wenn sich diese
Intervalle zusammenziehen, so besteht S nur aus einem Punkt. Ein

entsprechende Aussage gilt im Allgemeinen nicht, wenn die Intervalle
nicht abgeschlossen sind.

3. Eine Aquivalenz

THEOREM. Sei K ein angeordneter Kdorper. Dann sind dquivalent:

(i) Es ist K ordnungsvollstindig (d.h. K = R).
(il) Fir K gilt das Intervallschachtelungsprinzip und das Archi-
medische Aziom.

Beweis. (1)== (ii): Die entsprechende Aussagen wurden in den beiden
vorigen Abschnitten gezeigt.

(ii)== (i): Sei M eine nach oben beschrénkte Menge in K. Zu zeigen:
M hat ein Supremum.
Sei C' eine obere Schranke von M. Sei u € K keine obere Schranke von
M zb. u=y—1 fiir ein y € M. Wir konstruieren induktiv Intervalle
I, = [ayn, by] mit

e Alle b, sind obere Schranken von M.

e Alle a,, sind keine oberen Schraken von M.
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e [,.1 CI, fir alle n € N.

VA A)

Dann bilden die I,,, n € N, eine Intervallschachtelung (die letzte Eigen-
schaft liefert nach dem Archimedischen Axiom, daf8 |I,| = 5= — 0). Fiir
den gemeinsamen Punkt x aller [, (der nach Voraussetzung existiert)
gilt dann

e 1 ist obere Schranke (sonst z € M mit x < z Widerspruch
zu b, beliebig nahe an x fiir grole n und b, obere Schranke.
Zeichnung)

e Es gibt keine kleinere obere Schranke als x (sonst m < z < z,
fiir alle m € M. Widerspruch zu a, beliebig nahe an x fiir
grofie n und a,, keine obere Schranke. Zeichnung)

Nun zur Konstruktion: Wir setzen I := [u,C]. Seien Iy,..., 1, wie
oben schon konstruiert und I, = [a,, b,]. Sei

m = (a, + b,)/2
der Mittelpunkt von I,,. Wir unterscheiden zwei Fille (Zeichnung):

Fall 1: m ist obere Schranke von M. Wir setzen 1,11 := [a,, m]. Zeich-
nung.
Fall 2: m ist keine obere Schranke von M. Wir setzen I, 41 := [m, b,].

Dann hat I,,.; die gewiinschten Eigenschaften.
Zeichnung 'konvergierende Intervalle’. U



KAPITEL 4

Konvergenz von Folgen in R

In diesem Kapitel lernen wir das zentrale Konzept der Analysis kennen,
ndmlich das Konzept des Grenzwertes. Es ist grundlegend fiir alle weite-
ren Untersuchungen und (in gewisser Weise) das schwierigste Konzept
der Analysis.

1. Definitionen und Rechenregeln

DEFINITION. (Folge) Sei X eine Menge. Eine Abbildung x : N — X
heifit Folge (in X ).

Notation. (z,) oder (z,)nen oder (x,),.

Beispiele.

e Sei ¢ € R beliebigund z : N — R, n +— ¢, also x,, = c fiir alle
n. Dann heifit (z,) die konstante Folge mit Wert c.

e z:N— R, n— (—1)" also x, = (—1)".

° m:N—>R,nr—>%, alsoxn:%.

Wir kommen nun zu einem zentralen Begriff der Analysis, dem Begriff
der Konvergenz.

Idee. Die Folge (z,,) konvergiert gegen den Wert x, wenn fiir alle geniigend groflen n
die Zahl x,, der Zahl z beliebig nahe ist.

Es wird nun darum gehen, diese Idee prézise zu fassen. Das verlangt
Arbeit, da es um das Verhalten der Folge im Unendlichen geht.

DEFINITION. (Konvergenz) Die Folge (x,) in R konvergiert gegen x,
wenn zu jedem € > 0 ein n. € N existiert, sodaf$ fiir alle n > n. gilt

|z, — x| < e. Dann heifit © Grenzwert der Folge (x,). Eine Folge, die
nicht gegen ein x konvergiert heifit divergent.

Zeichnung e- Falle Ende der 9. Vorlesung
Zeichnung. ¢- Schlauch

Wichtig. Eine Folge (x,) kann nicht gegen zwei verschiedene Grenz-
werte konvergieren (d.h. der Grenwert ist eindeutig, wenn er existiert).

37
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Bew: Es konvergiere (z,) gegen = und gegen y. Sei ¢ > 0. Dann gibt
es also n, mit |z — z,| < ¢ fiir n > n,, und es gibt n, mit |y —z,| < ¢
fir n > n,. Mit n > n,,n, gilt dann also

lz—yl = |z —2p + 20 —y| < |v— 20| + |20 — Y| < 26
Da e > 0 beliebig war, folgt |x — y| = 0, also = = y.

Aufgrund der Eindeutigkeit kann man von dem Grenzwert einer Fol-
ge sprechen (falls existent). Man verwendet folgende
Notation. Konvergiert (z,) gegen x, so schreibt man auch

r = lim x, oder z, — x,n — 00

n—oo

und nennt = den Grenzwert der Folge (z,,).
DEFINITION. Fine Folge (x,) in R mit x,, — 0 heisst Nullfolge.

Bemerkung. Diese und &hnliche Definitionen lassen sich mit soge-
nannten Quantoren ausdriicken. Wir werden in dieser Vorlesung kaum
Quantoren benutzen (aber die zugrundeliegenden Konzepte natiirlich
standig verwenden). In Quantoren lautet die Definition von Konvergenz
einer Folge:

Ve>03dn. e NVn > n. |z —x,| <e.
Hier: 'V ¢’ steht fiir "Fiir alle ¢ gilt:’

"I’ steht fiir 'Es existiert d mit der Eigenschaft, dafl / soda$...”. Damit
ergibt sich auch, dafl Quantoren immer an den Anfang der Aussage
gestellt werden miissen.

Bemerkung. (Konvergenz entscheidet sich ganz weit draussen): x,, —
x.Sei N > 0 und (y,,) Folge mit z,, = y, fiir n > N. Dann gilt y,, — =.
Bew. Sei ¢ > 0. Es existiert ein n. € N mit |z, — x| < ¢ fir n > n..
Fiir n > n., N gilt also

|yn—[)3|:|[)3n—l"<€.

Drei Beispiele.

e Sei ¢ € R. Dann ist die konstante Folge z : N — R, x,, = ¢,
konvergent gegen c.
Bew...
e Seix:N—R, z, = % Dann konvergiert x,, geben 0.
Bew. Das folgt aus dem Archimedischen Axiom.
In gewisser Weise ist dies die einzige explizite konvergente
Folge, die wir kennen.
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e Seixz:N—R, z, =(—-1)"dh. z,, = —1 fiir ungerade n und
x, = 1 fiir gerade n. Dann ist (x,) nicht konvergent.
Bew. Wir beweisen ein allgemeines Kriterium.

Beh. Ist (z,) eine konvergente Folge in R, so ist die Folge
Yn := Tpi1 — T, eine Nullfolge (d.h. konvergent gegen 0).
Bew. ...

Mit diesem allgemeinen Kriterium sieht man sofort, dafl
x, = (—1)" nicht konvergiert, da y,, immer den Betrag 2 hat.

Wir geben jetzt noch eine leichte Umformulierung der Definition von
Konvergenz. Zu z € R und € > 0 sei die e-Umgebung (oder e-Kugel
um z) U.(x) von x definiert durch

Ucdz) ={2€R: |z —z| <e}.
Es gilt also
Ucz) = (x — e,z +¢).
Eine solche Umgebung ist dann nichts anderes als ein offenes Intervall
um z. In diesem Sinne héitten wir das Konzept der Umgebung also

nicht neu einfithren miissen. Fiir spétere Verallgemeinerungen erweist
sich aber das Denken mit Umgebungen als sehr niitztlich.

Bemerkung. Allgemein nennt man eine Menge U Umgebung von = €
R, wenn es ein € > 0 gibt mit U.(z) C U.

PROPOSITION. (Charakterisierung Konvergenz) Sei (x,,) eine Folge in
R. Dann sind dquivalent:

(i) (z,) konvergiert gegen x
(ii) Fiir alle e > 0 existiert ein n. € N so daf fir alle n > n. gilt
z, € U.(x).
(iii) Fir alle e > 0 ist die Menge {n € N : z, ¢ U.(x)} endlich
(d.h. fiir jedes feste € > 0 liegen bis auf endlich viele Ausnah-
men alle xx in der e-Umgebung von x).

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (i7) ist klar. (Denn: z € U.(z) <=
|z — x| <e.)

(17) <= (i7i): Eine Teilmenge von N ist genau dann endlich, wenn ab
einem gewissen ng keine natiirliche Zahl mehr dazu gehort. U

Bevor wir uns der Existenz konvergenter Folgen widmen, sammeln wir
hier schon einmal ein paar niitzliche Eigenschaften.

FOLGERUNG. (z,) konvergent = (x,,) beschrinkt (d.h. die Menge
{z, : n € N} ist beschrinkt d.h. es existiert C > 0 mit |z,| < C
fiir allen € N).
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Beweis. Sei x := lim x,. Fiir n > ny gilt |z — x,| < 1, also

n—oo
Ty = |z —x+ 2| < |z), — 2| + |z <1+ |2|.

Damit folgt
|xn| S maX{|fF1’a R} |$7’L1—1|7 1 + ‘l‘|}
fir alle n € N. O

Bemerkung. Beschrianktheit einer Folge hdngt nicht von den ersten
endlich vielen Gliedern ab.

Die folgenden Eigenschaften zeigen insbesondere, dafl Konvergenz mit
den Operationen +, -, : und | - | vertréglich ist.

PROPOSITION. (Rechenregeln) Seien (x,,) und (y,) Folgen in R. Dann
qgilt.

(@) Ty = @, Yo =Y = Tn + Yo — T+ Y.

(b) r, — x, y, — y = z,y, — xy. Insbesondere ax, — ax fir
a e R.

(c) xp — x, und y, —y mity #0 =y, # 0 firn > ng und = — 7.
Bemerkung. Spéater: Die Abbildungen 4+ : RxR — R, (z,y) — z+v,
-t RXR — R, (z,y) —» 2y und : Rx R — R, (z,y) — z/y sind
stetig.

Beweis. (a) Sei ¢ > 0. Wegen x,, — x gibt es ein n, mit |z, — x| < §
fir n > n,. Wegen y, — y gibt es ein n, mit |y, —y| < 5 fiir n > n,,.
Fir n > n, := max{n,, n,} gilt dann also nach Dreiecksungleichung

€

228.

e
|(fvn+yn)—<w+y)|§|xn—93|+|yn—y|<§+

(b) Sei € > 0 beliebig.
Wiéhle C' > 0 mit |z,| < C fiir alle n. Wegen z,, — x existiert n, € N

mit |z, —z| < M.Wegen Yn — ¥y existiert n, € N mit [y, —y| < 55.

Damit gilt fiir n > max{n,, n,} also
|xnyn - $y| - |xnyn — Ty + TnlYy — ZL‘y| S |$n||yn - y| + |y||£L’n - ZL‘|

(c¢) Wegen y,, — y existiert ein ng mit |y, — y| < ‘%' fiir n > ng. Damit
gilt also fiir n > nyg

Ynl > |y| = |y — y| > |y]/2 > 0.

Sei nun € > 0 beliebig. Wegen z,, — x existiert ein n, mit

fir alle n > ny. Wegen y,, — y existiert ein n, mit

ely|?

n — < — .
[vn = 9l 20| + 1
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Fiir n > max{n,, n,,n} gilt dann

Yn Yy YYn
< 2 |
|yl
2
< Wﬂyl\xn — x|+ |z[|lyn — yl)
< €
Das beendet den Beweis. O

PROPOSITION. (Stetigkeit des Betrages)
Sei (xy,) eine Folge in R. Dann gilt: x,, — v = |x,| — |z|.
Beweis. Das folgt sofort aus der zweiten Dreiecksungleichung
[|n| = [2]] < [z = 2nl.
U

PROPOSITION. (Vertrdglichkeit von Konvergenz mit <) Sei (x,) eine
Folge in R mit x,, < ¢ /x, > cund x, — x. Dann gilt xt < c¢ /x > c.

Beweis. Wir betrachten x,, < c¢. Angenommen x > c¢. Dann ist € :=
x —c¢ > 0. Wegen x, — x miisste gelten z,, € U.(x) fiir grofie n, also
x, > c. Widerspruch. O
Bemerkung. z,, < ¢ x, — x impliziert nicht x < c. Beispiel z,, = 1—%.
Dann z,, < 1, aber x = limz, =1

PROPOSITION. Seien (x,) und (y,) Folgen in R und x,y € R mit x,, —
x und y, — y. Dann gilt max{z,, y,} — max{z,y} und min{z,,y,} —
min{z, y}.

Beweis. Es gilt

b—la—10 b —b
min{a, b} = o 2|a |, max{a,b} = o +2|a |
Nun folgt die Behauptung aus den schon gezeigten Aussagen. O

THEOREM. (Sandwichtheorem) Seien L € R und konvergente Folgen
(xn) und (y,) in R mit lim, o x, = L = lim,,_o Yy, gegeben. Ist (z,)
eine weitere Folge in R mit x, < z, <y, fiur alle n ab einem gewissen
no € N, so konvergiert (z,) ebenfalls gegen L.

Beweis. Zeichnung.

Sei € > 0 beliebig.

Wegen L = lim z,, gibt es ein n, € N mit z,, > L — ¢ fiir alle n > n,.
Wegen L = limy, gibt es ein n, € N mit y, < L + ¢ fiir alle n > n,,.
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Fiir n > ng, ny, no gilt dann also
L—e<z,<z, <y, <L+e¢

und damit
|zn — L] < €.
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. U

Es ist sinnvoll in gewissen Féllen auch oo als Wert zuzulassen:

Eine Folge in R, die nicht konvergiert, heifit divergent.

Unter den divergenten Folgen in R gibt es zwei Klassen von Folgen mit
besonders guten Eigenschaften:

e Eine Folge (z,) in R heifit bestimmt divergent gegen oo, z,, —
oo, wenn fiir jedes C' € R ein ng € N existiert mit x,, > C fiir
alle n > ng.

e Eine Folge (z,) in R heifit bestimmt divergent gegen —oo,
x, — —oo, wenn fiir jedes C' € R ein ne € N existiert mit
T, < C fir alle n > nc¢.

Bei vorsichtigem Umgang mit oo bleiben einige Rechenregeln fiir kon-
vergente Folgen auch fiir bestimmt divergente Folgen noch giiltig. Eine
wichtige Ausnahme stellt der Umgang mit Termen der Form 0 - co
dar (siche Ubung).
Ahnlich kann man fiir Supremum und Infimum von unbeschrinkten
Mengen verfahren:

e Sei M eine Teilmenge von R. Ist M nicht nach oben / unten
beschrinkt, so setzten wir sup M = oo / inf M = —oc.

Beachte. (a) sup M = oo <= existiert Folge (z,,) in M mit z,, — occ.
Entsprechend fiir Infimum.

(b) , — 00 <= 1/x, — 0 und z,, > 0 fiir n groB

Beispiel. V/n! — 0o, n — 0.
Bew. n! = n(n —1)---1 > n/2---n/2 = (n/2)"/%. (n/2-Faktoren).

Damit V/n! > /(n/2)7/2 = (n/2)'/? — cc.

Mit den bisherigen Betrachtungen kénnen wir Konvergenz einiger Fol-
gen untersuchen.

Beispiele. (a) Fiir jedes a # 0 konvergiert (a/n) gegen 0. (Nullfolge).
Bew. Archimedes oder Rechenregeln a/n = a - %

(b) (Exponentielles Fallen) Sei 0 < ¢ < 1. Dann konvergiert x,, = ¢"
gegen 0.

Bew. Das ist eine Folgerung aus dem Archimedischen Axiom und wurde
oben schon behandelt. (0 < ¢ < 1 impliziert 1/¢ = 1 + a mit a > 0.

Bernoulli impliziert dann (1/¢)" > 1+ na. und damit 0 < ¢" < na1+1 <
111

= ==, Nun Sandwichtheorem und Beispiel (a).)

an an’
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(c) Verallgemeinerung von (b): (Exponentielles Fallen schlidgt polyno-
mielles Wachsen): Sei 0 < ¢ < 1 und k € N. Sei z,, = ¢"n*. Dann gilt
T, — 0, n — o0.
Beachte. ¢" — 0, aber n* — oo fiir k > 1. Die Frage ist also, welcher
Effekt sich durchsetzt.

kn, kn

Bew. Plan: Schreibe ¢" also p?* = p*"p*” mit geeignetem p. Dann gilt

also

Erster Term gegen Null; zweiter Term beschréinkt.

Hier sind die Details: p := 3/q < 1.

Also 1/p = 1+ a mit a > 0. Bernoulli impliziert (1/p)” > 1 4 na und
damit 0 < p" < . Mit 0 < ¢" = p*" folgt also

0<g"n" <p™p™'n" <p™(—| n"=p7 -] .
na a

Damit folgt die Aussage aus (b) und dem Sandwichtheorem.

(d) Sei @ > 0 und z,, = /a. Dann gilt z,, — 1, n — 0.
Bew. Wir unterschieden drei Fallen:

a = 1. Das ist einfach.

a > 1: Wegen a > 1 und a = 2] gilt x,, > 1. Weiterhin a = z] =
(14 (x, —1))">1+n(z, — 1)

= (a—1)/n>z,—12>0,

= (a—1)/n+1>2z,>1.
Damit folgt nach (a) und dem Sandwichtheorem z,, — 1.

0 < a < 1: Das folgt nach Bilden des Kehrwertes aus dem schon
bewiesenen.

(e) Verallgemeinerung von (d): Sei z,, = {/n. Dann gilt z,, — 1, n —
0.
Beachte. Wettstreit zwischen {/a — 1 und n — oo fiir n — oco. Die
Frage ist also, welcher Effekt sich durchsetzt.

Bew. Es gilt 2], = n, also insbesondere z,, > 1. Mit binomischem Satz
folgt

0= et = 3 () 1t 2 (5) et = 20 o

k=0

also

also
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Mit%—>0,n—>oo,f01gtauch,/%—>O,n—>oo(Denn:0§a<52

— 0 < y/a < e.) Daher folgt Behauptung aus dem Sandwichtheorem.

2. Aspekte der Vollstandigkeit

Die Vollstindigkeit von R liefert die Konvergenz ganzer Klassen von
Folgen. Tatséchlich ist diese Konvergenz zusammen mit dem Archime-
dischen Axiom ein Charakteristikum der reellen Zahlen. Das wird in
diesem Abschnitt studiert.

DEFINITION. Fine Folge (x,) in R heifit monoton wachsend / fallend
WeNnn Ty > Tp / Tper < xy, fiir alle n € N gilt.

Fine Folge (x,,) heifst nach oben / unten beschrdankt, wenn die Menge
{z,, : n € N} nach oben / unten beschrinkt ist.

Zeichungen einer nach oben beschrinkten monotonen Folge:
auf der Achse, oder als Graph...

THEOREM. (Konvergenz monotoner beschrinkter Folgen) Jede mono-
ton wachsende / fallende nach oben / unten beschrinkte Folge in R
konvergiert.

Beweis. Zeichnung. Sei (z,,) eine monoton wachsende, nach oben be-
schrinkte Folge. Dann existiert also aufgrund der Ordngungsvollstandig-
keit S := sup{z, : n € N}. Sei ¢ > 0 beliebig. Dann existiert nach
Definition des Supremum ein n. € N mit

S—e<ua,.
Damit folgt also fiir alle n > n. aufgrund der Monotonie
S_ggxnegxngs

also |S — z,| < e.

Der Fall monoton fallender nach unten beschrénkter Folgen kann ana-
log behandelt werden. U

Bemerkung.

e Neben der Konvergenz von (1) gegen 0 haben wir also in un-
seren Zugang zu R eine Methode zur Erzeugung konvergenter
Folgen eingebaut.

e Ist die Folge (z,) wachsend / fallend so gilt z,, — C, wobei

CeRoderC=00/C=—00.
Beispiel - die Eulersche Zahl e: z,, := (1+ )" konvergiert.

Beachte. 1 + % — 0, aber " — oo fiir a > 1. Die Frage ist also,
welcher Effekt sich durchsetzt.
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Bew: Wir zeigen, daf (z,,) wachsend und beschriankt ist. Die Bernoulli
Ungleichung liefert

e )

Ty = 1—}-l ”> (1_%>: ! = 1 "‘1: 1+ ! n_lzx
" n) = (1— %)n (1_%)”_1 n—1 n—1 nl

fiir alle n > 2. Die Folge (z,) ist also wachsend. Die Folge (z,) ist

beschrankt durch 3:
(1+3)
T, = (1+—
n

- 1
(Binomi) = (Z) e

1-2---k nk
k=0
= —1)...(n—k+1)1
(Umsortieren) = nn=1)...(n i1
prd n...n k!

IA
—
_l_

NE

k!

1
(Induktion : k!'>2"1) < 1+ Z T
k=1

1— (1/2)"!
o1 =¢

Damit existiert nach dem vorangehenden Satz der Grenzwert der Folge
(). Dieser Grenzwert wird e genannt. Spéter:

, N\N" . 1 = 1
= (1) ==y

Bemerkung. Die Zahl e spielt bei kontinuierlichen Wachstumsvorgidngen
eine Rolle, z.B. stetige Verzinsung: Kapital A Zinsatz 100 prozent.
Dann hat man nach einem Jahr bei

- 0 mal (aquidistant) Abheben und Einzahlen : A(1+ 1)

- 1 mal (4quidistant) Abheben und Einzahlen: A(1 + 1/2)(1 +1/2)

- 2 mal (dquidistant) Abheben und Einzahlen: A(1+1/3)(1+1/3)(1+
1/3)

- ete.

(Geom.Summe) < 1+
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Beispiel - die Zahl e(a): Sei a > 0. Sei z, := (1 + a/n)". Dann
konvergiert (z,). Wir nennen den Grenzwert e(a). (Spéater: e(a) = e®.).

Bew. Wir zeigen Monotonie und Beschréanktheit.

Monotonie:

T

(siehe voriges Bsp. )

(Ur<(I+1)/(r+1))

Tn+41

Tn

(Bernoulli)

(Sortieren n. Potenzen)

(a>0)

Beschrdankteit:

IN

k=0

“(n4+n---(n+l1—k+1)ad*
];(nﬂ) (n+1)---(n+1)k
nH(7’L—1—1)n---(n—|—1—k:+1)a_’c
prd m+1)-(n+1)---(n+1) k!

e (22)
(1+nil> (élnfaﬁ(m%)
E% EEZT.BEZT;?) .
1+nil 1_(n+1;L(n+a)
(1 nil) (1_ (n+17)l?n+a))
(1) (e

n® +n?(a+2) +n(l+2a) + a(l + a)

nd4+n2(a+2)+n(l+2a)+a
1)

Die Betrachtungen des vorigen Beispiels fithren auf

n ok
k=0
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Wiéhle nun N € N mit N > 2a. Dann gilt

N ok nogk aN+l qk—N-1 aN+1
=) — — =C4 — — < C+—3.
W= gt 2 w0t R T X st m
k=0 k=N+1 k=N+1

(Grundidee a*/k! ist schlieBlich a/l mit [ grof....)
Beispiel - die Zahl e(—a): Fiir b = —a < 0 gilt lim, .o, (1 —2)" =
1

Bew. Ubung. Idee (14 2)" (1 —2)" = (1+ a*/n?)" konvergiert gegen
1...

Beispiel - k-te Wurzel. (Ubung) Sei a > 0 beliebig. Definiere induk-
tiv die Folge (x,) durch p := ¢ > 0 beliebig und

1 a T, [ a
Tptl = E ((1{7 — 1)1’” + C(]]fl_l) =T, + ? (.T_Ifl - 1) .
Dann konvergiert die Folge (x,) gegen /a.

Beweisskizze: Offenbar (?Induktion!) gilt x,, > 0 fiir alle n € N.
Bernoulli Ungleichung liefert (Wie?):

k
xn-i—l Z a

fiir alle n € N. Auflerdem gilt nach Definition

Tn a
$n—$n+1:? 1_1‘_]‘5 .
n

Damit ist also (Warum?) (z,),>2 monoton fallend und durch 0 nach
unten beschriankt. Also konvergiert die Folge (z,) nach dem Satz gegen
einen Grenzwert b. Dieser Grenzwert erfiillt (Wieso?)

b= (k= b+ %)

und damit auch b* = a.

Bemerkung. Diese Betrachtungen sind ein Fall des sogenannten New-
ton Verfahren. Damit kann man (oft) eine Nullstelle einer Funktion f
(hier ¥ — a) auf folgende Art berechnen:

n = 0: Wéhle einen (geeigneten) Wert p.

n => n + 1: Ist z,, schon bestimmt, so berechnet man x,,,; wie folgt:
Bilde die Tangente an (z, f(x)) und berechne ihren Schnitt mit der
x-Achse. Dieser Schnittpunkt ist dann z,,;. (Zeichnung). Rechnung
liefert die Rekursion

n

Ende der 12. Vorlesung
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Der Satz zur Konvergenz monotoner Folgen mag erst einmal speziell
erscheinen, da keineswegs jede Folge monoton ist. Aber er hat weitrei-
chende Konsequenzen. Um das néher zu erldutern, brauchen wir noch
einen neuen Begriff:

DEFINITION. Sei (), eine Folge und (ny) eine strikt wachsende Folge
in N (d.h. ngy1 > ny fiir alle k € N). Dann heifit (z,,) eine Teilfolge
von ().

Bemerkungen.
o Ist n.:N— N k— ngund z: N — R, so ist (x,,) gerade
die Abbildung z on..
e Fiir den Begriff der Teilfolge ist nicht wichtig, dafi die Werte
der Folge in R liegen.

Zeichnung. x1,22... VS Ty, Tpy - - -

Beispiel. z,, = (—1)". Dann ist (x,) die konstante Folge 1 und (xg;,41)
die konstante Folge —1. Diese Teilfolgen sind konvergent also ’schéner’
als die Ursprungsfolge. Das ist ein allgemeines Phédnomen (s.u.).

Das folgende Lemma zeigt, dafl der Unterschied zwischen beliebigen
Folgen und monotonen Folgen doch nicht so grof} ist.

LEMMA. Jede Folge in R enthdlt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei (z,) eine Folge in R. Ein N € N heifit Gipfelpunkt von
(x,), wenn gilt zy > x, fiir alle n > N. Wir unterscheiden zwei Félle.
Fall 1: Es gibt unendlich viele Gipfelpunkte. Sei ny = k-ter Gipfel-
punkt. Dann ist n; < ny < ...ng < ngyq die Folge von Gipfelpunkten.
Daher gilt also

l‘nk Z xnk_H
fir alle £ € N und (x,, ) ist eine monoton fallende Teilfolge.

Fall 2: Es gibt nur endlich viele Gipfelpunkte. Wir konstruieren induk-
tiv streng monoton wachsende (ny), so daf x,, monoton wachsend ist.

k = 1: Wihle ny groer als jeden Gipfelpunkt (moglich, da nur endlich
viele Gipfelpunkte).

k = k + 1: Seien n; < ng... < n, schon konstruiert. Da n; kein
Gipfelpunkt ist (ng > ny > jeder Gipfelpunkt ), gibt es ein ng 1 > ny
mit r,, < Tp,,,. Ul

THEOREM. (Bolzano - Weierstrafs) Jede beschrinkte Folge in R enthdlt
eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma enthélt die Folge eine monotone
Teilfolge. Diese ist beschriankt (da die Ursprungsfolge beschriankt ist).
Damit konvergiert die Teilfolge nach dem Satz iiber Konvergenz mo-
notoner beschrankter Folgen. O
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Wir werden nun Konvergenz von Folgen in R charakterisieren. Dazu
benotigen wir den folgenden Begriff.

DEFINITION. (Cauchy Folge) Eine Folge (x,,) in R heifit Cauchy-Folge
wenn gilt: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein n. € N, sodaf fir alle n,m > n.
qgilt

|z, — T| < e.

In Quantorisch:

Ve > 03n. € NVn,m > n. |z, — z,| < e.
Idee. Folgeglieder sind beliebig nahe aneinander fiir geniigend grofie n
und m.

LEMMA. Jede konvergente Folge in R ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. (Eigentlich klar: Wenn Folgeglieder nahe am Grenzwert sind,
sind sie auch nahe aneinander. Zeichnung.)
Details: Sei x,, — x, n — 00. Sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein
ne € N mit |2, — 2| < § fiir n > n.. Also
e €
[Ty — Tp| = |xp, — 2+ 0 — 2| < |2y — 2| + |20, — 2| < ;tg=¢
fiir n,m > n.. O

LEMMA. FEine Cauchy-Folge in R mit einer konvergenten Teilfolge ist
konvergent (gegen den Grenzwert der Teilfolge).

Beweis. Sei (z,,) eine Cauchy-Folge und sei (x,, ) eine gegen x konver-
gente Teilfolge. Wir zeigen lim z,, = x.

Sei € > 0 gegeben.

Es existiert n. € N mit |z, — z,,| < § fiir alle m,n > n. (da Cauchy
Folge).

Es existiert ko € N mit |z, — 2| < § fiir £ > ko (da Teilfolge konver-
gent).

Sei nun k > kg mit ng > n. gewéhlt.

Es gilt fiir alle n > n,

£
2
Das beendet den Beweis. U

Wir kommen nun zur angekiindigten Charakterisierung von Konver-
genz.

€
\xn—x|:|xn—xnk+xnk—x|g]xn—xnk|+|xnk—x]<§+ =¢.

THEOREM. (Cauchy-Kriterium) Sei (z,) eine Folge in R. Dann sind
dquivalent:

(i) (x,) ist konvergent.

(i) (x,) ist eine Cauchy Folge.
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Beweis. Die Implikation (i) = (i¢) haben wir in einem vorausgehen-
den Lemma gezeigt.

(11) = (i): Sei (x,) eine Cauchy Folge. Dann ist (x,) beschrinkt
(Wéhle ny mit |z, — z,,| < 1 fiir n > ny. Dann gilt fiir n > ny also
|zn| < |@n — @, | + |20, | < 14 |2y, |...) Damit hat (x,) also nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge. Damit ist (x,,)
nach dem vorigen Lemma konvergent.

4

Bemerkung. Es handelt sich um eine wesentliche Eigenschaft der re-
ellen Zahlen (siehe folgendes Theorem). Die entscheidende Implikation
ist (i1) = (4).

In gewisser Weise charakterisieren (fast) alle in diesem Abschnitt ge-
gebenen Sétze die reellen Zahlen. Genauer gilt folgendes.

THEOREM. (Die grofie Charakterisierung) Sei K ein angeordneter Kdrper.
Dann sind dquivalent:

(i) Es ist K ordnugsvollstindig (d.h. K =R).

(ii) Es erfillt K das Intervallschachtelungsprinzip und das Archi-
medische Azxiom.

(iii) Jede monotone beschrinkte Folge konvergiert, und es gilt das
Archimedische Aziom.

(iv) Jede beschrankte Folge hat eine konvergente Teilfolge, und es
gilt das Archimedische Aziom.

(v) Jede Cauchy-Folge konvergiert, und es gilt das Archimedische
Axiom.

Beweis. (i)<=> (ii): Das wurde schon in Kapitel 3 durchgefiihrt.
(i)= (iii): Siehe oben. (Definiere S := sup{x, : n € N}....)

(ili)== (iv): Jede beschrénkte Folge hat eine monotone Teilfolge (nach
dem oben gegebenen Beweis).

(iv)== (v): Jede Cauchy Folge ist beschrénkt (s.o.). Jede Cauchy Folge
mit konvergenter Teilfolge konvergiert (s.o.).

(v)= (ii): Ist I,, eine Intervallschachtelung, so bilden die Mittelpunk-
te (rechte Randpunkte, linke Randpunkte,...) eine Cauchy Folge. Der
Grenzwert = hat die gewiinschten Eigenschaften. O

Nach Hause nehmen: Die Ordnungsvollstandigkeit von R liefert kon-
vergente Folgen:

e Die Folge (%) ist eine Nullfolge.

e Monotone beschriinkte Folge konvergieren.

e Jede Cauchy Folge konvergiert.

Darauf beruhen mehr oder weniger alle Betrachtungen zu Konvergenz.

Ende der 13. Vorlesung
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3. Teilfolgen und Haufungspunkte

Wir kommen nun zu einem wichtigen Konzept, das das Konzept der
Teilfolge komplementiert.

Notation: Eine Menge X heifit endlich, wenn es ein n € N gibt und
eine bijektive Abbildung j : {1,...,n} — X. Andernfalls heifit sie
unendlich (siehe spéter).

LEMMA. (Charakterisierung Haufungspunkt) Sei (x,) eine Folge in R
und x € R gegeben. Dann sind dquivalent:

(1) Es gibt eine Teilfolge von (x,,), die gegen x konvergiert.
(ii) Fir alle e > 0 ist die Menge {n € N: |z, —z| < e} unendlich.

Beweis. (i) = (ii): Sei € > 0. Aufgrund von (i) gibt es eine Teilfolge

Ty, mit x,, — x, k — oo. Damit folgt also fiir & > k.

|zp, — 2| <e.

Damit gilt
{neN:|z, —z|<e}D{ng: k >k}
und es folgt die Behauptung.
(1) = (i): Wir konstruieren induktiv eine Teilfolge mit
1

|zp, — 2| < T
Diese Teilfolge konvergiert dann also gegen .
k = 1: Wahle ny mit |z, — x| < 1.
k = k + 1: Aufgrund von (i7) ist die Menge

1
A::{nEN:|xn—$|<k—+1}ﬂ{n€N:n>nk}

nichtleer. Wir kénnen also ny; aus A wéhlen z.B. als kleinstes Element
von A. Dann gilt

1
|y, — x| < T
Damit folgt (x,,) — x (nach Archimedischen Axiom). 0

Beachte: Beweis nutzt: z, — x <= Fiir alle k£ € N existiert ein
ng € N mit |z, — x| < 1/k fir n > ng.

DEFINITION. (Hdaufungspunkt) Sei (x,) eine Folge in R. Ein z € R
heifit Hiufungspunkt von (z,), wenn eine der beiden dquivalenten Be-
dingungen des vorigen Lemma gilt.
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Bemerkung. Gibt es eine Teilfolge von (z,,) die gegen oo / —oo kon-
vergiert, so spricht man manchmal vom uneigentlichen Haufungspunkt
00 bzw. —oo0.

Erklire im Spaziergingermodell, das Haufen.

Beispiele. (a) (—1)" hat die beiden Haufungspunkte —1 und 1.

(b) Die Folge x,, mit x, = = fiir n hat Rest 0 bei Division durch 3,
xr, = 7 fiir n mit Rest 1 bei Division durch 3, z,, = 42 fiir n mit Rest

2 bei Division durch 3 hat die drei Haufungspunkte 7,7 und 42.

(¢) Yn = xn + + (mit (x,) aus (b)) hat ebenfalls die Haufungspunkte

7, 7,42 (obwohl diese Werte nicht angenommen werden; vgl. Konver-
genz!)

Beachte. Der Satz von Bolzano/Weierstrafl 1dsst sich nun so formulie-
ren: Jede beschrinkte Folge in R hat einen Haufungspunkt.

Fiir beschrankte Folgen in R gibt es zwei besondere Haufungspunkte,
ndmlich den gréfiten und den kleinsten Haufungspunkt. Das werden
wir jetzt genauer untersuchen:

Sei (z,,) eine Folge in R.
Dann ist die Folge (Xy) mit
Xy :=sup{x,:n> N}
fallend in N. Damit existiert
lig:s;}pxn = z\}lféo Xy = nhir& sup{zy : k > n}.

und wird als 'Limsup’ oder "Limes superior’ von (x,) bezeichnet. Hier
ist der Wert +o00 mdoglich (wenn néamlich die Folge nach oben nicht
beschrankt ist).

Analog sicht man, daf8 die Folge (X /) mit
Xy = inf{z, :n > M}
wachsend in M ist. Damit existiert

liminf z,, := A}im Xy = lim inf{xy : k > n}
und wird als 'Liminf’ oder 'Limes inferior’ von (x,) bezeichnet. Hier
ist der Wert —oo moglich (wenn némlich die Folge nach unten nicht
beschrénkt ist).

LEMMA. (Charakterisierung von limsup/liminf) Sei (x,) eine Folge
i R. Sei x € R. Dann sind dquivalent:
(i) = limsup,,_, ., Tn.
(i) Fir jedes e > 0 gilt:
— FEs gibt ein n. € N mit xp, < x + ¢ fiir alle k > n.
— Die Menge {n € N:z, >z — e} ist unendlich.
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(i) Esist (x,) nach oben beschrdnkt und es ist x der gréfite Haufungs-
punkt von (x,) (d.h. x ist Hiufungspunkt von (x,) und es gibt
keinen gréfleren Haufungspunkt).

Analoge Aussagen gelten fiir liminf.

Beweis. (1)== (ii): Sei € > 0. Sei Xy := sup{z, : n > N}. Wegen
Xy — o fallend, existiert ein Ny € N mit

xp <sup{x,:n> No} <z +e¢
fir alle £ > Ny und es ist {n € N: x,, > = — e} unendlich.

(il)= (iii): (@) nach oben beschrinkt. Das folgt aus der ersten Eigen-
schatft.

x ist Hdaufungspunkt. Das folgt aus den beiden Eigenschaften und der
Charakterisierung von Haufungspunkten.

Es gibt keinen grofieren Hdaufungspunkt. Das ist klar nach der ersten
Eigenschaft.

(ili)=> (i): Sei Xy :=sup{z, :n > N}.

Sei € > 0. Dann gibt es ein n. mit z,, < z+e¢ fir alle n > n. (andernfalls
géibe es nach Bolzano/Weiersterass eine Teilfolge, die gegen eine grofere
Zahl als = konvergiert. Widerspruch grdfster HP.). Damit folgt

Xn<zxz+e¢
fiir alle N > n.. Damit folgt
limsupx, =lim Xy < x + €.

Umgekehrt gibt es, da x ein Haufungspunkt ist, zu jedem € > 0 beliebig
grofe n mit z, > x — . Damit folgt Xy > x — ¢ fiir alle N. Damit
folgt X > o — €. Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

FOLGERUNG. Es gilt limsup z, < C' genau dann wenn ein C' < C und
Ny € N ezistiert mit x, < C" fiir alle n > N. Enstprechendes gilt fir
lim inf.

Beweis. ==: Das folgt leicht aus (7).
<=: Das folgt sofort aus der Definition. O

Bemerkung. Ist {z, : n € N} nicht nach oben beschrénkt, so gilt
sup{x, : n > N} = oo fiir alle N. Entsprechend folgt lim sup z,, = oc.
In diesem Fall gibt es eine Teilfolge, die gegen oo konvergiert. Man
kann also in diesem Sinne co als den gréfiten Haufungspunkt auffassen.
Entsprechendes gilt fiir —oo und lim inf z,,.

Bemerkung. (Zweipunktkompaktifizierung) Wir betrachten +oo nicht
als Punkte einer geeigneten Fortsetzung von R. Ausdriicke wie z,, — oo
definieren wir direkt. Dafl das gut moglich ist, liegt daran, dal man
diese Punkte zu R dazunehmen kann und damit die sogenannte Zwei-
punktkompaktifizierung von R erhélt. Wir machen das an einer Zeich-
nung deutlich.



KAPITEL 5
Michtigkeit

In diesem Abschnitt untersuchen wir die 'Groflie’ von Mengen mittels
der Anzahl ihrer Elemente. Wir werden drei Abstufungen kennenlernen:
endliche Mengen, abzdhlbar unendliche Mengen und {iberabzéhlbare
Mengen.

DEFINITION. (Mdchtigkeit)

e Fine Menge X heifst endlich, wenn sie leer ist oder ein n € N
existiert und eine bijektive Abbildung j : {1,...,n} — X.
Dann heifit O bzw. n die Machtigkeit oder Kardinalitit von X .

e Fine Menge heifit unendlich, wenn sie nicht endlich ist.

e Fine Menge heifst abzdhlbar unendlich, wenn es eine bijek-
tive Abbildung J : N — X qibt. In diesem Fall heifit J
eine Abzdhlung und wir schreiben die Menge auch als X =
{J(1),J(2),...,}.

e Fine Menge, die weder endlich noch abzihlbar unendlich ist,

heif$t iberabzdihlbar.

Beachte. In dieser Vorlesung nennen wir eine Menge abzéhlbar, wenn
sie endlich oder abzahlbar unendlich ist. Diese Verwendung des Begrif-
fes "abzahlbar’ ist nicht einheitlich.

Beispiele.
e N ist abzéhlbar.
e Ny := NU {0} abzéhlbar.
e 7 ist abzdhlbar. (Bew. Ny — Z,2n — n,2n+1— —n. )

Wir wiederholen das Prinzip der Wohlordnung: Jede nichtleere Teil-
menge M von N hat ein kleinstes Element.

Anschaulich klar: Laufe N beginnend bei 1 ab, bis man auf die Menge
trifft. Details hier: Sei M eine solche Teilmenge. Angenommen: M hat
kein kleinstes Element. Dann ist B := {n € N: {1,...,n} € N\ M}
induktiv (1 € B: klar. n € B = (n+ 1) € B: klar. Damit ist M leer.)

LEMMA. Sei X eine Menge und H : N — X surjektiv. Dann ist
entweder X endlich oder abzdhlbar unendlich.

Beweis. Sei X nicht endlich. Zu zeigen: Es existiert ein J : N — X
bijektiv.
Wir konstruieren induktiv ein J : N — X mit

54
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e {J(1),J(2),...} D{H(1),...,H(n)}.

e Die Elemente J(1),...,J(n) sind paarweise verschieden.
Aufgrund des ersten Punktes ist J surjektiv. Aufgrund des zweiten
Punktes ist J injektiv.

Zur Konstruktion:

n=1:J(1)=H(1).

n = n+1: Betrachte M :={k >n: H(k) ¢ {J(1),...,J(n)}}. Dann
ist M nichtleer, da X unendlich ist. Damit hat M ein kleinstes Ele-

ment m. Dann setzt man J(n + 1) := m. Dann gelten die gewiinschten
Eigenschaften (Check!). O

LEMMA. Es sind NxN und Nx {1,...,n} fir beliebiges n € N abzihl-
bar. Insbesondere ist X X 'Y abzdihlbar fir alle abzdhlbaren X und Y .

Beweis. N x {1,...,n} abzihlbar. Zeichnung.
N x N abzihlbar. Zeichnung.

Das 'Insbesondere’ ist nun klar. O

Bemerkung. Das Lemma liefert leicht, dal auch X; x...x X, abzédhl-
bar ist fiir abzédhlbare X, ..., X,,. (Ubung: Wie ist es mit abzidhlbaren
Produkten bestellt?)

THEOREM. FEs ist Q abzdhlbar.

Beweis. Betrachte
n

H:NyxNx{-1,1} — Q, H(n,m,q) =q—.
m
Dann ist H surjektiv und nach dem vorangehenden Lemma ist Ny x

Nx{—1,1} abzéhlbar. Damit folgt die Aussage aus dem ersten Lemma
des Abschnitts. O

THEOREM. FEs ist R dberabzdhlbar. Tatsdchlich ist jedes Interval posi-
tiver Linge in R diberabzdahlbar.

Beweis. Angenommen: R ist abzéihlbar.
Dann gibt es eine Abbildung J : N — R mit R = {J(1), J(2),..., }.
Wir konstruieren nun rekursiv eine Intervallschachtelung (1,,), n € N
mit

o J(n) ¢ I, fir alle n € N.

o |l = %|In|-
Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es einen Punkt x der zu

allen I,, gehort. Damit stimmt  dann mit keinem der J(n) iiberein (da
J(n) ¢ I,). Das ist ein Widerspruch.

Es bleibt die I,, zu konstruieren:
n = 1: Setze I, :== [J(1) + 1, J(1) + 2].
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n = (n+1): Teile I, in drei gleichlange abgeschlossene Teilintervalle.
Es kann J(n + 1) nicht in allen drei Teilintervallen liegen. Wéhle fiir
I,,+1 ein Teilinterval, das J(n + 1) nicht enthélt. O

Ende der 15. Vorlesung
FOLGERUNG. (Dichtheit von R\ Q) In jedem Interval positiver Linge

in R, gibt es Punkte von R\ Q.

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist jedes Interval positiver Lénge iiberabzéhl-
bar. Da Q abzéhlbar ist, kann auch der Schnitt von Q mit einem solchen
Interval nur abzéhlbar sein. Damit folgt die Behauptuung. O

Bemerkung. Auch wenn ein Intervall positiver Lange ’fast nur’ aus
Punkten aus R\ Q besteht, kann es schwierig sein, einen solchen Punkt
anzugeben.

Wir diskutieren nun, dass die Potenzmenge einer Menge immer ’echt
grofler’ als die Menge ist.

PROPOSITION. Sei X eine beliebige Menge und P(X) die Potenzmenge
von X. Dann gibt es keine surjektive Abbildung J von X nach P(X).

Beweis. Ubung. U



KAPITEL 6

Die komplexen Zahlen

Ziel. Finde Erweiterungskorper von R,, in dem 2% + 1 = 0 eine Losung
hat. Nenne diese Losung . Mit a,b € R ist dann auch a + ¢b in diesem
Korper, und es gilt

(a +ib)(a’ + b)) = ad’ + iba’ + iab’ + itbt’ = aa’ — bb' + i(ba’ + ab').
Damit ist also die Menge a+ b unter Multiplikation abgeschlossen. Das
motiviert folgenden Satz.

THEOREM. Die Menge R xR versehen mit der Addition (a,b)+(c,d) =
(a+ ¢, b+ d) und der Multiplikation (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be) ist
ein Korper mit neutralem Element (0,0) der Addition und neutralem
Element (1,0) der Multiplikation.

Das Inverse bzgl. Addition von (a,b) ist gegeben durch (—a, —b).

Das Inverse bzgl. der Multiplikation von (a,b) # (0,0) ist gegeben durch

a —b
a2+ a?+v?)

Beweis. Direkte Rechnungen (vgl. Algebravorlesung). U

Zeichnung. Ebene, imaginire Achse, reelle Achse.

DEFINITION. Der Kérper aus dem vorangehenden Satz wird mit C be-
zeichnet.

Notation. Wir schreiben ¢ fiir (0,1). AuBlerdem identifizieren wir die
Element der Form (a,0) mit a € R. Damit ldsst sich das Element
(a,b) € C schreiben als (a,b) = (a,0) + bi = a + ib.

PROPOSITION. Es gilt i = —1.
Beweis. Nachrechnen. O
DEFINITION. Firz = a+1ib € C definieren wir den Imagindrteil Sz :=

b und den Realteil Rz := a, sowie die zu z konjugiert komplexe Zahl
Z:=a—1ibund |z| :=Vz -Z=+Va2+ b2

Beachte. (a) Komplex Konjugieren bedeutet gerade Spiegeln an der
reellen Achse.

(b) 2> = 2z
Folgende Regeln sind einfach zu beweisen.

57
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PROPOSITION. Fiir alle z,w € C gilt:

(a) z+w=Z+w.

fiir z # 0.

2%(2—2).

(b) zw==2w und 1 =
(c) Rz=1(z+7), 3z
(d)z;«é0:>z_1:%.

(e) |zw| = |z||w| und fir z # 0 |1/z| = 1/|z|.

I e

Beweis. Hausaufgabe. O

PROPOSITION. (Dreiecksungleichung) Fir z,w € C gilt
|z +w| < |z| + |wl.

Bemerkung. In C kann man Dreiecksungleichung gut deuten.)

Der Betrag erlaubt es uns dhnlich wie in R das Konzept der Konvergenz
und der Cauchy Folge zu definieren. Diesem Thema widmen wir uns
als néchstes.

DEFINITION. Eine Folge (z,) in C heifit konvergent gegen z € C, wenn
fiir jedes € > 0 ein n. € N existiert, sodaf fir alle n > n. gilt |z, —z| <
€.

Notation. Wieder kann eine Folge hochstens gegen einen Wert kon-
vergieren und dieser Wert heifit dann Grenzwert und wir schreiben
z = lim 2, oder z, — 2z, n — <.

Man definiert fiir € > 0 die e-Umgebung von w durch
U(w) ={z€C:|z—w| <e}.
Es heifit dann U.(w) auch die offene e-Kugel um w.

Bemerkung. Allgemein nennt man eine Menge U eine Umgebung von
w, wenn ein € > 0 existiert mit U.(w) C U.

LEMMA. Fir eine Folge (z,) in C und z € C sind dquivalent:
(i) Es konvergiert (z,) gegen z.
(ii) Fdr alle € > 0 existiert ein n. > 0 mit z, € U.(z) fir alle
n > ne.
(iii) |z — zn] = 0, n — 0.

Konvergenz in C und Konvergenz in R haben viel miteinander zu tun.
Tatséchlich lassen sich wesentliche Betrachtungen zu Konvergenz in C
auf die entsprechenden Betrachtungen in R zuriickfithren. Dazu dient
folgende Proposition.

PROPOSITION. Fiir z=a+1b € C gilt
|2 < la| + [b] sowielal, [b] < |2|.
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Beweis. Nach Definition gilt |2| = Va2 + b2.
Erste Ungleichung: Es gilt
a* + 6% = [a|* + [b]* < |af* + 2]al[b] + [o*.

Damit folgt also

2> < (la] + [8]).
Da die Wurzelfunktion monoton ist (z < y = /z < ,/y) folgt damit
die Behauptung durch Wurzelziehen.
Zweite Ungleichung: Mit a?,b? < a® + b? folgt also

lal, [b] < |2].

Das beendet den Beweis. U

Als erste Folgerung zeigen wir:
PROPOSITION. Sei (z,) eine Folge in C und z, = a, + ib, mit a,,b, €
R. Dann sind dquivalent:

(i) Die Folge (z,) konvergiert in C.

(ii) Die Folgen (a,) und (b,) konvergieren in R.
In diesem Fall gilt lim z, = lim a,, + i(lim b,,).
Beweis. (i) = (71): Es gelte 2, — 2z = a+1b. Sei ¢ > 0. Dann existiert
also ein n. € N mit |z, — z| < ¢ fiir n > n.. Dann gilt fiir n > n. also
nach voriger Proposition

la, — al,|b, —b| < |z, — 2| < e.
(i1) = (4). ap, — a, by, — b. Sei z := a +ib. Sei € > 0. Dann existiert
also ein n, € N mit |a, —a|] < § fir n > n, und ein n, € N mit
b — b] < § fiir n > ny. Fiir n > max{n,,ny} gilt also nach voriger
Proposition
|z — zn| = |a + b — (a, +ib,)| < |a —a,|+ |b—0b,] <e.
U

Damit kann man aus den Rechenregeln fiir Konvergenz in R leicht die
folgenden Rechenregeln fiir Konvergenz in C ableiten.

PROPOSITION. (Rechenregeln)

(a) zn — 2z, Wy, — W = 2z, + W, — 2 + W.

(b) zpn — 2z, W, = W = zZ W, — ZW.

(c) zn = 2, 2#0, 2z, #0 allen = 1/z, — 1/z.
(d) z, — 2z => |z,| — |2|.

Ahnlich wie in R definiert man folgende Konzepte.

DEFINITION. (Cauchy Folge) Eine Folge (z,) in C heifst Cauchy Folge,
wenn zu jedem € > 0 ein n. € N existiert, so daf8 fiir alle n,m > n.
gilt |z, — x| < €.
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THEOREM. Fiir eine Folge (x,) in C sind dquivalent:

(1) (2n) ist eine Cauchy Folge.
(ii) (z,) ist konvergent.

Beweis. Sei z, = a, + ib, mit a,,b, € R. Dann gilt:

(z,) Cauchy Folge <= (a,), (b,) Cauchy Folgen in R <= (a,), (by)
konvergent in R <= z,, konvergent.

(Dabei haben wir obige Charakterisierung von Konvergenz verwendet. )
O

FOLGERUNG. FEs ist C vollstindig d.h. jede Cauchy-Folge in C konver-
giert.

Beachte. Die Vollstindigkeit ist eine fundamentale analytische Eigen-
schaft der komplexen Zahlen.

Da es in C keine Anordnung gibt (Warum? 22 + 1 = 0 hat Losung!),
gibt es auch keine monotonen Folgen und also auch keine Konvergenz
monotoner Folgen. Aber es gibt eine komplexe Version des Satzes von
Bolzano-Weierstral. Dazu fithren wir noch folgenden Begriff ein: Eine
Folge (z,) heifit beschrankt, wenn ein C' > 0 existiert mit |z,| < C fiir
alle n € N.

THEOREM. (Bolzano - Weierstraf$ - komplex). Sei (z,) eine beschrdnk-
te Folge in C. Dann hat (z,) eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei z, = a, + ib, mit a,,b, € R. Da (z,) beschriankt ist,
sind auch die Folgen (a,) und (b,) beschriankt. Da (a,,) beschrinkt ist,
gibt es nach der reellen Version des Satz von Bolzano - Weierstrafl eine
konvergente Teilfolge (anﬁj))k' Dann ist aber auch (bn]il)) beschrankt

und hat also eine konvergente Teilfolge b,, . Dann konvergiert sowohl
(an,) also auch (b, ). Damit konvergiert dann auch (z,, ). d



KAPITEL 7

Summen und Reihen

Reihen liefern (eigentlich nur) eine spezielle Art, Folgen darzustellen.
Diese Art ist in vielerlei Zusammenhéngen von Interesse.

Ziel: Gegeben eine Folge (a,,) in C. Definiere
art+ay+ag+---.

b )

Problem: Das Problem sind wieder die ’..." oder anders gesagt, die
Tatsache, dass es unendlich viele Summanden gibt.

Loésung. Summiere iiber endlich viele Summanden und bilde Grenz-
wert.

Zeichnung.

Si:aq

Sot ay + as

531 a1 + as + as

S a1 +as+as+ay

DEFINITION. (Reihe gleich Folge der Partialsummen) Sei (a,) eine
Folge in C. Zun € N ist dann die n-te Partialsumme der (a,) definiert

durch
S, = Z ay.
k=1

Die Folge (S,,) dieser Partialsummen wird dann als Reihe mit den Glie-
dern a, bezeichnet. Diese Reihe heifft konvergent (mit Grenzwert S),
wenn die Folge (S,,) konvergiert (mit Grenzwert S).

Notation. Wir schreiben

Z ay fiir die Reihe, d.h. die Folge der Partialsummen

k>1

und

Z ap fiir den Grenzwert der Reihe, d.h. lim,, .o, S,
k=1
(falls dieser existiert).

61

Ende der 16. Vorlesung
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Bemerkung. (z,) beliebige Folge in C. Dann ist z, = > ,_, aj fiir
ay = T, Gy ‘= T, — T,_1 n > 2. In diesem Sinne lésst sich jede Folge
(in C) als Reihe darstellen.

Beispiel. (Geometrische Reihe) Ist a € C beliebig und ¢ € C mit

lg| <1so0ist Y., aq" konvergent gegen yurt
Bew. Es gilt |¢"| = |¢|" — 0. Damit folgt die Aussage aus der Formel
fiir die geometrische Summe.

Anwendung. > 7 afft = NS Bk = OéﬁNHﬁ fiir [B] < 1.

Beispiel. ), ., m konvergiert gegen 1.

Bew. S, =% 1, m =Y i o(75—1) =1—=+ — 1. Die in der zwei-
ten Gleichung genutzte Technik ist unter dem Namen Partialbruchzer-
legung bekannt (s. spéter).

Da es sich um Folgen handelt, gelten fiir konvergente Reihen natiirlich
weiterhin die Rechenregeln fiir konvergente Folgen. Insbesondere

Zak + /\Zbk = Z(ak + )\bk)
k=1 k=1 k=1

THEOREM. (Charakterisierung Konvergenz) Sei (ax) in C gegeben. Dann
sind dquivalent:
(i) Die Reihe ), ar konvergiert.
(ii) Zu jedem e > 0 existiert n. € N mit | Y_p_, ., ax| < e fir alle
ne <m < n. (Zeichnung. Endstick der Reihe.)

Bemerkung. Es ist | > ;. ax| =[Sy — Sw| gerade die Summe iiber
ein 'Endstiick’ der Reihe.
Beweis. Reihe konvergiert :<=> Folge (5,,) der Partialsummen konver-

giert <= (.5,) ist Cauchy Folge <> (i). O

Das Theorem liefert eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz.

FOLGERUNG. (Erster Test auf Konvergenz) Ist ) ;- ax konvergent, so
ist |ag| eine Nullfolge (d.h. |agx| — 0, k — o0).

Beweis. |ap| = | 31, a1l = |Sk — Sk_1| — 0,k — oo. O

Diese Bedingung ist nicht hinreichend:

Gegenbeispiel.(Harmonische Reihe ist divergent) ), ., 1/k ist diver-
gent (obwohl + — 0). -

Bew. 1+1/24(1/3+1/4)+(1/5+.. . +1/8)+.. .+ (57 +- - -+ 5o51) -
Besonders wichtig sind Reihen mit nichtnegativen Gliedern. Denn dar-
auf lassen sich viele Konvergenzbetrachtungen zuriickfithren. Fiir diese
Reihen gilt:
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LEMMA. (Konvergenz von Reihen mit nichtnegativen Gliedern) Sei Fol-
ge (a) mit ar, > 0 gegeben. Sei S, := ,_, ax. Dann sind dquivalent:
(i) Die Reihe Y, ai, ist konvergent (d.h. (S,) konvergent).

(ii) Die Reihe 3", -, ay, ist beschrinkt (d.h. sup S, < o).
(iii) Fiir alle € > 0 ezistiert ein n. € N mit

an t+apy1+ ... +a, <¢

fir alle n,m € N mit n. <n <m.

Beweis. Wegen a;, > 0 ist (.S,,) monoton wachsend. Damit sind Konver-
genz (i) und Beschrénktheit (ii) dquivalent. Weiterhin ist Konvergenz
in R dquivalent dazu, da (.S,) eine Cauchy Folge ist. Das bedeutet
aber gerade (iii). O

Notation. Ist a; > 0, so schreiben wir ) ;- a5 < 0o, wenn eine der
Bedingungen des vorigen Lemma gilt.

Fiir Reihen erweist sich eine Verscharfung des Begriff der Konvergenz
als sinnvoll. Dies ist der Punkt, an dem sich die Theorie der Reihen
von der Theorie der Folgen unterscheidet.

DEFINITION. Sei (ay) eine Folge in C. Dann heifit die Reihe ) -, ax
absolut konvergent, wenn ), -, |ax| konvergiert, d.h. wenn gilt

o0
Z lag| < oco.
k=1

Beispiel. (Geometrische Reihe) Ist ¢ € C mit |¢| < 1 und a € C, so ist
> i>1 ag” absolut konvergent (gegen 1) Ist [q| = 1, so ist die Reihe
nicht konvergent.

Bew. Es gilt |aq"| = |a||q|™. Damit folgt absolute Konvergenz der Reihe
fir |¢| < 1 (s.0.). Ist |¢| > 1, so ist ¢" keine Nullfolge und es folgt
Divergenz.

Beispiel (Reihe, die konvergiert, aber nicht absolut konvergiert) Sei
ar := (—1)F12. Dann gilt:

- > |ag| nicht konvergent (harmonische Reihe).

- Es ist aber >, a; konvergent. (s.u.)

Bemerkung.

e Fiir Reihen mit nichtnegativen Gliedern ist Konvergenz gleich-
bedeutend mit absoluter Konvergenz.

e Absolute Konvergenz / Konvergenz éndert sich nicht, wenn
man endlich viele Glieder der Reihe abéndert. (Es geht immer
nur um a; mit groBen k.)

THEOREM. (Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz) Sei (ay) eine
Folge in C. Ist Y, ., ar absolut konvergent, so ist Y, -, ar konvergent.



64 7. SUMMEN UND REIHEN

Beweis. S, 1= >} _, ax. Zu zeigen: (S,) ist Cauchy Folge. Sei ¢ > 0
beliebig. Aufgrund der absoluten Konvergenz, konvergiert >, ., |ax|.
Damit existiert also nach dem Lemma ein n, € N mit -

lan| + |ans1| + ...+ |am| <€
fiir alle n,m > n.. Damit gilt also fiir n,m > n. und n <m
lan + angr + - am] < lap| + |ani1| + -+ lam] < e.

Damit konvergiert die Reihe (nach dem Theorem zur Konvergenz von
Reihen mit nichtnegativen Gliedern). O

Bemerkung. (Absolute Konvergenz stabil bei Umordnungen) Absolu-
te Konvergenz ist stabil unter Umordnungen (s.u.). Konvergente aber
nicht absolut konvergente Reihen sind extrem instabil unter Umord-
nung (s.u.). Daher ist absolute Konvergenz oft wesentlich niitzlicher
als Konvergenz, wenn es um Reihen geht.

PROPOSITION. (Dreieckungleichung fiir Reithen). Sei (a) eine Folge in
C. Existierty_ ay, so gilt | > o ag| < > p; |ax|, wobei die rechte Seite
den Wert unendlich hat, wenn die Summe nicht absolut konvergiert.

Beweis. Esreicht den Fall zu betrachten, daf ) _ a; absolut konvergiert.
Da Betrag mit Konvergenz von Folgen vertréglich ist, gilt
Sl = Yl = i Yl < i 3 ol = 3ol

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
O

THEOREM. (Majorantenkriterium) Sei (ay) eine Folge in C. Gibt es
ko € N und b, > 0 mit
o |ay| < by fiir k > ko und
® D ok, b <00,
so ist Y ay absolut konvergent.
Beweis. Z.z. sup ), _, |ax| < oo (Lemma zur Konvergenz von Reihen

mit nichtnegativen Gliedern). Nach Voraussetzung gibt es C' > 0 mit
> ki 0k < C fiir all n > ko. Damit folgt

n ko—1 n ko—1 n ko—1
Dl < D lanl+ D lanl < D lanl+ D < ) lail+C
k=1 k=1 k=ko k=1 k=ko k=1
fiir alle n € N. O

Beispiel. (Dezimalzahldarstellung) Ist (a,) eine Folge mit Werten in
{0,1,2,...,9}, so konvergiert

Z aklo_k

k>1
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absolut.
Bew. Sei by, := 9/10%. Dann gilt |a;107%| < by und 3 by, existiert (da
geometrische Reihe).
Weitere Beispiele.

® > .51 72 konvergiert absolut.

Bew. 0 < 1/k* <1/k(k—1) und }_ 1/k(k — 1) konvergent.
Nun folgt Beh. aus Majorantenkriterium.
° Zkzl 7% konvergiert absolut.

Bew. % = 12-n < 9/p2 ypd Y %2 konvergiert. Nun folgt

Beh. aus Majorantenkriterium.
Man kann das Majorantenkriterium auch umdrehen.

FOLGERUNG. (Minorantenkriterium) Sei (ay) eine Folge in C und by, >
0, k € N. Gilt by > l|ay| fiir alle k € N ab einem ko und ist > ay,
divergent, so ist auch Y by divergent.

Beweis. ) by konvergent = Y _ |ay| absolut konvergent. Widerspruch.
O
Beispiele.

o > —L__ st divergent.

v/ n(n+1)

Bew.

- L = L g
\/n(n+1) = N R und ) -7 divergent

(harmonische Reihe).

e Sei
ay, := (k-te ungerade natiirliche Zahl)™' = le_ .
und
by := (k-te gerade natiirliche Zahl) ™ = i

Dann ist Y a; und > by divergent.

Bew. Wiire eine der beiden Summen konvergent, so miisste
auch die andere konvergieren nach dem Majorantenkriterium.
Dann wire aber auch die harmonische Reihe konvergent.

THEOREM. (Quotientenkriterium) Sei (ax) eine Folge in C mit aj, # 0
k41
|a]

> ay absolut. Gilt p := liminfy_ U=STS 1, so divergiert > ay.

lak|

fiir alle k ab einem ky. Gilt q = limsup,,_,

< 1, so konvergiert

Beweis. q < 1: Sei q eine Zahl mit ¢ < ¢ < 1. (Zeichnung.) Wegen
q = limsup,_, . el oipt e N € N mit

lak|

|ak+1|
|a|

<q
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fiir alle kK > N. Das impliziert
|an| < Qlan-1] < - <7 Van| < CT"

fir alle n > N. Weiterhin ist C' an ~ ¢" konvergent (als geometri-
sche Reihe). Damit folgt nach dem Majorantenkriterium die absolute
Konvergenz der urspriinglichen Reihe.

¢ > 1: Ahnlich wie im vorigen Fall schlieft man, daB ein N € N existiert
mit

|41/ ]ax| = 1
fiir alle k£ > N. Damit folgt
lag| > |ag—1] > ... > |an]

fir alle & > N. Also ist |ax| keine Nullfolge. Damit konvergiert die
Reihe nicht. 4

Ende der 17. Vorlesung Bemerkung. Fiir ¢ = 1 bzw. p = 1 ist jedes Konvergenzverhalten

moglich.

-ap = % Dann g =p = hm% = limki+1 =1 und ) a; divergent.
- ap = # Dann ¢ = p = liml/(lljzg)z - 1jmﬁ = 1 und > ay
konvergent.

Beispiel - Exponentialreihe. Sei z € C beliebig und a;, = 2*/k!.
Dann ist die Exponentialreihe

Sk
2 w=2 5
k>0 k>0

absolut konvergent und der Grenzwert wird als e* bezeichnet.

Bew. Das folgt aus dem Quotientenkriterium wegen

jaa] _ G el
| |25 /K| |k +1]

—0<1.

THEOREM. (Wurzelkriterium) Sei (ay,) eine Folge in C und q := limsupy_ . &/]ax|.
Gilt ¢ < 1, so ist > ay absolut konvergent. Gilt ¢ > 1 so ist > ay di-
vergent.

Beweis. ¢ < 1: Sei ¢ mit g < g<1und N € N mit
\k/ ‘ak‘ <q

fiir alle £ > N. Damit gilt also
|ay,| < ¢*

fiir alle & > N. Die Reihe ), \ ¢* konvergiert (geometrische Reihe).
Damit folgt aus dem Majorantenkriterium die absolute Konvergenz von

Zak.
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g > 1: Es gibt unendlich viele & mit {/|ax| > 1, also |agx| > 1. Damit
ist |ag| keine Nullfolge.

U
Bemerkung. Fiir ¢ = 1 ist jedes Konvergenzverhalten moglich.
-ar =1/k. Dann ¢ = lim {/1/k = 1 und ) a;, divergent.
- ap = 1/k?. Dann ¢ = lim {/1/k? = 1 und ) _ a; konvergent.
Beispiel. a, = (1 + 1)"* keine Nullfolge, b, = ——. Dann folgt aus

GE
dem Wurzelkriterium wegen lim {/b, = 1/e die Konvergenz.
Bemerkung. Das Quotientenkriterium ist (oft) leichter anzuwenden
als das Wurzelkriterium. Das Wurzelkriterium ist aber starker. Genauer
gilt:
e Ist b, > 0, so gilt limsup /b, < limsup b’g—il = q. (sieche Weih-
nachtszettel). Idee :

L [ B SN L) c< N R Vs
{L/b_l bl bn—l bN bn—l

e Es gibt Reihen, deren Konvergenz aus dem Wurzelkriterium
folgt aber nicht aus dem Quotientenkriterium. Ein Beispiel ist
folgendes:

N
Q

|
Q

27k k gerade
Qp = —k
3 .k ungerade
Dann ist {/ay, gleich 1/2 oder 1/3, also limsup ¥/a, =1/2 <1
aber es gilt

Ap+1 { 2];—;1 .k gerade

ap sizr .k ungerade
Fiir reelle Reihen gibt es zwei weitere Konvergenzkriterien, die von der
Ordnungsstruktur von R Gebrauch machen.

THEOREM. (Leibnizkriterium) Sei (a,) eine monoton fallende Null-
folge in R (d.h. a > apy1 > -+ > 0 und a, — 0). Dann ist die
alternierende Reihe > (—1)*ay konvergent.

Beweis. Sein > [. Dann gilt

n

> (=Dray

k=l

= |a; — ajp1 + ajpo — .. ap| <|ay| — 0,1 — 0.

Hier: Erste Gleichung: Kein Vorzeichen bei a;, da Betrag; Zweite Glei-
chung: Formaler Beweis durch Induktion, Zeichnung, nutze Monotonie;
Konvergenz gegen 0, da Nullfolge).

Damit ist > (—1)*a; eine Cauchy-Folge, also konvergent. O
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Bemerkung. Die Voraussetzungen sind nétig:

Nullfolge: Immer notig.

n

Monotonie: a,, = 2/n, n-gerade; a,, = 0, sonst. Dann ist > (—1)"a, =

14+1/2+1/3 + ... divergent.

THEOREM. (Verdichtungskriterium) Sei (a,,) eine nichtnegative fallen-
de Folge in R (d.h. a > apy1 > ...0.) Dann konvergiert Zk21ak
genau dann wenn szl 2Paqp konvergiert.

Beweis. Zeichnung. Einteilung von N in die Abschnitte von [27, 2P11).

optl_q

Fir p € N setze Cp := ) ;_o, ~ aj. (2P-Terme). Aufgrund der Monoto-
nie gilt

(%) 2Pager < Cp < 2Pag.
Aufgrund der Nichtnegativitdt der C), und aj reicht es jeweils Be-
schranktheit zu zeigen. Es gilt also

> p>1 2Page konvergent <= - | 2Pagr beschrinkt & > C, beschrinkt
<= > ay beschrinkt <= > a; konvergent.
O

Beispiel. Sei o > 0. Dann gilt > n% konvergent <= a > 1.

Bew. Nach dem Verdichtungskriterium ist n% konvergent genau dann
wenn Y 2P /(2P)* = 3" 1/(2%7 1P konvergiert. Letzteres ist eine geome-
trische Reihe mit ¢ = 1/2%71,

Ist @ > 1, soist 297t > 1 also 0 < ¢ < 1 und die geometrische Reihe
konvergiert.

Ist « < 1, soist 2971 < 1 also 1 < ¢ und die geometrische Reihe
divergiert.

Wir betrachten jetzt noch Doppelsummen. Es geht also um
a:NxN-—C,(i,7) — a;; = a(i,j)
und wir fragen,

e ob > a(n,m) in irgendeinem Sinne existiert
e und, wenn ja, ob es egal ist, wie man summiert d.h. ob gilt:

1\}13;0 a(z’,j):ZZa(k:,N—k—l—l):ZZaij:ZZaij.

ij=1 N=1 k=1 i=1 j=1 j=1 i=1
Zeichnung zu den verschiedenen Summationsarten!

Das ist von eigenem Interesse und niitzlich zum Studium von Produk-
ten von Reihen und Umordnungen.

Achtung. Es geht um das Vertauschen von Grenzwerten!
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Gegenbeispiel. Sei a;; gegeben, so dafl alle Eintrdge Null sind ausser
auf der Diagonalen und der ersten unteren Nebendiagonalen. Seien die
Eintrage auf der Diagonalen 1, 2,4, 8, ... und die Eintrdage auf der ersten
Nebendiagonalen —1, -2, —4, —8,.... Dann sind alle Spaltensummen
absolut konvergent und haben den Wert 0. Die k-te Zeilensumme ist
absolut konvergent und hat den Wert 2+,

Idee. Gilt eine gleichméfliige Schranke an die Doppelsummen, so sitzt
die wesentliche "Masse’ in einem (grofien) Quadrat.

PROPOSITION. Seia: NxN — C. Es gebe C > 0 mit "
fiir alle m € N. Dann gilt:

(a) Y- ar@ fiir jedes injektive T : N — N x N absolut konvergent.

(b) Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein L = L(e) € N mit >, |aon)| < € fir
jedes injektive o : N — N x N mit o(k) ¢ {1,..., L} fiir jedes k € N.

1,j= 1|CLij|§C

Beweis. (a) Zun € Nexistiert m € Nmit {r(1),...,7(n)} C {1,...,m}>

Damit folgt

n m

Z ’aT(k)| < Z la;;| < C.

k=0 ij=1
Da n € N beliebig war, folgt (a).
(b) Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert

= lim Z la(j, k

k,j=1

(Das ist die Summe iiber alle |a;;|.) Daher existiert also ein L € N mit

. ..
A}E{;RIZ_L\GMI <e. (%)

Ist nun 0 : N — N x N injektiv mit o(k) € N x N\ {1,...,L}? so
folgt aus (x)

Z o] < hm Z law| < e.

ki=L
U

THEOREM. (Konvergenz von Doppelsummen) Sei a : N x N — C
gegeben. Es gebe ein C'> 0 mat Y77 |ai;| < C fir alle m € N. Dann
existiert Y37 | a;; fir jedes i € N und es existiert 3.2, a;; fir jedes
7 € N und die Reihen

i>1 \j=1 i>1 \i=1 E>1 \i=1

Ende der 18. Vorlesung
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sind absolut konvergent und haben den gleichen Grenzwert, ndamlich
th—>oo Zf?;:l ai,j~

Zeichnung der Summen.

Beweis. Das folgt aus (a) und (b) der vorigen Proposition:

Ezistenz der “inneren’ Summen: Das folgt aus (a) der vorigen Proposi-
tion (z.B. 7: N — N x N, 7(k) = as...)

Absolute Konvergenz der Doppelsummmen: Das ist klar nach Voraus-
setzung, etwa

m 0 m n m n
E E Q5| = E lim E Q5| = lim E E Q45 SC
n—00 n—o0

i=1 | j=1 i=1 j=1 i=1 | j=1

(Grenzwert vertauscht mit Betrdgen und mit endlichen Summen.

Gleichheit der Grenzwerte: Das folgt aus (b) der vorigen Proposition:
In allen Summen wird iiber beliebig groffie Quadrate in N x N summiert.
Nach (b) der vorigen Proposition sind Summen iiber Terme ausserhalb
solcher Quadrate beliebig klein. Damit folgt die Aussage (Check!). O

Wir ziehen nun einige Folgerungen aus dem Satz.

FOLGERUNG. (Cauchy-Produkt) Seien (b;), (c;) Folgen in C sodaf ) b;
und Y ¢; absolut konvergent sind. Dann gilt

() (54) - £ 5o

k k
Beachte. Zl:l Ck,lJrlbl = 2[:1 ClbkflJrl-

Beweis. C:= )77 ;| < oo, B:=3 7, |bj| < oco. Setze ai; := c¢;b;.
Dann gilt

m m m m m
> aigl =Y el = leillbl =D leil D 1bj] < CB < o0
ij=1 ij=1 ij=1 i=1 j=1

fiir alle m € N. Damit erfiillt a die Voraussetzung des vorigen Satz.
Dessen Aussage liefert dann die Behauptung. O

Anwendung (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion):
Fiir die Exponentialfunktion exp : C — C,exp(z) = >.>2 &

neo ni% gilt
e exp(0) =1 und

e exp(z1 + 2z9) = exp(z1) exp(zz) fiir alle z1, z5 € C (Funktional-

gleichung)
Insbesondere verschwindet exp nirgends und es gilt
1
m = exp(—z).

Beweis. exp(0) = 1. Das ist klar.
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Es gilt die Funktionalgleichung. Das folgt mittels Cauchy-Produkt:

exp(z1) exp(zs) = (sz/kz!> (Zzé/u)

k=0 1=0
B z’sz; "
(Cauchy-Produkt) = 2% Z:O ml(n
: : n! m _n—m
(Erweltern mit 1 = n'/n') = ; ﬁ 7;] mzl Z9
o 1 n
(Binomi) = Z m(zl + 29)
n=0

— expl + 7).
Zum ‘Insbesondere’. Nach dem schon Bewiesenen gilt

1 =exp(0) = exp(z — z) = exp(z) exp(—2).
Das liefert die Aussage. O
Bemerkung. (Ubung) Eine stetige (s.u.) Funktion £ : R — R mit

E(z+y) = E(z)E(y) ist durch ihren Wert an der Stelle 2 = 1 eindeutig
bestimmt.

Wir kommen nun zur schon angesprochenen Stabilitéat von absolut kon-
vergenter Reihen unter Umordnung.

DEFINITION. (Umordnung) Ist 3, ai eine Reihe und 7 : N — N
bijektiv, so heifit 3 -, a-gy eine Umordnung der Reihe ), ax.

Beachte. Umordnung summiert iiber ’dieselben’ Terme in einer ande-
ren Reihenfolge.

FOLGERUNG. (Absolute Konvergenz impliziert Stabilitdt unter Umord-
nung) Sei (ax) eine Folge in C. Ist ;- ay absolut konvergent, so ist
jede Umordnung absolut konvergent und hat denselben Grenzwert.

Beweis. Setze ¢;j := a,(;) = a; falls i = 7(j) und 0 sonst. Zeichnung
Dann gilt

e j-te Spalte enthélt a,(jy an der 7(j)-ten Stelle (und sonst Nul-
len).

o i-te Zeile enthdlt a; an der Stelle j mit 7(j) = ¢ (und sonst
Nullen).

Damit gilt

00
E Cij:

i=1
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fiir jedes ¢ € N und

o0
E :Cz‘j = Ar(y)
=1

fiir jedes 7 € N sowie

m (e.)
D el < lar] = C < o0
k=1

ij=1
Damit liefert der vorige Satz die Behauptung. U

Nach Hause nehmen. Wenn die Reihen absolut konvergieren, darf
man summieren wie man will und erhélt immer den gleichen Grenzwert!

Gegenbeispiel. (Voraussetzung der absoluten Konverenz ist notig)
Betrachte die Reihe

1—1+1/2—1/241/3—1/3....

Dann gilt fiir die Partialsummen S,, also S,, = 0 falls n gerade und
Sn = 1/k falls n = 2k — 1. Damit folgt S,, — 0, n — oo. Andererseits
kann man die Summe so umordnen, daf sie divergiert:

1
(1+1/2)—1+(1/3+...+1/k)—1/2+(1/(/-c+1)+...+5)—1/3..
so daf man immer wieder Summanden > 1/2 erhélt...

Dieses Verfahren lasst sich verallgemeinern und fiihrt auf den folgenden
Satz:

THEOREM. (Riemannscher Umordnungsatz) Ist (ay) eine Folge in R
und Y ay, konvergent aber nicht absolut konvergent, so ezistiert zu je-
dem s € R eine Umordnung 7 mit s = > -, a-xy- Ebenso existieren
bestimmt divergente Umordnungen zu +00 und —oo.

Beweis. Wir geben eine Skizze. Die Grundidee ist, dafl Konvergenz der
Reihe ohne absolute Konvergenz nur auftreten kann, wenn die Reihe
in zwei Teile zerlegt werden kann, die sich zu 400 bzw —oo addie-
ren. Durch geeignetes "Verschieben’ der Balance zwischen diesen bei-
den Teilen l&sst sich dann die gewiinschte Konvergenz der Umordnung
erzwingen.

Hier sind die Details: Teile die Folge (a) in positive und nichtpositive
Terme wie folgt: Sei

af = k-tes positives Element von (ay,)

und

a, = —k-tes nichtpositives Element von (ay).
Setze

n n
AT = lim E ai, A" := lim E a
n—oo n—oo
k=1 k=1
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wobei der Wert oo moglich ist. Dann gilt:

o AT :=1lim, o> p_,af =ocound A~ :=lim, 0o Y 1, G =
0.
e (af) und (a;) sind Nullfolgen.
(AT, A~ = oc:

Bew. Angenommen AT und A~ endlich: Widerspruch zu 3 a, nicht
absolut konvergent. Angenommen: A* endlich und A~ unendlich (oder
umgekehrt): Widerspruch zu ) a,, konvergent.

Nullfolge: klar (da Summe konvergiert). )

Nun gehe so vor: Summiere a; bis gerade s iiberschritten wird; sum-

miere nun a, bis s gerade unterschritten wird etc. Wegen AT, A~ = 0o
kann dieses Verfahren beliebig fortgesezt werden. Da (a;f) und (aj)
Nullfolgen sind, folgt die Behauptung. U

FOLGERUNG. (Absolute Konvergenz dquivalent zu unbedingter Konver-
genz) Sei (ay,) eine Folge in C. Dann sind dquivalent:

(i) Es ist > a, absolut konvergent.
(ii) Es konvergiert jede Umordnung von Y a, (gegen denselben
Grenzwert).

Beweis. (1)= (ii): s.o.
(ii)== (i): Anwenden des Riemanschen Umordnungssatzes auf Realteil

und Imaginérteil der Summe liefert absolute Konvergenz von »_ Ra,
und Y Sa,. Damit folgt die Aussage. O
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KAPITEL 8

Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen

Stetigkeit von Funktionen ist ein fundamentales Konzept der Analy-
sis, das man als Anwendung des Grenzwertkonzeptes sehen kann. Die
Grundidee ist folgende: Eine Funktion f heifit stetig im Punkt p, wenn
sie Punkte ¢, die nahe an p liegen, auf Werte abbildet, die nahe an f(p)
liegen:

e '¢ nahe p impliziert f(q) nahe f(p)’.

Zeichnung 'typischer’ stetiger und unstetiger Funktionen.

DEFINITION. (Stetigkeit) Sei D C C und f : D — C. Dann heift f
stetig in p € D, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert mit

1f(q) = f(p)| <e

fiir alle g € D mit |g —p| < 0. Ist f in jedem p € D stetig, so heifit f
stetig auf D.

Unter Nutzen des Konzeptes der Kugel / r-Umgebung U,.(z) mit Radius
r >0 um z € C ldsst sich obige Definition der Stetigkeit offenbar auch
so ausdriicken: Es heifit f stetig in p, wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0
existiert mit

f(Us(p) N D) C U(f(p))-

Kurz:"Zu jeder offenen Kugel um f(p) existiert eine Kugel um p, die in
die Kugel um f(p) abgebildet wird.” Zeichnung.

Bemerkung. Eine Teilmenge von C heifit Umgebung von z € C wenn
ein r > 0 existiert mit z € U,(z) C U. Ist D eine Teilmenge von C und
z € D, so heifit eine Teilmenge U von D eine Umgebung von z in D,
wenn ein 7 > 0 existiert mit z € U,(z) N D C U. Damit ist dann eine
Funktion f : D — C stetig in z genau dann, wenn das Urbild jeder
Umgebung von f(z) eine Umgebung von z in D ist (Ubung).

Bemerkung

e Offenbar schliet diese Definition die Fille ein, dal D C R gilt
und/oder f nur reelle Werte annimmt. Diesen Féllen werden
wir uns spéter noch einmal besonders widmen.

74
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e Ist p € D ein isolierter Punkt von D (d.h. es existiert ein r > 0
mit {p} = DNU,(p) Zeichnung), so ist jedes f : D — Cin p
stetig. (Bew. Wéhle 6 < r.)

Beispiele.

e Die konstante Funktion D — C x — ¢, ist stetig.
Bew. Es kann 6 > 0 beliebig gewéhlt werden.
e id: D CRN — C, x> z, ist stetig.
Bew. Es kann 6 = ¢ gewéhlt werden.
e Der Betrag |- | : D C C — C, x +— |z, ist stetig.
Bew. Dreiecksungleichung ||z| — |y|| < |z — y| zeigt, dal
0 = e gewahlt werden kann.
e Fiir jedes k € Nist g/ : [0,00) — [0, 00) ist stetig
Bew. Wir zeigen zunéchst eine Zwischenbehauptung:

[y =Vl < Vly — 2

fiir alle x,y > 0.
Beweis der ZB: Ohne Einschriankung sei z < y. Dann gilt

Yy > ¥/x. Es ist also
Vy<Vy—w+ e
zu zeigen. Es reicht also zu zeigen, dafl
(V) < (Vo= + va)"
Das ist wahr nach dem binomischen Satz.
Nach der ZB kann § = ¥ gewihlt werden.
Beachte: In bisherigen Beispielen konnte § unabhéngig von x

gewahlt werden konnte. Das wird sich im néchsten Beispiel
andern:

e Die Exponentialfunktion exp : C — C, z Z;O:Ozk_]? ist

stetig.
Bew. Es gilt:
00 1 00 1 -1
exp(z) —exp(zy) = HZ_ZO (z — 2o ZH AR Y

k=1 k=1 1=0
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Fir z mit |z] <|z| 4+ 1 konnen wir dann abschétzen:

00 k—1
1
|lexp(z) — exp(z0)| < |z — 20 Y 7 > (lzof + 1)F
T 1=0

k=1 =

=1
- |z—zo\zyk(|z0]+1)k_l
k=1

(s
(c=lz|l+1) = |z—zo|zmckl
k=1 '

= |z — 20| exp(c)
Damit folgt
lexp(z) — exp(20)| < Clz — 2

mit C' := exp(c). Fir z mit |2| < |z| + 1 und |z — 2| < /C
gilt dann also |exp(z) — exp(z9)| < €. Damit folgt Stetigkeit
(mit § = min{1,¢/C}).

Wir diskutieren nun noch kurz eine Verschirfung des Konzeptes der
Stetigkeit, die durch die Beispiele nahegelegt wird:

DEFINITION. Fine Funktion f : D — C heifst gleichmdfsig stetig,
wenn zu jedem € > 0 ein d > 0 existiert mat

1f(p) = flg)] <e
fiir alle p,q € D mit |p — q| < 9.

Kurzfassung: Stetigkeit: § = (g, x). Gleichméssige Stetigkeit 6 =
i(e).

Nach diesen einzelnen Beispielen kommen wir noch zu zwei Klassen
von stetigen Funktionen.

Potenzreihen. Sei (a,) in C mit limsup {/|ax| =: p < oo und R :=
1/p (mit R = oo falls p = 0). Dann ist

[e.9]

f:UpCcC—C, f(2) ::Zakzk

k=0
durch eine absolut konvergente Reihe definiert und stetig.
Bew. Wir betrachten nur den Fall R < oo. (Der andere Fall ist leichter.)

Reihe ist absolut konvergent: Das folgt aus dem Wurzelkriterium mit

lim sup v/|ax2*| = limsup |z|/|ax| = |2]p < Rp = 1.

Stetigkeit: Wie im Beispiel der Exponentialfunktion ergibt sich

00 k—1
1£(2) = f(z0)| <D anl(z = 20) > 2F 14
k=1 =0
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Fir z mit |z] < |Z°|T+R =: ¢ < R (Zeichnung) ergibt sich dann

() = f(z0)] < |2 =20 Y laxlke"™ = Clz = 2|
k=1

mit C := 5.7 | |ag|kc*™! < co. (Hier folgt Endlichkeit von C' nach dem
Wurzelkriterum, Check!) Damit folgt Stetigkeit (mit 6 = min{e/C, ¢ —
|20[})-
Es heiBt R der Konvergenzradius der Potenzreihe Y o axz*. Es ist R
charakterisiert durch folgende Eigenschaft:

e Fiir |2| < Rist > azz* absolut konvergent. (Bew. s.0.)

o Fiir |z] > R ist is > apz" divergent. (Klar, da dann |a;2"|

keine Nullfolge ist.)

Ist insbesondere Y axz" konvergent fiir ein z, so folgt |2| < R. Damit
gilt also

oo
R = sup{r: Z apz® konvergent fiir ein z mit |z| = r }.
k=0

Lipschitzstetige Funktionen. Eine Funktion f : D — C heifit
lipschitzstetig, wenn ein C' > 0 existiert mit

[f (@) = f(y) < Cle—y]

fir alle x,y € D. Offenbar ist jede lipschitzstetige Funktion (gleichméBig)
stetig (mit 6 = &). Typische Beispiele von Lipschitzstetigen Funktio-
nen sind folgende:

e Lineare Funktionen f: C — C, f(z) = ax + b.

o ||, R, S, id auf C.

e (Ubung) Ist A C C, so ist die zugehérige Distanzfunktion

d=ds:C—[0,00), d(z) :=inf{|z —w|: w e A}
Lipschitzstetig mit C' = 1.

Die Wurzel g/ : [0,00) —) ist nicht lipschitzstetig. (Ubung)
Bemerkung. Eine noch allgemeinere Klasse stetiger Funktionen bil-
den die hélderstetige Funktionen. Eine Funktion f : D — C heifit
holderstetig mit Exponent o > 0, wenn ein C' > 0 existiert mit |f(z) —
f(y)] < Clx —y|* fir alle z,y € D mit |z —y| < 1. Jede Holderstetige
Funktion ist stetig.
(Bew. Ist a = 1/k so folgt dies aus der Stetigkeit der k-ten Wurzel. Zur
Behandlung eines beliebigen o > 0 wéhlt man ein £ € N mit % <o
und nutzt |z — y|* < |z — y|V* fir |2 —y| < 1.)
Ubung: Ist f : R — C Hoélderstetig mit Exponent o > 1, so ist f
konstant.
(Bemerkung. Manchmal wird auch in der Definition der Hoélderste-
tigkeit die Einschrankung |z — y| < 1 weggelassen. Dann wiirde man
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die oben definierte Klasse als lokal holderstetige Funktionen bezeich-
nen. Auf beschrankten Mengen D stimmen die beiden Definitionen
iiberein. Fiir unbeschriankte Mengen ist das im allgemeinen nicht der
Fall (so sind etwa lineare nichtkonstante Funktionen g auf R holderste-
tig im obigen Sinne, erfiillen aber nicht |g(z) — g(y)| < Clx — y|* fiir
0 < a < 1 fir alle z,y € R). Dann hat obige Definition den Vorteil,
dafl jede ipschitzstetige Funktion automatische holderstetig zu jedem
Exponente 0 < o < 1 ist.)

Zur Abgrenzung geben wir noch einige Beispiele von unstetigen Funk-
tionen:

Beispiel (Heaviside Funktion) Die Funktion H : R — {0,1} mit
H(z) =0 fir xt <0 und H(z) =1 fiir z > 0 ist unstetig in = 0 und
stetig in allen anderen Punkten.

Beispiel. Eine Funktion, die in keinem Punkt stetig ist, wird gegeben
durch
_ 1 z2zeQ
lo:R— (0.1l ={ 5 | R g
Bew. Das folgt, da Q und R\ Q dicht in R sind, also jede e-Kugel um
ein p € R sowohl Punkte von Q als auch von R\ Q enthélt.

Beispiel. (Ubung) Die Funktion

0 : xirrational
N :R\{0} — R N(z) := { 1 r =q/p mit p € N und ¢ € Z teilerfremd

p
ist stetig in allen irrationalen Punkten und unstetig in den rationalen
Punkten.

Es lasst sich Stetigkeit einer Funktion mit Konvergenz von Folgen cha-
rakterisieren und das ist sehr niitzlich (da wir gut mit konvergenten
Folgen umgehen kénnen).

LEMMA. (Folgencharakterisierung der Stetigkeit) Sei D C C und f :
D — C gegeben. Dann sind fiir p € D dquivalent:

(i) Es ist f stetig in p.

(ii) Fir jede Folge (py) in D mit p, — p gilt f(p,) — f(p).

Beweis. Sei c= f(p).

(i)= (ii): pn — p (z.2. f(pn) — ¢.) Sei € > 0. Dann existiert nach (i)
ein § > 0 mit |f(q) — ¢| < ¢ fiir alle ¢ € D mit |¢ — p| < §. Wegen
pn — p existiert ein N = Ns € N mit |p, — p| < 0 fir n > Ns. Damit
gilt fiir n > N also |f(p,) —¢| < e.

(ii)== (i): Angenommen nein: Dann existiert ein € > 0 ’ohne §’, d.h.
mit der Eigenschaft, daf} fiir jedes n € N ein p, € D existiert mit
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lpn—p| < = aber | f(p,)—c| > . Dann gilt p, — p aber nicht f(p,) — c.
Widerspruch.
U

Aus dieser Charakterisierung von Stetigkeit erhalten wir sofort eini-
ge Rechenregeln fiir stetige Funktionen (die wir natiirlich auch direkt
zeigen konnten).

PROPOSITION. (Rechenregeln) D C C und f,g : D — C gegeben.
Seien f, g stetig in p. Dann gilt:

(a) Esist f +ag: D — C stetig in p.

(b) Es ist fg: D — C stetig in p.

(c¢) Gilt g(p) # 0, so existiert ein r > 0 mit g(q) # 0 fir alle ¢ € U,(p)
und es ist f/g: U.(p) N D — C stetig in p.

(d) Seienw: D CC— Cundv: E — C undp € D gegeben mit
u(D) C E. Ist u stetig in p und v stetig in u(p), so istvou: D — C
stetig in p.

Beweis. (a) und (b) folgen direkt aus den Recheneregeln fiir konver-
gente Folgen.

(c) folgt direkt aus den Recheneregeln fiir konvergente Folgen, wenn
man noch nutzt, daf§ ¢ aufgrund der Stetigkeit in einer Kugel um p
nicht verschwindet.

(d) pp, — p = u(pn) — u(p) = v(u(p,)) — v(u(p)).
Beispiel. Ist P ein Polynom d.h. P(z) = Y7 ja;27, so ist f(z) =
P/ exp stetig.

Wir systematisieren jetzt die obigen Betrachtungen durch das Konzept
des Grenzwertes einer Funktion in einem Punkt. Dabei werden
wir auch Punkte zulassen, in denen die Funktionen nicht definiert ist
(in deren Néhe sie aber definiert ist). Fiir solche Punkte ist die Frage
nach Existenz von Grenzwerten gerade die Frage nach stetiger Fortsetz-
barkeit der Funktion. Fiir Punkte, in denen die Funktion definiert ist,
ist Frage nach der Existenz von Grenzewerten gerade die Frage nach
Stetigkeit der Funktion.

Wir fithren zunéchst die Punkte ein, um die es uns geht.

DEFINITION. Sei D C C. Ein x € C heifst Berihrpunkt von D, wenn
es eine Folge in D gibt die gegen x konvergiert.

Bemerkung.
e Es ist x Berithrpunkt von D genau dann, wenn D N U,.(x) # ()
fir alle > 0. (Einfach)

e Es gibt zwei Typen von Beriihrpunkten von D: (Zeichnung)
— Punkte aus D (Wihle z,, = z.)
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— Punkte aus C\ D, die von D den ’Abstand 0 haben’ d.h.
fiir die in jeder Umgebung ein Punkt von D liegt. Beispiel:
D = (a,b) hat die a,b.

LEMMA. (Grenzwert einer Funktion an Berihrpunkt) Sei D C C und
f D — C gegeben. Sei p ein Beriihrpunkt von D. Fir ¢ € C sind
dquivalent:
(i) Fir jede Folge (p,) in D mit p, — p gilt f(p,) — c.
(ii) Fir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0 mit |f(q) — ¢| < € fiir alle
g€ D mit|qg—p|l <9.

Beweis. Die Aussage verallgemeinert die Folgencharakterisierung der
Stetigkeit. Der Beweis kann wortwortlich von dort iibernommen wer-

den. O

Wieder lésst sich (i) mittels offener Kugeln ausdriicken: Zu jedem e >
0 existiert ein > 0 mit

f(Us(p) N D) C Uc(c).

Kurzfassung: 'Zu jeder offenen Kugel um c existiert eine offene Kugel
um p, die durch f in die Kugel um ¢ abgebildet wird.” Zeichnung.

DEFINITION. (Grenzwert einer Funktion) In der Situation des Lemma,
heifit ¢ der Grenzwert von f bei p. Man schreibt ¢ = lim,_,, f(z) oder

flx) = ¢, z—p.

Beachte. Ist p € D, so muss gelten ¢ = f(p). (Wéhle z,, = p).

Existenz des Grenzwertes in einem Punkt ist dquivalent zu Stetigkeit
(falls der Punkt zum Definitionsbereich gehort) und zu Fortsetzbar-
keit zu einer im Punkt stetigen Funktion (falls der Punkt nicht zum
Definitionsbereich gehort):

FOLGERUNG. (Existenz des Grenzwertes und Stetigkeit) Sei f : D —
C gegeben. Sei p ein Bertihrpunkt von D. Dann gilt:
(a) Gehirt p zu D, so sind dquivalent:
(i) Es existiert lim,_,, f(z).
(ii) f ist stetig in p € D.
(b) Gehirt p zu C\ D, so sind dquivalent:
(i) Es existiert lim,_,, f(x).
(i) f besitzt eine stetige Fortsetzung f auf D U {p}.

In diesem Fuall ist diese Fortsetzung eindeutig bestimmt und gegeben
durch

flz) = f(x) firxe D und f(p) = c.
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Beweis. Das folgt sofort aus den Definitionen und dem vorangegange-
nen Lemma. U

Wir betrachten nun noch zwei besondere Situationen, nédmlich einer-
seits den Fall, daB D C R ist, und andererseits den Fall, daf} f nur
reelle Werte annimmt.

DEFINITION. Set D C R, f: D — C und p € D gegeben.

(a) Ist p ein Berihrpunkt von DN (p, 00), so nennt man, falls existent,
limg—, f|pn@p,ec) den rechtsseitigen Grenzwert von f in p und bezeichnet
thn auch als

ql—iglJr /().

(Bsp: D = (p,00)).

(b) Ist p ein Berihrpunkt von DN(—o00, p), so nennt man, falls existent,
limg ., f|pn(—cop) den linksseitigen Grenzwert von f in p und bezeichnet
thn auch als

(Bsp. D = (—00,p)).

Nach dem vorangehenden Lemma lautet das ausggeschrieben so: lim,_.,,+ f(¢) =
c:
<~
Fiir alle € > 0 existiert ein § > 0 mit |f(q) — ¢| < ¢ fur alle ¢ € D mit
lg —p| <dund ¢ >p
<
Es gilt f(p,) — f(p) fiir jede Folge (p,) in D mit p, — p und p, > p.

lim, ., f(q) = ¢: Analog (zur Ubung iiberlassen).

Beispiele. (Existenz links- und rechtsseitiger Grenzwerte ohne Stetig-
keit)

o f =10 :R— {0,1}. Links- und rechtsseitige Grenzwerte
existieren in 0; es ist f aber nicht stetig in 0. Zeichnung.

e f: R — R, f(x) =0firz <0, f(zr) =1/2 fir x =0
und f(z) = 1 fiir > 0. Links und rechtsseitige Grenzwerte
existieren in 1; es ist f aber nicht stetig in 0. Zeichnung.

e f:(0,2) — R, f(z) =« fir x # 1, f(1) = 2. Links und
rechtsseitige Grenzwerte existieren in 1; es ist f aber nicht
stetig in 1.

THEOREM. (Charakterisierung Stetigkeit mit links- und rechtsseitigen
Grenzwerten) Sei D C R, f: D — C und p € D gegeben. Dann sind
dquivalent:
(i) Es ist f stetig in p.
(ii) Es existieren limg_,+ f(q) und lim,_,_ f(q) und stimmen mit
f(p) dberein.



82 8. STETIGKEIT UND GRENZWERTE VON FUNKTIONEN

Beweis. (i) = (i1): f stetig = lim f(p,) = f(p) fur JEDE Folge
(pn) — p. Damit folgt (7).
(i1) = (7): Sei € > 0 beliebig. Dann gilt:
e lim, ., f(q) = f(p) = es existiert ein 0, mit |f(q) — f(p)| <
e fiir alle ¢ > p mit |q — p| < J;.
o lim, ., f(q) = f(p) = es existiert ein 0_ mit |f(q) — f(p)| <
e fiir alle ¢ < p mit | — p| < J_.

Mit 0 := min{d,d_} gilt dann

1f(p) = fla)] <e
fiir alle ¢ mit |¢ — p| < 0. O

Bemerkung. (Ubung) Analog lisst sich fiir f : D ¢ R — C zeigen:
lim f(p) = ¢ <= Es existieren links- und rechtsseitiger Grenzwert
lim,—,+ f(¢) und lim, ., f(¢) und sind gerade c.

In der betrachteten Situation gibt es noch Grenzwerte bei £oo: Sei
f: D — R, p Berithrpunkt von D. Ist D C R nach oben / unten
unbeschrénkt, und ¢ € R, so definiert man

lim, 4o f(2) = ¢ :<= Fiir jedes ¢ > 0 existiert C' € R mit |f(z)—c| <
e firallex € Dmit 2 > C / 2 < C <= Fiir jede Folge (z,,) in D mit
x, — +oo gilt f(x,) — c

Beispiel. Betrachte exp : R — R. Dann gilt lim,_,_, exp(z) = 0.

Wir kommen nun zu der Situation, daf§ f nur reelle Werte annimmt.

THEOREM. Sei D C C und f: D — R und p € D gegeben. Dann
sind dquivalent:
(i) Es ist f stetig in p.
(i) Es gilt:
- Fir jedes b > f(p) existiert ein 6 > 0 mit f(q) < b fir
alle g € D mit |q — p| < 0. (°f ist oberhalbstetig’)
- Fiir jedes a < f(p) existiert ein 6 > 0 mit f(q) > a fir
alle g € D mit |¢ — p| < 0. (’f ist unterhalbstetig’)

Beweis. Das ist einfach und wird zur Ubung iiberlassen. O

In dieser Situation gibt es noch den Fall, dafl der Grenzwert £oo ist: Sei
f: D — R, p Berithrpunkt von D. Dann definiert man: lim,_,,, f(z) =
+00 <= Fiir jedes C' € R existiert 6 > 0 mit f(z) > C bzw. f(z) < C
fir alle x € D mit |z — p| < 0 :<= Fiir jede Folge (x,) in D mit
Ty, — Ep gilt f(z,) — £oo.

Beispiel. Betrachte f : R\ {0} — R mit f(z) = 1/z. Zeichnung.
Dann gilt
lim f(x) =00, lim f(x)=—cc.

rz—0+ r—0—
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Fir f: D — R mit D C R gibt es noch einen weiteren Grenzwert:
lim, . f(z) = oo <= Fiir alle C' € R existiert ein S € R mit
f(z) > C bzw. f(x) < C fur alle z > S <= Fiir jede Folge (z,) in R
mit x,, — oo gilt f(z,) — +oo.

Entsprechend definiert man lim, ., f(z) = +oo.

Wir kommen nun noch zu einer Stabilitdtseigenschaft der Menge aller
stetigen Funktionen auf einer Menge.

DEFINITION. Seien D C C und f, : D — C,n € Nwund f : D —
C gegeben. Dann heifst (f,) gleichmdfig gegen f konvergent, wenn zu
jedem € > 0 ein N. € N existiert mat

[fu(z) = f(z)| <e

fir alle x € D und n > N,.
Beispiele.

e Sei f :R—R, fp(z) =4/22+ 2 und f: R — R, f(z) =
|z|. Dann konvergiert f, gleichméflig gegen f.

Bew. |fu(z) — f(z)| < \/% — 0, n — oo (unabhéngig von
x!).

e Sei f, : [0,1] — [0,1], x — 2™ und [ : [0,1] — R,
f(z) = 0, x < 1 und f(1) = 1. Dann gilt f.(z) — f(x)
fir jedes = € [0,1], f, stetig fur jedes n, aber f, konvergiert
nicht gleichméBig.

Bew. Das kann man direkt sehen durch Untersuchen von
x, die nahe an 1 liegen (Zeichnung.), oder aus dem folgenden
Satz folgern, da f nicht stetig ist.

THEOREM. Seien D C Cund f,, : D — C,ne N, und f: D — C
gegeben. Sind alle f,, stetig und konvergiert (f,) gleichmdfig gegen f,
so ist auch f stetig.

Beweis. Der Beweis wird mit einem sogenannten £-Argument gefiihrt.
Sei p € D gegeben. Sei € > 0 beliebig.

e Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz existiert ein N € N

mit |f(q) — fn(q)| < /3 fiir alle ¢ € D.
e Da fy stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit |fn(q) — fn(p)| < /3
fir alle ¢ € D mit |¢ — p| < 0.

Damit gilt fiir ¢ mit |¢ — p| < ¢ also

1f(q) = f(p)] = 1f(q) — fn(q) + fn(a) — fn(p) + fn(p) — f(p)]
< 1f(@) = fv(@)] + 1 fn(q) = v+ [fn(p) — f(p)]
37373

A\
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Das beendet den Beweis. O

Bemerkung. Der Beweis zeigt eigentlich noch mehr, ndmlich eine
punktweise Aussage: Konvergiert (f,) gleichméBig gegen f und sind
alle f,, in p stetig, so ist auch f in p stetig.



KAPITEL 9

Funktionen auf Intervallen

In diesem Kapitel geht es um Funktionen
f:I—R,

wobei I C R ein Intervall ist.

Dabei untersuchen wir zunéchst stetige Funktionen. Fiir diese Funk-
tionen gibt es (eigentlich nur) zwei Sétze und noch einen weiteren ;-)
Diese Satze lernen wir in diesem Abschnitt kennen.

Anschlieffend diskutieren wir noch eine weitere Klasse von Funktionen,
namlich die monotonen Funktionen. Fiir diese lasst sich Stetigkeit der
Funktion und der Umkehrfunktion leicht charakterisieren.

Zeichnung. Stetigkeit mittels Intervallen.

THEOREM. (Zwischenwertsatz) Sei —oo < a < b < oo und f : [a,b] —
R stetig. Dann nimmt [ jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an. Zeich-
nung

Beweis. Ohne Einschrankung f(a) < f(b). Sei f(a) < v < f(b) be-
liebig. Zu zeigen: Es gibt ein ¢ € [a,b] mit f(c¢) = 7. Beginnend mit
la1,b1] = [a,b] konstruieren wir induktiv durch Halbierung der Inter-
valle eine Intervallschachtelung [a,, b,] mit

'f(an)SVSf(bn)

e b, — an| = 5|b—al.

Die Folgen (a,) und (b,) konvergieren dann gegen den (eindeutigen)

Punkt
cée ﬂ[an, by).
Aufgrund der (Folgen) Stetigkeit gilt:
f(c) =1lim f(a,) < f(c) =lim f(by) > .
Das beendet den Beweis. O

Wir geben jetzt noch eine Umformulierung des Satzes.

THEOREM. (Zwischenwertsatz - Variante) Sei I ein Intervall in R und
f I — R stetig. Dann ist J := f(I) ebenfalls ein Intervall. Genauer
qgilt

(inf f(1),sup f(I)) € J C [inf f(I),sup f(I)]
falls inf f(I) und sup f(I) endlich sind.

85

Ende der 21. Vorlesung.
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Beweis. Ohne Einschrénkung seien inf f(7) und sup f(I) endlich.
Zweite Inklusion: klar.
Erste Inklusion: Reicht fiir jedes € > 0 zu zeigen, daf gilt

(inf f(I) +e,sup f(I) —¢) C f(I).
Wiéhle dazu a € I mit f(a) < inf f(I) +c und b € I mit f(b) >
sup f(I) —e. Nach dem Zwischenwertsatz gilt dann [f(a), f(b)] C f(I).
0

Bemerkung.
e Aus der Variante folgt der Zwischenwertsatz (und umgekehrt).
e Ist I ein offenes Intervall, so kann man iiber Offenheit / Abge-
schlossenheit von f(I) im allgemeinen keine Aussage treffen:
(Identitat auf (0,1); Hut auf (0,1)). Im Falle von abgeschlos-
senen Intervallen ist die Lage anders. Das werden wir gleich
untersuchen.

Offenbar impliziert der Zwischenwertsatz die folgende Aussage.

FOLGERUNG. Sei —oc0 < a < b < oo und f : [a,b] — R stetig. Gilt
fla) <0< f(b), so hat f in [a,b] eine Nullstelle. Zeichnung

Anwendung - Existenz der Wurzel. Ist « > 0so hat P : [0,00) —
R, P(x) = 2™ — « ein Nullstelle.

Bew. P(0) = —a < 0 und P(1+ «a) > a (nach Bernoulli-Ungleichung).
Anwendung des Zwischenwertsatzes auf die Einschrankung von P auf
0,1 + af liefert dann die Behauptung.

Anwendung- Fixpunkt von Selbstabbildungen Jede stetige Funk-
tion f : [a,b] — [a,b] hat einen Fixpunkt (d.h. es gibt ein ¢ € [a, D]
mit f(c) = ¢). Zeichnung
Bew. Betrachte
g9:la,0] — R, g(z) = f(z) — =

Dann gilt (wegen f([a,b]) C [a,b]) aber

g(a) = f(a) —a >0, g(b)=f(b)—b<0.
Aus dem Zwischenwertsatz folgt Existenz eines ¢ mit g(c¢) = 0 d.h.

fe)=ec.

Wir kommen nun zum anderen Satz iiber stetige Funktionen auf Inter-
vallen.

THEOREM. (Existenz Minimum und Mazimum stetiger Funktionen auf
abg. beschrdankten Intervall) Sei —oo < a <b < oo und f : [a,b] — R
stetig. Dann nimmt f auf [a,b] Minimum und Mazimum an, d.h. es
gibt py, und pyr in a,b] mit

fom) < f(p) < fpm)
fiir alle p € [a, b].
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Bemerkung. Es ist nétig, dafl I ein abgeschlossenes und beschranktes
Intervall ist (vgl. id auf (0, 1) oder exp auf R).

Beweis. Wir zeigen nur die Aussage zum Maximum. Die Aussage zum
Minimum kann dhnlich bewiesen werden.

Sei M :=sup f(I). Sei (pn) eine Folge in [a, b] mit f(p,) — M.
e Da [a,b] beschrinkt ist, existiert nach dem Satz von Bolza-
no/Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (p,, ) von (p,).

e Da [a, b] abgeschlossen ist, gehort der Grenzwert p der konver-
genten Teilfolge (p,, ) wieder zu [a, b].

Es gilt also
Dn, — D € [a,b].
Da f in p stetig ist, folgt dann

f(p) = lim f(py) = M.
Das beendet den Beweis. O

Nach diesen beiden Satzen kommen wir nun zum dritten Satz iiber
stetige Funktionen auf Intervallen.

THEOREM. (Gleichmdssige Stetigkeit von stetigen Funktionen auf ab-
geschlossenen beschrinkten Intervall) Sei —oo < a < b < oo und
f:la,b] — R stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Angenommen Nein! Dann existiert ein € > 0 'ohne ¢’ d.h. mit
der Eigenschaft, dafl fiir jedes n € N Punkte x,,,y, € |a,b] existieren
mit .

‘xn - yn’ < 5 aber ‘f(xn> - f(yn)‘ 2 €.

Durch Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir ohne Einschrinkung
annehmen, dafl
Ty — X € [a,b].

Wegen |y, — | < + gilt dann auch y,, — = € [a, b]. Damit folgt

e < |f(za) = fyn)
= [f@n) = f(x) + f(2) = f(yn)]
< flan) = f@)] 4 1f(2) = fyn)]
— 0,n — oo.
Widerspruch. O

Bemerkung. Fiir die beiden vorangegangenen Schliisse ist die ent-
scheidende Eigenschaft der abgeschlossenen beschrankten Intervalle I
die folgende:

(K) Jede Folge mit Werten in I hat eine konvergente Teilfolge,
deren Grenzwert wieder in I liegt.
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Die Schliisse gelten fiir jede andere Menge I mit dieser Eigenschaft
ebenfalls (Check!). Solche Mengen heiflen kompakt (s.u.).

Wir kommen nun zu monotonen Funktionen auf Intervallen.

DEFINITION. Sei D C R und f : D — R. Dann heifit f monoton
wachsend/fallend, wenn fir alle x,y € D mit x <y gilt

f(x) < fly) /f(x) = fy).

Gilt eine strikte Ungleichung, so heifit f streng oder strikt monoton
wachsend/fallend.

Beispiele.
e Die k-te Potenz auf [0, 00) d.h. die Funktion (-)* : [0, 00) —
[0,00), 2 — z* ist streng monoton.
Bew. y > x impliziert y = x 4+ h mit h > 0. Damit folgt
Aussage aus binomischem Satz:
e Die k-te Wurzel V& : [0,00) — [0,00) ist streng monoton
wachsend.
Bew. Das wissen wir schon.
e Auf R ist die Exponentialfunktion exp : R — [0,00),2 +—
> om0 #m" streng monoton wachsend.
Bew. Das folgt mit der Funktionalgleichung: y > x impli-
ziert y = x + h mit A > 0. Damit folgt

exp(y) = exp(z + h) = exp(z) exp(h) > exp(z)
da fir h > 0 gilt exp(h) =1+ ... > 1.

LEMMA. (Hauptlemma monotone Funktionen) Sei —oo < a < b < 0o
und f : [a,b] — R monoton. Dann existieren in jedem Punkt ¢ €
la,b] die halbseitigen Grenzwerte f(cy) := lim, . f(x) und f(c_) :=
lim, .. f(x) und es gilt f(c_) < f(c) < f(c+).

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f monoton wachsend. Wir zeigen nur
die Aussage zum Grenzwert von links. Die andere Aussage folgt analog.
Es ist {f(z) : # < ¢} durch f(c) nach oben beschriankt und besitzt
daher ein Supremum M. Wir zeigen lim, . f(z) = M.

Ist nun £ > 0 beliebig, so existiert ein x. < cmit M —e < f(z.) < M.
Setzt man 0 := ¢ — ., so gilt dann also fiir alle x < ¢ mit |z —¢| < ¢
auch x. < x < c¢. Zeichnung. Damit gilt fiir solche x dann aufgrund
der Monotonie

M—€<f(x5)§f($)§M
also |f(x) — M| < e. O

THEOREM. (Stetigkeitseigenschaft monotoner Funktionen) Sei —oo <
a<b<oound f:|a,b — R monoton. Dann ist f in einem Punkt
¢ € [a,b] entweder stetig, oder hat dort eine Sprungstelle (d.h. es exi-
stiert s > 0 mit f(y) — f(z) > s fir alle z,y € [a,b] mit v < ¢ < y).
Genauer gibt es vier Typen von Verhalten: Zeichnung.
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o Bs gilt f(c_) = f(ey). Dann ist f stetig.

o Es gilt f(c_) = f(c) und f(c) < f(cy) und f ist unstetig
o Es gilt f(c_) < f(c) = f(cy) und f ist unstetig.

o Es gilt f(c_) < f(c) < f(cy) und f ist unstetig.

Ende 22. Vorlesung
FOLGERUNG. Sei I ein Intervall in R und f : I — R monoton. Dann

ist f genau dann stetig, wenn f(I) ein Intervall ist.

Beweis. =: Das folgt aus dem Zwischenwertsatz (und hat nichts mit
Monotonie zu tun).

<=: Wenn f(I) ein Intervall ist, kann f keine Sprungstelle haben.
Damit folgt aus dem vorigen Korollar die Stetigkeit von f. U

Wir untersuchen nun Stetigkeit von Umkehrfunktionen monotoner Funk-
tionen: Ist D C R und
f:D—R

streng monoton, so ist f injektiv (klar...). Also existiert die Umkehr-
funktion

g=f"":f(D) —R, mit g(y) ==
fir z € D mit f(z) = y. Geometrisch entsteht die Umkehrfunkti-
on durch Spiegeln an der Winkelhalbierenden. Zeichnung Ist f streng
monoton wachsend /fallend, so ist auch g streng monoton wachsend /fallend.
(Bew. Ohne Einschrinkung f streng monoton wachsend. Sei y < ¢/
und z, 2’ mit f(z) =y, f(2’) = ¢'. Dann gilt also x # /. Wire = > a/,
so folgte y = f(z) > f(2') = v/. Widerspruch. )

Beispiel. [ : [0,00) — R, f(z) = z*. Dann ist f streng monoton
wachsend mit f([0,00) = [0, c0) und die Umkehrfunktion g : [0, c0) —
R ist gegeben durch g(y) = ¥/y.

THEOREM. (Umkehrfunktion stetiger streng monotoner Funktionen ist
stetig) Sei I ein Intervall in R und f : I — R stetig und streng
monoton. Dann ist f(I) ein Intervall und die Umkehrfunktion g =
ft f(I) — I C R stetig.

Beweis. Es ist g streng monoton. Wegen ¢(f(I)) = I hat g keine
Sprungstellen. Also ist g stetig. O

Bemerkung.

e Aussage und Beweis bleiben auch ohne die Voraussetzung der
Stetigkeit an f giiltig. (Check!). Allerdings ist f(/) kein Inter-
vall, wenn f nicht stetig ist.

e (Ubung) Ist I C R ein Intervall und f : I — R stetig, so gilt:

f invertierbar <= f streng monoton.

(Ist I kein Intervall, so gilt diese Aquivalenz nicht.)
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Beispiel. Sei exp : R — (0,00), exp(z) = ZZZO%T- Dann ist exp
streng monoton wachsend mit exp(R) = (0, 00) und die Umkehrfunk-
tion In : (0,00) — R ist stetig. Zeichnung.

Bew. Es reicht zu zeigen, dafl exp(R) = (0, 00) gilt: Wir wissen schon

exp(z) ' = exp(—2) und exp(x) >0
fiir alle z € R. Weiterhin gilt offenbar fiir alle £k € N

o0

kn
exp(k) = Z ] >k
n=0 ’
und damit also auch
1
exp(—k) < —.

k
Also enthélt (nach Zwischenwertsatz) exp(R) das Intervall [1/k, k] fiir
jedes k € N. Da k € N beliebig ist, folgt die gewiinschte Behauptung.

Der Logarithmus wird uns immer wieder begegenen (wie auch die Ex-
ponentialfunktion). Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
fithrt zur Giiltigkeit der folgenden Gleichung

1
Inz+Iny=In(zy) und Inz = —In—
x
fir z,y > 0.
Bew. z = €%, y = €. Dann gilt

Inz+Iny=Ine* +Ine’ =a+b=In(e") = In(zy).

Auch Monotonie ist stabil unter Konvergenz von Funktionen und zwar
sogar unter punktweiser Konvergenz.

PROPOSITION. Sei I ein Intervall und f, : I — R, n € N, sei-
en monotone wachsende Funktionen. Gibt es ein f : I — R mit
folz) — f(x) fir alle x € 1, so ist f ebenfalls monoton wachsend.
Entsprechendes gilt fiir monoton fallende Funktionen.

Beweis. Sei z < y. Dann gilt

f(l‘) = hmfn(x) < hmeL(@/) = f(y)
O

Man konnte denken, dal Funktionen auf einem Intervall, die stetig und
monoton sind, besonders einfach sind. Das ist nicht der Fall, wie man
an folgendem Beispiel sieht.

Beispiel - Teufelstreppe. Sei I = [0, 1].
Setze Cy := I und konstruiere rekursiv durch Herausnehmen der of-
fenen mittleren Drittelintervalle abgeschlossene Mengen C,, C [ mit
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C,, C C,,_1. Zeichnung. Damit besteht also C,, aus 2" Intervallen der
Léange 1/3™. Die 'Gesamtlinge’ von C,, ist damit
1
L, ==—2"
3n
und die 'Gesamtlidnge’ des Komplementes I \ C,, ist gegeben durch

1
L,=1-——2"
3n

C .= QC’n.

Dann ist die ’Gesamtliange’ des Komplementes I \ C' also gerade 1 und
C' hat die 'Lange’ 0. Nun definieren wir fiir n € N die Funktion

fo: I —10,1]
auf folgende Weise: Zeichnung
e [,(0)=0, fu(1) = 1.
e Auf den herausgenommenen 2" —1 ( = 14+2+-+2""!) Interval-
len ist die Funktion konstant mit den Werten 1/2™,2/2" ... (2"—
1)/2m.
e Auf den noch verbliebenen Intervallen wird die Funktion linear
interpoliert.
Dann gilt offenbar |f,(z) — f.(x)| < 1/2" fiir m > n. Damit ist fir
jedes x € I also (f,(x)) eine Cauchy-Folge und damit konvergent und
fiir die Grenzwert f(x) gilt

Sei

. 1
£(@) ~ Fu@)] = lim |fue)  ful)] < o
Damit konvergiert (f,) also gleichméBig gegen f und f ist stetig und
monoton mit f(0) =0 und f(1) =1 und f konstant auf den einzelnen

Stiicken von I \ C. Diese Funktion kann also nicht gezeichnet werden.
Bemerkung.

e In gewisser Weise sind Funktionen wie obige die typischen ste-
tigen monotonen Funktionen.

e Unsere Anschauung vom Zeichnen von Funktionen ist inso-
fern irrefithrend, als wir (eigentlich) nur Funktionen zeichnen
konnen, die - von wenigen Ausnahmepunkten abgesehen - lokal
lipschitzstetig sind.

e Im néchsten Abschnitt werden wir differenzierbare Funktionen
kennenlernen. Fiir diese Klasse 'gelten’ unsere Zeichnungen.
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Differenzierbare Funktionen

Eine Funktion ist in einem Punkt differenzierbar, wenn sie in der Nahe
des Punktes gut durch eine linear affine Funktion, ihre Tangente, ap-
proximiert wird. Die zugehorige lineare Funktion (gegeben durch eine
1 x 1 Matrix d.h. eine Zahl) heifit die Ableitung.

Um iiber 'Néhe’ eines Punktes sprechen zu kénnen, brauchen wir Platz.
Daher wird es sich meist um Funktionen auf offenen Intervalle handeln.
"Gute Approximation’ wird bedeuten, dafl der "Fehler’ klein ist. Diffe-
renzierbare Funktionen haben viele gute Eigenschaften. Im wesentli-
chen lieferten unsere Zeichnungen meist differenzierbare Funktionen.

1. Definition und grundlegende Eigenschaften von
Differenzierbarkeit in einem Punkt.

Idee. Gegeben f : (a,b) — R, p € (a,b):

- fstetigin p: f(q) = f(p) + ¥(q), wobei der Fehler 1(q) klein
wird fiir ¢ — p, d.h. f ist gut durch eine konstante Funktion
approximierbar in p.

- f differenzierbar in p: f(q) = f(p) +b(q —p) + ¢(q), wobei der
Fehler ¢(q) sehr klein wird fiir ¢ — p, ndmlich ¢(q) = ¥(q)(¢—
p) mit ¥(q) — 0, ¢ — p. Damit ist f in p gut durch eine lineare
Funktion - die Tangente T'(z) = b + ¢(x — p) approximierbar.

LEMMA. (Charakterisierung der Differenzierbarkeit in einer Dimensi-
on) Sei I C R offenes Intervall und f : I — R gegeben. Sei p € 1.
Dann sind dquivalent:

(i) Es existiert ein b € R mit
f(z) = f(p) + bz — p) + ¢(x),
wobei fir ¢ : I — R gilt
T Iy

v—pits [T —p|

(ii) Der Grenzwert lim, ., ;4 f(:c>:£<p> evistiert.
In diesem Fall gilt b= lim,_p ;. 2, f(””;:;;(p)_

92
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Beweis. (i) = (ii): Es gilt
flx) = flp) _ (@
r—p p
z)—f(

Tr—

f(x) = f(p) + bz — p) + ¢(x)

b, = —p.

(i1) = (i): Setze b := lim,_, 4, 29I Dann erfiillt ¢ mit

also
ol) _F@=f0) o,
(z —p) T —p
Weitere Aussage: Schon gezeigt in (i1) = (1). O

DEFINITION. Sei f : (a,b) — gegegen. Falls die Bedingungen des
Lemma in p € (a,b) erfillt sind, so heifit f in p differenzierbar und
man nennt den Grenzwert
o)~ I
T—p,TFED r—0p
die Ableitung von f an der Stelle p und bezeichnet ihn mit D f(p) oder
f'(p). Ist f in allen Punkten von (a,b) differenzierbar, so heifit f dif-

ferenzierbar.

Bemerkung. Betrachtet man den Quotienten

flg) — f(p)
q—7p
fiir ¢ — p, so fallt auf, dal der Nenner gegen Null konvergiert. Damit
der Quotient endlich bleibt und gegen einen Grenzwert strebt, muss
also der Zahler auch gegen Null streben und zwar im wesentlichen im
‘gleichen Masse’. Damit folgt aus Differenzierbarkeit also Stetigkeit.

PROPOSITION. Sei I C R offenenes Intervall und f : I — R differen-
zierbar in p € 1. Dann ist f stetig in p.

Beweis. Es gilt

f(q) = f(p) +blqg —p) +¢(q)

mit ¢(q) = 0 fiir ¢ = p und p(q) = %(q — p) fiir ¢ # p. Damit gilt

also ¢(q) — 0 fiir ¢ — p und es folgt (durch Betrachten der drei Terme
in der Gleichung) f(q) — f(p) fiir ¢ — p d.h. Stetigkeit von f in p. O

Wir kommentieren diese Definition mit einer Reihe von wichtigen Be- Fnde der 23. Vorlesung

merkungen:

Geometrische Deutung.

e Der Differenzenquotient £ (wgz:f @) gt gerade die Steigung der

p
Sekanten durch (z, f(z)) und (p, f(p)). Zeichnung.
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e Der Differentialquotient f’'(p) = lim,_., ! (92:}]; @ ist die Stei-
gung der Tangenten an den Graphen von f im Punkt (p, f(p)).
Zeichnung.

e Die Tangente durch (p, f(p)) ist gegeben durch die Gerade

T(x)=f(p)+ f(p)(x—p)
Das ist gerade die lineare Approximation.
e Es gilt

i 2@
et o — 7]
genau dann, wenn gilt
p(x) = ¢(x)(z —p)
mit ¢(x) — 0 fiir x — p, ndmlich

(B ot
0 : z=np.

=0

e Eisist
im 28 g
T—p,TFp |13 — p’
eine préazise Fassung, der Aussage, dafl der Fehler bei der Ap-
proximation durch die Tangente sehr klein ist.

Hinweis: Ausrechnen des Grenzwertes. Es gilt

i F@) = f0) o fleth) — flp)

T—Dp T —Dp h—0,h#£0 h

Wir kommen nun zu einigen Rechenregeln im Umgang mit Ableitun-
gen.

PROPOSITION. (Rechenregeln) Sei —oo < a < b < oo, f,g: (a,b) — R
differenzierbar in p € (a,b). Dann gilt:
(a) f+ag ist differenzierbar in p mit (f+ag) (p) = f'(p)+ag'(p).
(b) (Produktregel) Das Produkt fg ist differenzierbar in p mit (fg) (p) =

F'(P)g(p) + f(p)g (p)-
(c) (Quotientenregel) g(p) # 0, so ist auch f/g differenzierbar in

p mit <§> '"(p) = F®ee)—t @) 1 shesondere gilt (1/9)(p) =

9*(p)
9 (p)/g*(p).
Beweis. (a) Einfach.

(b) L@ @el) — @I () 1 f(p) 910 Nun & — p..

(c) Es reicht das 'Insbesondere’ zu zeigen. (Dann folgt erste Aussage
durch Anwenden der Produktregel.) Es gilt

1/g(x) —1/g9(p) _ g(p) —g(x) 1

T —p r—p g(x)g(p)
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Nun z — p.... U

PROPOSITION. (Kettenregel) Sei f : (a,b) — R und g : (¢,d) —
(a,b) gegeben. Ist g differenzierbar in p und f differenzierbar in g(p),
so ist fog: (a,b) — R differenzierbar in p, und es gilt (f o g)'(p) =
f'(g(p)g' (p)-

Beweis. Die Idee ist klar:

fog(x)—foglp) _ fog(z)—foglp)g@)—g) . :
v —p = T @) = o) pr— Fg(0)g ().

Da ¢g(z) — g(p) = 0 moglich ist, muss man etwas genauer sein. Man

ersetzt dazu fir g(z) = g(p) den Quotienten (f(g(x))—f(9(p)))/(g(x)—
g(p)) durch f'(g(p)). Genauer:

Setze q := g(p) und definiere (wobei n = g(z) sein wird)

i) .
f(n)—{ "Fla) - n=q

Dann gilt

e lim, ., f*(n) = f'(¢) = f*(9)-
e f(n)— flg) = f*(n)(n—q) fir alle n.

Damit kénnen wir nun mit n = g(x) schliefien

fog(x)—foglp) _ fln)— [f(a) _f*(n)g(x)—g(p)_

x—p x—p T —p
Nun folgt die Behauptung leicht. O
Beispiele.
e Die konstante Funktion hat Ableitung 0.
Bew. klar.

e (Potenz) Die Funktion f: R — R, f(x) = 2* hat die Ablei-
tung f'(x) = ka*~L.
x)— J?k— k s _
Bew. f( a)j_}]:(?) — x_]]; — Zf éxjpk 1-5 kpk 1
e (Polynom) f : R — R, f(z) = >°7 ja;z’ hat Ableitung
> i ajjai=t.
Bew. Linearkombination von Potenzen.
e (Inverse Potenz) f : R\ {0} — R, f(x) = 1/2"* hat Ableitung
fi(x) = =k
kak—1

Bew. Quotientenregel liefert f'(x) = —*5—.

o (Exponentialfunktion): Es gilt fiir jedes zo € C

L exp(z) — exp(z)

2—20,27#20 Z— 2y

= exp(20)-

Insbesondere hat die Funktion exp : R — R, x +— expx die
Ableitung exp(z).
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Bew. Aufgrund der Funktionalgleichung gilt

exp(z) — exp(zp) exp(z — 29) — 1.

= exp(2o)
Z — 20 Z— 20
Daher reicht es limy, exi(fz)_l = 1 zu zeigen. Dazu:
exp(h) =1 1 [ hF
h h Z_! -1
k=0
1 o= hF
S
k=1
0 hE-1
= 2
k=2
0 hF—2
= 1+h)_ o
k=2
Fiir [h] < 1 gilt | 3232, 27 < 3002, & < exp(1). Damit folgt
h)—1
% 1 h—o.
e Fiir die Funktionen sin : R — R, sin(z) = Sexp(iz) und
cos : R — R, cos(x) = R(exp(iz) sind differenzierbar mit
sin’ = cos und cos’ = — sin. Insbesondere gilt lim,_o ¥2% = 1.

Bemerkung (Beschreibung von sin und cos am Ein-
heitskreis): Eine kleine Rechnung zeigt, daf fiir u = exp(ix)
gilt |u| = 1. Damit handelt es sich also bei sin und cos in
der Tat um die Verhéltnisse der Seiten eines rechtwinklichen
Dreiecks am Einheitskreis. Zeichnung.

Bew. Wir betrachten nur sin. (Der andere Fall kann analog
behandelt werden.)

sin(z) — sin(p) %exp(ix) — exp(ip)
r—Dp rT—Dp
_ g &Xpliz) — exp(ip)
ix —ip
_ pexp(iz) — exp(ip)
ix —ip

— Rexp(ip) = cos(p).

Zum ’Insbesondere’:

sinz _ sinz —0  sinz —sin0 — sin’(0) = cos(0) = 1.

r  xr—-0 z—0
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Potenzreihe. Sei (a,) Folge in C mit p := limsup {/|a,| < oo und
R:= % und

fiUR(0) — C, f(2) =) an2".
n=0

Dann gilt
OEVION SE,
w—z —

Sind die a,, n € N, alle reell, so ist die Einschrinkung von f auf
(=R, R) differenzierbar mit f'(z) = >.°°  na,z"*.

Beachte. Es handelt sich bei der Ableitung um die durch formale Dif-
ferentiation der Summanden gewonnene Funktion. Das Problem be-
steht darin, die Vertauschung von Summenbildung und Ableitung zu

begriinden. Wie iiblich verlangt diese Vertauschung von Grenzwerten
Arbeit!

Bew. Man sieht leicht p = limsup,, ., ¥/|a,|. Insbesondere ist

g:Ugr(0) — C,z+— Znanz"_l

n=1

wohldefiniert durch eine absolut konvergente Reihe. Wir betrachten
nun

f(zi : {U(w) _ . _1 ” Zan(zn — w") = Zan <Z kan_k_1> ‘

n=1

Damit folgt fiir jedes N € N

f(z) = f(w)
g(w)
Z— W
[ oo n—1 oo
_ Za’n kan—k—1] . Znanwn 1
Ln=1 k=0 n=1
[ N n—1 oo n—1 oo
= Zan (,zkw"’k*1 —w”fl) + Z anszw”kll Z na,
Ln=1 k=0 n=N-+1 k=0 n=N-+1

Sei S > 0 mit |{w| < S < R beliebig. Ist z so nahe an w, daf§ auch
|z| < S gilt, so kann man jeden einzelnen der beiden letzten Summen
im Betrag abschétzen durch

o

Z nla,|S" .

n=N-+1

Dieser Term geht fiir N — oo gegen 0. Auflerdem geht bei festem N
aber der erste Term fiir z — w gegen 0. Damit folgt die gewiinschte
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Konvergenz
f(z) — f(w) o

zZ—Ww

w)’—>0

auf folgende Weise: Wihle zu beliebigem € > 0 zunéchst NV € N so grof,
daB die obigen beiden letzten Terme kleiner als £/3 sind fur |z| < S.
Wiéhle anschlieend 6 > 0 so klein, daf fiir |z — w| < § sowohl |z| < S

also auch
2 a, § Zk n—k— 1 wnfl)
n=1

gilt. (Das ist moglich, da es smh um eine endliche Summe stetiger Funk-
tionen handelt).

<e/3

PROPOSITION. (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei f : (a,b) — R
streng monoton, stetig und differenzierbar in p mit f'(p) # 0. Dann
ist die Umkehrfunktion g == f~' : f(a,b) — R differenzierbar in
q= f(p), und es gilt

1 1

99 = 50y = Flgta)

Beweis. Sei y = f(x), ¢ = f(p), also x = g(y), p = g(¢). Dann folgt
r — p aus y — ¢. Damit erhdlt man

9(y) — g(q) T—p 1

= —

y—q fl@)=f)  f'p)
fiir z — p. O

Zeichnung. Spiegeln

Bemerkung. Die Voraussetzung f'(p) # 0 ist notig, andernfalls hat
man eine waagerechte Tangente. (Beispiel. Quadrat und Wurzel bei
0).

Beispiele (Umkehrfunktion)

o Lk — te Wurzel als Umkehrfunktion: Die Funktion ¢ :
(0,00) — R, g(y) = {/y = y"/* ist differenzierbar mit Ablei-
tung ¢'(y) = zy"/M

Bew. Es ist ¢ Umkehrfunktion von f(z) = z*. Damit gilt

mit y = f(x), = g(y) = y"/* also
oL L 11
T ="00) = kab—1 ~ y®—0/k

e Der Logarithmus als Umkehrfunktion: Die Funktion In :
(0,00) — R, g(y) = Iny ist differenzierbar mit In'(y) = 1/y.



1. GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN 99

Bew. In ist Umkehrfunktion von exp. Damit gilt mit y =
exp(x), x = Iny also

, B 1 B 1 B
) = @~ so@)

1

"

Nachdem wir nun den Logarithmus kennen, konnen wir noch die allge-
meine Potenz einfithren und auf Differenzierbarkeit untersuchen.

Beispiel. (Allgemeine Potenz) Fiir € R und = > 0 definiert man

xa = ealnz

und nennt dies die a-te Potenz von x. Dann folgt sofort
Inz® = alnzx.
Es ist
P, :(0,00) — (0,00), Py(z) = z°

differenzierbar mit

’

P (1) = aP,_i(x) = az® .

Zeichnung. (fira<0,0<a<1l,a=1,1<a).
Bew. Nach Kettenregel gilt

1 1 _
Pa($) _ 6ozlngca_ _ ealnxa _ e(a 1)lnxa.
T elnz

Fir a > 0 ist
exp, : R — (0,00), x +— a”
differenzierbar mit
exp, (z) = Inaexp,(z).
Bew. Es gilt exp,(z) = e*™%. Damit folgt die Behauptung sofort aus
der Kettenregel.

Fiir die allgemeine Potenz gilt:

z%2? = 2 sowie 2%y = (xy)*
Bew. Erste Aussage folgt direkt aus der Definition:

IQI’B _ ealnme,ﬁlnm _ 6(a+ﬁ)lnx _ Ia—l—ﬁ'
Zweite Aussage folgt mit
SL’aI’B — ealnzealny — ea(lnz+lny) — ealn(zy).

(Nutzt Rechenregel In(zy) = Inz + Iny): Bew. z = €%, y = €. Dann
gilt

Inz+Iny=1Ine’ +Ine’ = a+b=In(e"’) = In(zy).)
Beachte. Fiir k € Z haben wir nun z* und z'/* auf zwei Arten defi-

niert. Man kann sich aber leicht iiberlegen, daf§ beide Arten iiberein-
stimmen:
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Sei k € N. Dann gilt Py, (z) = efn® = elne eln® = 2* Ebenso gilt fiir
Yy = er "7 offenbar y > 0 sowie y* = ... = e® = 2. Damit gilt also

y = xt/F

Beispiel - nichtdifferenzierbare Funktion

e Die Funktion abs : R — R,  + |z| ist in = # 0 diffe-
renzierbar und in x = 0 nicht differenzierbar. (Dort existieren
die links und rechtsseitigen Ableitungen und sind verschieden).

Zeichnung.

abs(@)— absp) _ z—p _

Bew. Fiir p > 0 gilt ————= = 1—=1,z—p

T—p T—p
Fiir p < 0 gilt A2S@=abse) _ ——Cp) _ 3 _,
T—p T—p ’
T — p.
Fiir p = 0 gilt 2PS@=8bSw) _ 101 /0 — 41 fiir 2 > 0 baw.

T—p
x < 0. Damit existiert die Ableitung nicht.

e Die Funktion v : R — R mit u(z) = 0 falls = rational ist
und u(z) = z? falls x irrational ist, ist in allen z # 0 unste-
tig also nicht differenzierbar und in x = 0 differenzierbar mit
Ableitung Null. (Ubung).

DEFINITION. Ist f : (a,b) — R differenzierbar und f : (a,b) — R
stetig, so heifst f stetig differenzierbar.

Bemerkung. Unter Umsténden ist es praktisch auch die Ableitungen
in Randpunkten bilden zu kénnen. Dazu definiert man (falls existiert)
fir f:[a,b) — R bzw. f: (a,0] — R

/ f(x) — f(a)

fla)= lim ——
e f(@) — f(b)
’ . xr) —
f0) = Jim ===

2. Differenzierbare Funktionen auf Intervallen

In diesem Abschnitt wollen wir differenzierbare Funktionen auf Inter-
vallen detaillierter behandeln. Wir werden sehen, dai die Ableitung
wichtige Informationen iiber Monotonie und Extremwerte von Funk-
tionen kodiert. Eine wesentliche Rolle in den Betrachtungen spielt der
Mittelwertsatz. Konkret betrachten wir Funktionen

fila,b] = R
und nehmen meist an:

o f stetig auf [a, b]
e f differenzierbar in (a,b)

DEFINITION (Lokale Extrema). Sei f: I — R gegeben.
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e Es hat f m ¢ € I ein lokales Mazimum yyenn ein § > 0 existiert

mztfg furallexefmzt|x—£\<5
o Gilt? f N Zf g fur alle x € 1, so hat f in & ein globales Mazimum

Minimum
Sind die entsprechenden Ungleichungen strikt fir x # &, so spricht
man von einem strikten Marimum - Nazima und Minima werden auch als
Extrema bezeichnet.

THEOREM (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema). Sei f : (a,b) —
R differenzierbar. Hat f in & € (a,b) ein lokales Extremum, so gilt
1'(€) =0. Zeichnung.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall, daf8 f in ¢ ein lokales Maximum
besitzt (fiir Minimum ist der Beweis analog).

Fiir x > £ und x nahe an & gilt: f(m ( ) < 0. Damit folgt
. f(ﬂ?) - f©
'(¢) = lim —————> <0
F(§) = lim = ¢ S
Fiir v < & und x nahe an & gilt: f(x ( ) > 0. Damit folgt
. f(fL“) — f(§)
"(€) = lim —————% >0
J(§) = lim == ¢ 2
Damit ergibt sich insgesamt f'(£) = 0. O

Bemerkung zu Chancen und Schwichen des vorigen Satzes.

e Es handelt sich um eine notwendige Bedingung, aber keine hin-
reichende Bedingung, wie das Beispiel f : (—=1,1) = R, f(z) =
23 in & = 0 zeigt.

e Eine differenzierbare Funktion muss auf (a, b) kein Extremum
haben (siehe etwa f: (0,1) = R, f(z) = x).

e Eine stetige Funktion f : [a,0] — R muss Minimum und
Maximum annehmen (s.o.). Allerdings kénnten diese Extrema
am Rand liegen.

o Ist f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b) und
liegen die Extrema nicht am Rand, so werden sie (sowie mogli-
cherweise weitere Punkte) durch Losen der Gleichung f'(£) =
0 gefunden.

THEOREM (Rolle). Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf
(a,b) mit f(a) = f(b). Dann existiert mindestens ein & € (a,b) mit

f'€) =

Zeichnung.
Beweis. Idee: In Extrema verschwindet die Ableitung.

f ist stetig auf dem kompakten Intervall [a,b]. Daher nimmt f ein
Minimum und ein Maximum an.
Fall 1: Es ist f konstant = 0. Dann kann man jedes £ € (a,b) wéhlen.
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Fall 2: Es ist f nicht konstant. Sei ¢ :== f(a) = f(b). Dann gilt min f #
¢ oder max f # c. Sei 0.E. max f # ¢ und sei { € (a,b) ein Punkt in
dem f das Maximum annimmt. Dann gilt aber f/(§) = 0. O

THEOREM (Mittelwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig und differenzier-
bar in (a,b). Dann existiert ein £ € (a,b) mit
f(b) — f(a)
/ —
Zeichnung.

Beweis. Idee: Ziehe von f die Gerade durch (a, f(a)) und (b, f(b)) ab
Zeichnung: Betrachte

P ot =R F(a)= f(2) ~ (f(a) + T T gy

J/

-~

Gerade durch (a,f(a)),(b,f (b))
Dann ist F' stetig und differenzierbar auf (a,b) und es gilt F(a) =
0 = F(b). Nach dem Satz von Rolle existiert daher ein £ € (a,b) mit

0=F'(§) = f'(e) - = O

THEOREM (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f,g: [a,b] — R
stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann ezistiert ein £ € (a,b) mit

(f(0) = f(a)g'(§) = (9(b) — g(a)).f(£)-

Beachte. Das kann man (wenn entsprechende Terme nicht verschwin-
den) auch so schreiben:

OO )= fla)  £(©)

da=s0) ~ g(b) —g(a) ~ ¢(&)

In diesem Sinne handelt es sich um eine ’simultane’ Mittelwertbildung.

Beweis. Betrachte

Fax) = (f(b) = f(a)(g(x) = g(a)) = (9(b) — g(a))(f(z) = f(a))
Damit ist F' stetig, differenzierbar auf (a,b) und F(a) = 0, F(b) = 0.
Der Satz von Rolle liefert £ € (a, b) mit

0= F'(§) = (f(b) = f(a))g'(§) — (9(b) — g(a)).f'(&)
und damit die Behauptung. U

Bemerkungen. Es sind Mittelwertsatz, Satz von Rolle und verallge-
meinerter Mittelwertsatz dquivélent in folgendem Sinne:

e Aus dem Satz von Rolle folgt die Verallgemeinerung des Mit-
telwertsatzes (siche Beweis).

e Aus der Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes folgt der Mit-
telwertsatz mit f = f und g = id.

e Aus dem Mittelwertsatz folgt der Satz von Rolle (Klar.)



2. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN AUF INTERVALLEN 103

THEOREM (Charakterisierung von Monotonie mittels Ableitungen).
Sei f: [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Dann gilt:

(a) f konstant < f'=0 auf (a,b)

(b) f monoton wgﬁ?gggd & ;Eg auf (a,b)

(c) $.20 = [ ist strikt gy
Beweis. (a) Das folgt sofort aus (b). (Ubung: Direkter Beweis.)
(b) Wir zeigen zunéchst =>: Wir behandeln nur monoton wachsendes
f. (Der andere Fall kann analog behandelt werden). Fiir £ € (a,b) und
x # £ gilt aufgrund der Monotonie dann

HORFIGIN

r—§
Damit folgt

_fz) - f(§)

/ -1 >0
J(§) = lim ——"— —
Wir zeigen nun <=: Seien x,y € [a,b] mit x < y. Aus dem Mittelwert-
satz folgt
— flx
y—x

und damit

fly) — f(x) > 0.

(¢) Wir betrachten nur f’ > 0. (Der andere Fall kann analog behandelt
werden). Sei < y. Nach dem Mittelwertsatz gilt

y—x
also
fy) = flz) = f{(Ey —=z) > 0.
Das beendet den Beweis. 0

Bemerkung. Die Umkehrung in ¢) gilt nicht. Betrachte dazu f :
(-=1,1) = R, f(z) =23 in 0.

Ende der 25. Vorlesung.
FOLGERUNG (Ableitung bestimmt Funktion bis auf eine Konstante).

Seien f,g: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar mit f' = ¢'.
Dann ist f — g konstant. Gibt es in diesem Fall ein ¢ mit f(c) = g(c),
so folgt f = g.

Beweis. Setze h := f — g. Dann gilt b’ = f' — ¢’ = 0 auf (a,b) und
nach obigem Satz ist h =const. U

Nachdem wir nun die erste Ableitung untersucht haben, wollen wir
sehen, was man aus der zweiten Ableitung lernen kann.
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DEFINITION. Ist f : (a,b) — R differenzierbar und f': (a,b) — R
ebenfalls differenzierbar, so heifit f zweimal differenzierbar und man
nennt f" := (f') die zweite Ableitung von f.

Bemerkung. Offenbar ist f stetig, wenn f zweimal differenzierbar
ist.

THEOREM (Hinreichende Bedingung fiir strikte lokale Extrema). Sei
I (a,b) = R zweimal differenzierbar. Gilt fir ein £ € (a,b)

f/(g) =0 und ;u%é;igy
so hat f in & ein striktes lokales Yorimum  Zejchnung. (f, f, f in

beiden Fillen) mmum

Beweis. Wir betrachten f'(£) = 0, f"(£) < 0 (anderer Fall analog).
Wegen

" T f’(I) — f/(g) _ f/(l’)
0> PO == =M
gilt fiir alle  nahe an ¢ also
f'(z)
T —§

< 0.

Damit gibt es ein ¢ > 0 mit

o f'(x) <0 firxe (§E+0)
o f'(x) >0 fir x € (£ —0,§)

Also st f strikt falend i ($£19)

Daher hat f striktes Maximum in &. O

Bemerkung. Diese Bedingung ist nicht notwendig. (Beispiel: f : (—1,1) —
R, f(z) = z*. Dann hat f ein striktes Minimum in ¢ = 0. Aber
f"(€) = 1262 =0.)

Die Betrachtungen zum Verhalten von Extremwerten mit f*(£) < 0
bzw. f'(€) > 0 lassen sich verallgemeinern. Dazu brauchen wir noch
einen Begriff.

DEFINITION (konkav und konvex). f : [a,b] — R heifst Forkav wenn
fir alle ¢,d € [a,b] mit ¢ < d und X € (0,1) gilt

flet Ad = c)2f(e) + Mf(d) = f(c)).
Beachte. Sei A € [0,1] und g =1 — A. Dann gilt

c+ANd—c)=Ad+(1—=XNe=(1—-p)d+ pc=d+ u(c—d)
und mit der Geraden

9:R—R, g(z) = f(c) +
durch (¢, f(¢)) und (d, f(d)) gilt
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gle+Ad =) = f(c) + A(f(d) = f()) = Af(d) + (1 = A) f(e).

Zeichnung. Konvex: Sekantenabschnitt verlduft oberhalb der Funkti-
on
Konkav: Sekantenabschnitt verlduft unterhalb der Funktion

Bemerkung. f konvex & —f konkav

PROPOSITION. Sei I ein offenes Intervall in R und f : I — R gege-
ben. Ist f konvex oder konkav, so ist f stetig.

Beweis. Wir betrachten nur konvexes f. (Der andere Fall kann analog
behandelt werden.) Sei & € I beliebig. Wihle x < £ < y aus I beliebig.
Sei g die Sekante durch (z, f(x)) und (&, f(§)) und go die Sekante
durch (&, f(€)) und (y, f(y)). Dann verlauft nach Konvexitit also fiir
s > ¢ Zeichnung.

e g5 oberhalb des Graphen von f auf [, y]
e g unterhalb des Graphen von f auf [£, y].

Damit folgt leicht lim,_.¢; f(s) = f(§). Der Grenwert von links kann
analog untersucht werden. U

Wir kommen nun zur schon angekiindigten Verallgemeinerung der Be-
trachtungen um Minima/Maxima zweimal differenzierbarer Funktio-
nen.

THEOREM (Charakterisierung konkaver und konvexer Funktionen). Sei
f: (a,b) = R stetig. Dann gilt:

(a) Ist f differenzierbar, so ist f omka genay dann, wenn f monoton

konvex
fallend ist.
wachsend

(b) Ist f zweimal differenzierbar, so ist so ist f om5a genau dann, wenn
0

gilt f" monoton ;0.

Beweis. Offenbar folgt (b) aus (a) und der schon gegebenen Charakte-
risierung von Monotonie. Es bleibt also (a) zu zeigen. Wir betrachten
nur konvexe f bzw. monoton wachsende f.

Sei f" monoton wachsend: Sei z < £ < y in (a,b). Sei g, die Gerade
durch (z, f(z)) und (&, f(§)) und g die Gerade durch (&, f(£)) und
(y, f(y)). Zeichnung. Nach dem Mittelwertsatz und der Monotonie
von f ist die Steigung von ¢; kleiner gleich der Steigung von g,. Damit
folgt, daf3 (&, f(£)) unterhalb der Geraden durch (x, f(z)) und (y, f(y))
liegt.

Sei f konvex. Zeichnung. Sei z < y. Sei ¢ die Steigung der Geraden
durch (z, f(x)) und (y, f(y)). Sei £ € (x,y). Dann ist die Steigung der
Geraden durch (&, f(€)) und (z, f(z)) kleiner oder gleich ¢ aufgrund der
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Konvexitit. Da & € (x,%) beliebig war, folgt, da f'(x) < c. Ahnlich
sicht man aber ¢ < f'(y). O

Beispiele
e Die Funktion In: (0,00) — R, x +— In(x) ist konkav.
Bew. In'(z) =1 = In"(z) = —% < 0.
e Die Exponentialfunktion exp: R — R, x — exp z ist konvex.
Bew. exp”(z) = expx > 0.

Bemerkung. Ist f konvex und streng monoton wachsend mit der Um-
kehrfunktion g, so ist g konkav und umgekehrt. Ist f nicht monoton
wachsend so gilt die Aussage im allgemeinen nicht (vgl. etwa die Funk-

tion f(x) =1/x.)

3. Taylorscher Satz und L’Hospitalsche Regel
In diesem Abschnitt diskutieren wir Taylorschen Satz und L’Hospitalsche
Regel. Dabei geht es um

e Approximation von Funktionen durch Polynome (Taylorscher
Satz)
e Verhalten von Termen der Form 0/0 bzw 0o/o0o bzw 0oco (L’Hospitalsche
Regel).
Wir werden beides als Konsequenzen aus dem verallgemeinerten Mit-
telwertsatz erhalten.

Wir beginnen mit dem Taylorschen Satz.

DEFINITION (k-te Ableitung). Sei I C R ein offenes Intervall und
f I — R eine Funktion. Man definiert induktiv die k-te Ableitung
f®) durch

FO =g, [ = (f0Y
(falls f* auf I differenzierbar ist). Evistiert f* fiir jedes k € N, so
heifst f beliebig oft differenzierbar oder auch unendlich oft differenzier-
bar.

Idee - Taylorscher theorem

o f stetig in p:

mit r(x) — 0, z — p.
o f differenzierbar in p:

f(x) = fp)+ f'(p)- (x —p)+r(z)(z—p)

mit r(x) — 0 fiir x — p (ndmlich r(z) = 2=
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e f k-mal differenzierbar in p:

L6 ,
f@) = > ey 4 vt

=0

mit r(x) — 0, z — p.

DEFINITION (Das n-te Taylorpolynom). Sei f : (a,b) — R n-mal dif-
ferenzierbar. Dann definiert man zu p € (a,b) das n-te Taylorpolynom
von f im Punkt p durch

n (k)
Pogle) =3 L@y

k!

PROPOSITION. Sei P ein Polynom vom Grad n (oder kleiner) mit
P(c)=P'(c)=...= P"(c) =0
fiir ein c. Dann gilt P = 0.

Beweis. Das folgt durch Induktion. (Beachte. P(x) = >_,_, axx*. Dann
gilt P™ =q,n! ... O

LEMMA (Charakterisierung Taylorpolynom). Sei f : (a,b) — R n-
mal differenzierbar und p € (a,b). Dann ist P,, das eindeutige Poly-
nom vom Grad hdchstens n mit

PW(p) = f®(p) k=0,... n.

n7p

(’P und f stimmen bis zur n-ten Ableitung in p iberein.’)

Beweis. FEindeutigkeit. Das folgt aus vorangehender Proposition.

Gewiinschte Figenschaften: Das folgt durch eine direkte Rechnung.

Diese Rechnung nutzt, da8 die l-te Ableitung von (z — p)* an
der Stelle p gegeben ist durch

O k! l=k
((w - p)k> =10 >k
0 l<k (z=p)
Das beendet den Beweis. O

Die Frage ist nun, wie sich f von P, , unterscheidet. Eine erste Antwort
gibt der folgende Satz.

THEOREM (Taylorsche Formel mit Lagrange Restglied). Sei f : (a,b) —
R (n + 1)-mal differenzierbar und p € (a,b). Dann ezistiert zu jedem
x € (a,b) eint =t(x) zwischen x und p mit

f(x) = Pop(®) + Ruv1p(t)
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mit dem Lagrange Restglied

R (t) n+1 ( )( p)nJrl
mHlp (n +1)!
(und natirlich P, ,(x) =3 ,_, f(kk), p)( -p)*.)

Beweis. Beachte x, p gegeben! Wir entwickeln um £. Sei dazu

h(g) = (z — &)™

k)
k=0 ’

Dann gilt:
) g(x) = f(x) (k=0)
) 9(p) = Pup(@)
) §'(&) = i (g)( &)™ () Teleskopsumme
Nach Verallgemelnertem Mittelwertsatz existiert ein ¢ zwischen z und
p mit:
(9(x) — g(p))W(t) = (h(z) = h(p))g'(¢).
Also gilt
L SO
(f(@) = Pop(2))(n + 1(=1)(x = )" = (=1)(z = p)"" ——(z = )"
(n+1)
= f(z) = Popl) = j;l+—gl)@ _ p)n+i
—Roi1,p(0)
= [(x) = Pop() + Rnt1,(1)
(Es bleibt noch (!) zu begriinden:
— fM(¢)
&)= ; @9t
(k+1) k)
g'(ﬁ) _ f o (g) (ZB _ f)k _ f kl(&) k‘(ﬂ? _ f)k_l
k=0 ’ k=1 '
n+1 n
- M) -
SO gy 9T
(n+1)
Ly i (é) .
Damit ist der Beweis von (!) abgeschlossen). O

Bemerkung. (Ubung). Ist g : (a,b) — R (n + 1)-mal differenzierbar
mit ¢"*Y = 0, so it g ist Polynom vom Grad héchstens n.

Ende der 26. Vorlesung
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THEOREM (Taylorsche Formel mit Abschétzung). Sei f : (a,b) — R
n-mal differenzierbar mit n > 1 und p € (a,b). Dann gibt es eine
Funktion r : (a,b) — R mit r(z) — 0, x — p und

nofk)
s =3 Pty -y

Beweis. Wir setzen g(x) = f(x) — P, (). Dann gilt:

gp) =g ) =...=¢"(p)=0.

Zu zeigen: Es existiert r : (a,b) — R mit r(z) — 0, x — p und
lg(x)| < r(x) o —pl".

Es gilt nun

9" D (t,)]

(n _ 1)| ’l’ _p’n_l <<>)

l9(2)] <

fiir ein ¢, zwischen x und p (einschliefllich). (Denn: Gilt n = 1 so wéhle
t, = x; im Falle n > 2 wende Taylorformel mit (n — 2) an).

Nun ist ¢V differenzierbar, d.h.

g" V() = " V() + 9" ()t — p) +o(t) (00)
mit _ _
2 _, 0, y—p
Yy—>p
(&} = ol < 2o - o

_ 1 et Ite —pl 5—p
(n—D! [tz —p| |z —pl
——— N——
—0,z—p <1

N J/
-

—0, z—p

=:r(z) |z —pl"

| n

Das beendet den Beweis. O
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Mithilfe des Satzes von Taylor konnen wir Funktionen mit ’vielen’
verschwindenden Ableitungen auf Extrema untersuchen: Sei also f :
(a,b) — R n > 2-mal differenzierbar mit

/

Fo)=...=f"Vp)=0, f"(p)#0.
Dann gilt:
e Ist n ungerade, so hat f in p einen Wendepunkt (d.h. f(z)—f(p)
wechselt in p das Vorzeichen).

e Ist n gerade, so hat f in p ein lokales Mazimum fa]]g ;En;(p §<O

/\

Beweis. Voriger Satz liefert

1) = 1)+ (T4 r@)) (o -

F'ur o nahe p hat (...) dasselbe Vorzeichen wie f™(p) (da r(z) —
0, z — p) Damit folgt

f(z) =~ f(p) + (Vorzeichen) (x — p)".

™ (p)

n!

g

Notation - Landausymbole. Eine passende Notation fiir obige Re-
sultate liefern die Landausymbole: o ’klein ohhh von’ und O ’grofs Ohhh
von’ definiert wie folgt: Sei f, g : D — R, p Beriihrpunkt von D. Dann:

f(@)
g(x)
f(z) =0(g(x)), x = p:= IC>0mit|f(z)| < C-g(z)|fiir x nahe p.

f(z)=o0(9(x)), ©— p:& lim =0

r—p

Damit konnen wir die Abschatzungen aus dem Taylorschen Satz wie
folgt formulieren.

FOLGERUNG. Sei I ein offenes Intervall und f : I — R gegeben.
Dann gilt:
(a) Ist f n-mal differenzierbar (mit n > 1), so gilt f(x) = P, p(x) +
oz — p)").
(b) Ist f (n+1)-mal differenzierbar (mitn > 1) so gilt f(z) = P, ,(x)+

O((z —p)"*)
Beweis. (a) folgt sofort aus der vorangehenden Variante des Satz von
Taylor.
(b) Das folgt leicht wegen
F" ™ (p) " "
f(x) = Pop(a) + m(iﬂ —p)"" +o((x—p)").

-~

—O((z=p)"+1)

Das beendet den Beweis.
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Wir kommen nun noch zu einem weiteren Thema (das oft mit dem
Taylorschen Satz verwechselt wird).

DEFINITION (Taylor-Reihe). Ist f : (a,b) — R beliebig oft differen-
zierbar, so kénnen wir die sogenannte Taylor-Rethe von f im Ent-
wicklungspunkt p

(k)
1y,0) = S Wy

k=0
bilden.

Bemerkungen.

° ' Der Satz von Taylor behandelt NICHT die Taylorreihe:
Beim Satz von Taylor geht es (bei festem n) um die Frage, wie
nahe P, ,(x) an f(z) ist fiir  nahe p. Bei Taylorreihen geht es
(bei festem x) um die Frage, wie nahe P, ,(z) an f(z) ist fir
grofle n.

° ' Es ist nicht klar, daf§ Reihe fiir = # p konvergiert.

. ' Selbst wenn 7'y(z) konvergiert, ist nicht automatisch auch
f(x) = T¢(z). Dazu ein Beispiel: Sei

6771 x>0
0 <0

f:R—>R,f<x):{

Dann ist f fiir x < 0 beliebig oft differenzierbar mit Ablei-
tung 0. Ebenso ist f fiir x > 0 beliebig oft differenzierbar und
die Ableitung hat die Form

F™(z) = P, (l) cew

xz

mit geeigneten Polynomen P, (Induktion). Damit folgt (In-
duktion), da f™(0) = 0 fiir alle n € Ny. (Denn: n = 0: klar.
n=(n+1):

S () = f(0) _ f™(x)
z—0 T
fP0) Y 0 <0
xXr xr
) () P

8
8
8

~
Il
3
—~
8 =
SN—
Q)
Il
| =
U
Y
| —
"
3
H‘)‘__
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Insgesamt gilt also

| o

0.

f#0 aber Tyo(z) = Z f k|<0) (z)" = Z
! =

0

()"

-

o Ist R, (z) = f(x) — P,p(x), so gilt
f(x) =Tsp(x) & Ry(z) — 0, n — oo.

Die vorhergehende Bemerkung zeigt, dal Taylorreihen nur mit grofier
Vorsicht zu behandeln sind. Im Falle von Potenzreihen ist die Lage (wie
iiblich) sehr schon:

PROPOSITION. (Potenzreihe ist Taylorreihe) Sei (a,) eine Folge in R
mit p = limsup {/|a,| < oo und R := /l) und

o0

f:(-R+p,R+p) — R, f(z)=) an(z—p)".

n=0

Dann ist f beliebig oft differenzierbar und es gilt f™ (p) = a,n! fiir alle
n € N. Insbesondere ist die Taylorreihe von f gerade die f definierende
Potenzreihe.

Beweis. Wir wissen schon, daf f differenzierbar ist mit f'(z) = g(x) =
Yo nay(x—p)™, wobei die Reihe fiir g auch auf (p— R, p+ R) absolut
konvergiert. Damit gilt also f (p) = a; und eine Induktion liefert die
erste Aussage. Das 'Insbesondere’ folgt dann sofort. O

Wir kommen nun zu den Regeln von L’Hospital. Dabei geht es um
Grenzwerte der Form 0/0 bzw oco/oco (bzw. 0 X 00). Wir betrachten
also Funktionen f und g mit f(x) — 0,g(z) — 0 bzw. f(z) — oo und
g(x) — oo und untersuchen f(z)/g(z).

Zur Einstimmung betrachten wir eine einfache Situation: Seien f, g
differenzierbar in @ € R mit

fla) = g(a) =0, g'(a) # 0.
Dann gilt
fl@) . flx) = f(a)

lim —<% = lim
a—a g(x) @—a g(z) — g(a)
f(@)=f(a)
=Im @
lim, ., f@=f(@

lim,_,,

_ f'(a)
g'(a)

9(z)=g(a)
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Allgemein kénnen wir Ausdriicke der Form ’2” und 227 mit folgenden

0
Satzen behandeln.

THEOREM (L'Hospital fiir 3" bei a € R). Seien a < b und f,g :
la,b) — R stetig und differenzierbar in (a,b) mit ¢'(x) # 0 fir alle
x € (a,b)) gegeben, und es gelte

fla) =0=g(a).
Existiert der Grezwert lim,_, ,+ % (g99f. mit Wert £00), so existiert

auch lim,_, ,+ % und es qilt

/
lim @ = lim M
e—at g(x)  w—at ¢'(2)
Fine entsprechende Aussage gilt fir f,g: (a,b] — R.

Bemerkung. Die Voraussetzungen implizieren g(z) # 0 fir = # a
wegen

g(z) = g(x) = 0= g (§)(z —a) # 0.
Beweis. Es gilt nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz
flz) _ fe) = fa) wuws ['(E)
g9(z)  g(z) —gla) g'(€)

mit einem £ zwischen x und a. Nach Voraussetzung existiert

/
lim f'(x)
z—at g'(7)
und damit auch
/
lim f/ (5)
s—at g'(§)
Damit folgt die Behauptung. O

THEOREM (L’Hospital fiir 3" bei Too). Seien ¢ > 0 und differenzier-
bare f,q in (c,00) mit g (z) # 0 auf (c,00) gegeben und es gelte

lim f(z)=0= lim g(x).

Existiert lim, 1 oo ]gc,lgz; (g9gf. mit Wert +00, so existiert auch
lim _f(x)
v—too g()
und es gilt
/
lim @ = lim f/(x)
2 g@) o g ()

Analoge Aussage gilt bei —oc.



Ende der 27. Vorlesung
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Beweis. Falls jeweils der Grenzwert auf der rechten Seite existiert, gilt

11 M (x;%) hm f (%) voriger_theorem . ;_21 /(%) _ hm f/ (%) (ac;%)

= lim

T—00 g(l') t—0+ g (%) t—0+ ;_Zlg/ (%) t—0+ g/ (%)
Da der letzte Grenzwert nach Voraussetzung existiert, folgt die Be-
hauptung. U

Nachdem wir den Fall / 8, behandelt haben, kommen wir nun zum Fall
oo/

THEOREM (L’Hospital fiir *22” von links bzw. rechts). Sei a € R bzw.
a = oo. Seien f,g stetig und differenzierbar mit g (z) # 0 auf einem
offenen Intervall links von a (d.h. auf (a—r,a) fir einr > 0 fallsa € R
bzw. (¢, 00) fiir ein ¢ > 0 falls a = 00) und es gelte

oo = lim f(z)= lim g().

r—a—

I’ ()
g'(z)

f(@)

FExistiert lim,_, -

und es gilt
!
lim M = lim f/(z)
T—a~ g(,CE) r—a~ ( (Qf)
Entsprechende Aussagen gelten fiir Grenzwerte von rechts.

fi@) _
gz —

Beweis. Wir betrachten nur den Fall a = oo, lim,_,,-

Nach Voraussetzung existiert zu jedem S > 0 ein d > 0 mit g :gg > S

fiir x > & > d. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gilt dann
9(x) —g(d) g€ ~

und damit

f(@) = f(d) = S(g(x) — g(d))
fir 2 > d. (Da ¢ nicht verschwindet, ist g streng monoton. Wegen
g — oo muss g wachsend sein. also gilt g(x) — g(d) > 0.) Es folgt

f@) oo o 9d) | f(d)
0207 ) " o)

und nach Bilden des Grenzwertes also

lim inf M > S.
@)

Da S > 0 beliebig war, folgt

lim —% =
5 g(a)

Das beendet den Beweis. O

(=)
9

(ggf. mit Wert 00 ), so existiert auch lim,_, - o)

f'(z)
=0 /()
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Bemerkungen.

|

e . Die Sitze von L’Hospital haben zwei Vorausetzungen: (1)
Konvergenz von f und g gegen 0 bzw. oo und (2) Konver-

genz von ?. Beide Vorausetzungen sind nétig, wie man an

folgendem Beispiel sieht: f(x) = 1, g(z) = « + 7. Dann gilt

lim,_o f(2)/g(z) = 1/7 und lim,_o f (x)/g (x) = 0.
e Ist f stetig differenzierbar in (a, b) und p € (a,b), so liefert die
L’Hospitalsche Regel
L@ ) f@
T—p,TEp r—0p T—p 1

= f(p).

Tatséichlich kann man das auch ohne L’Hospitalsche Regel und
ohne Stetigkeit der Ableitung direkt aus der Definition der
Differenzierbarkeit folgen ;-)

Beispiele - L’Hospital:

. 1—cos(x : sin(x : sin(x
e lim, .o x—QU = limz—o Qi) = ;hmm_)o w( ) — %
x#£0 x#£0 ) x#£0
. log(z : z 1
o lim, gg\;g) = lim, . ff = lim, o == 0
xr

Zur Anwendung noch zwei Tipps.

e Gegebenenfalls kann man L’Hospital auch iterieren (d.h. mehr-
mals hintereinander anwenden):

xQ falls ex. 2z falls ex.

lim lim lim 3 = 0.

r—o00 et z—o00 T r—o0 et
e Man kann [L’Hospital auch verwenden, um Ausdriicke der Form
0 X oo zu untersuchen. Dazu schreibt man diese in der Form
00/00 bzw. 0/0: Sei av > 0 :

1
log(z =
lim z%log(z) = lim () = lim ———
z—0t z—0t T z—0t —ar~o!
1 l.a+1
= lim ——
z—0t o T

=—— lim z=0
o x—07t



KAPITEL 11

Das Riemann Integral in einer Dimension

Ziel. Ordne fiir geeignetes f : [a,b] — R der Fliche zwischen dem
Graphen von f und der xz-Achse einen Wert zu (wobei unterhalb der

x-Achse negativ gezéhlt wird). Der Wert der Fliache wird mit fab f(z)dx
bezeichnet. Dabei soll gelten:

o f(z)=c = fabf(:v)dac =c(b—a)
e cclab] = fab f(x)de = [ f(x)dz + fcbf(m)dm
o f<g = fff(x)dx < ffg(x)dx

Auflerdem soll folgende Stetigkeitseigenschaft gelten:

e Sind f,,, g,, n € N, zuléssig und gilt f,, < f < g, sowie f;(gn—
fn)dx — 0, so ist auch f zulédssig und es gilt

b b
/ f(x)de = lim [ f,(z)dx.

Es zeigt sich, dafl durch diese Forderungen fab fdx eindeutig bestimmt

ist. Es wird als das Riemann-Integral von f bezeichnet. Das Riemann-

Integral ist dann linear d.h.

b b b
/ f(z) + Ag(z)dz :/ f(z)dz + )\/ g(x)dx
und positiv d.h.
b
f>0 = / f(z)dx >0

und mit gleichméfBiger Konvergenz vertréglich. Stetige Funktionen und
monotone Funktionen sind Riemann-integrierbar. Ebenso stiickweise
stetige und stiickweise monotone Funktionen.

Bemerkung. Die entscheidende Einschrinkung des Riemannintegrals
ist die vergleichsweise unflexible Stetigkeitseigenschaft. Es gibt eine
Reihe von zum Teil deutlich flexibleren Integralbegriffen (Lebesgii-
Integral, Bochner-Integral, Daniell-Integral, Darboux-Integral, Petis-
Integral). Das wird zumindest zum Teil in spédteren Vorlesungen be-
handelt.

Um iiber Riemann-Integrale sprechen zu kénnen, miissen wir voraus-
setzen:

116
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e Das Intervall [a, b] ist beschréinkt und abgeschlossen d.h. —oo <
a<b< oo,
e Die Funktion f: [a,b] — R ist beschriankt.

Wir gehen nun in zwei Schritten vor: Im ersten Schritt zerlegen wir
das Intervall in Teilintervalle und approximieren f auf den Teilstiicken
durch konstante Funktionen. Fiir diese Approximation ist das Inte-
gral durch obige Forderungen eindeutig festgelegt. Im zweiten Schritt
fiihren wir einen Grenziibergang durch. Dieser Grenziibergang muss
gerechtfertigt werden. Diese Rechtfertigung wird durch eine Definition
geliefert: Die Funktionen, wo er gelingt, heissen Riemann-integrierbar.

1. Grundlegendes zu Riemann Integration

DEFINITION (Zerlegung). Sei —oo < a < b < co. Ein Tupel

Z=(p,..., )

mita=p<x; <...<x,=">b heifft Zerlegung von |a,b].
Die Feinheit |Z| der Zerlequng Z ist definiert als

|Z] = max{x; —x;_1, i=1,...,n}.

FEine Zerlequng Z' = (q, - . ., yx) heifit Verfeinerung von Z = (p, ..., ,),
wenn gilt

{yi:i=0,...;k} D{x;: 1=0,...,n}.
Man schreibt dann Z' D Z. Zur Zerlequng Z = (p,...,x,) und Z' =

(q,...,yx) definieren wir die Vereinigung Z U Z' als die Zerlegung mit
den Punkten {x;: i=0,....,n}U{y;: i=0,...,k}.

Approximiert man f entlang einer Zerlegung Z, so gibt es mehrere
Moglichkeiten Zeichnung.

e ‘Durch Rechtecke von unten” (jeweils kleinster Funktionswert
auf [Iifl, Il])
e “Durch Rechtecke von oben” (jeweils grofiter Funktionswert
auf [xi—h J/’Z])
e ‘Durch irgendwelche Rechtecke” (irgendein Funktionswert auf
(i1, w3])
Uns wird es um Funktionen gehen, bei denen alle drei Moglichkeiten
im Grenzwert den selben Wert ergeben.

DEFINITION (Obersumme und Untersumme). Zu f : [a,b] — R be-
schrinkt und Zerlequng Z = (p,...,x,) von [a,b] definieren wir die
Obersumme von f beziiglich Z durch

n

Oz(f) = Z(xl —x;21) sup f(z)

i=1 xi*lgzgzi
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die Untersumme von f beziiglich Z durch

n

Uz(f) = (@i — 1) inf  f(2)

N Ti—1<z<z;
i=1 -

ProrosITION (Eigenschaften von Uz, Oz). Es gilt:
(a) Uz(f) < Oz(f) fir alle Z

(b) Z1 C Zy = Uz (f) < Uz(f), Oz,(f) = Oz(f)
(c) Zy, Zy beliebig = Uz (f) < Oz,(f)

Beweis. (a) klar.

(b) Wir betrachten nur Uz (Oz kann analog behandelt werden).

0.E.: Z5 hat genau einen Punkt mehr als 7.
Zita=p<...<a<f<...=b
Zy:a=p<..<a<y<pB<...=0

In Zy: (B—a) infa<o<p f(2) = (B—7) infa<e<p f(2)+(7—a) infaca<p f(2)
In 22: (ﬁ_a) iﬂfagxgﬂ f(l’) S (’y—oz) infagzgv f(x)_’_(ﬁ_'Y) inf’YS:BSﬁ f(l')

Damit folgt die Behauptung (b).

b) a)
(c) Uz, (f) € Uzuz(f) < Ozuz(f) < Oz(f) Das beendet den Be-
weis. Ul

DEFINITION (Riemann-Summe). Ist Z = (p,...,x,) eine Zerlegung
von [a,b] und & = (&,...,&,) mit & € [x;_1, ;] gegeben.

So definiert man die Riemann-Summe von f beziiglich der Zerleqgung
Z und den Stiitzstellen & als

n

Sze(f) = Z(l‘z —xi-1)f(&)

=1

LEMMA (Charakterisierung Riemann-integrierbarkeit). Sei —oco < a <
b<oowund f: [a,b] = R beschrinkt. Dann sind dquivalent:

(i) supy Uz(f) = infz Oz(f)
(ii) Fir alle e > 0 existiert eine Zerlequng Z von [a,b] mit Oz(f)—

Uz(f) <e
(i) Es existiert ein Iy € R, sodafs zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0
existiert mit

1Sze(f) — Il < e
fir alle Zerlegungen Z mit Feinheit |Z| < 6.
In diesem Fall gilt:

Iy =supUy(f) = il}fOZ(f)
Z

Beweis. (i) = (i): Da Uz (f) < Og,(f) fur alle Zy, Z, (s.o.) folgt
Sup Uz (f) < 1nf Oz, (f)
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Wiéhle nun Z; = Z, = Z. Damit ergibt sich:
0 <infOz(f) —supUz(f) <e

Da € > 0 beliebig, gilt (4).
(i) = (i1): Zu € > 0 existieren Z; und Zy mit

0< OZ2<f) - UZl(f) <e
Da Oz,(f) > Oz,uz(f) wnd Uz (f) < Uzuz(f) folgt

OZ1UZ2 (f) - UZ1UZg(f) <e
und damit (ii) mit Z = Z; U Zs.

(i)/(i1) = (iii): Sei C' > 0 mit || < C fiir alle = € [a,b]. Sei e derzs: Horleme
Ip:= sgp Uz(f) = ingZ(f>

und € > 0 beliebig. Nach () /(i) existiert eine Zerlegung Z = (p, ..., zy)
mit

If‘%SUZ(f)SOZ(f)§]f+§-

Fiir eine sehr feine Zerlegung Z liegen nun die Terme von Sz ¢ zwischen
den Termen von Oz(f) und Uz(f) auBer an den Punkten p,...,zy
Zeichnung. Fir Z = (q, ..., y;) mit Feinheit 0 gilt:

U(f) — 6NC < Sz¢(f) < O5(f) + INC

wobei N die Anzahl der Intervalle ist. Nach der Definition von I ergibt
sich

Jf—%—cszvc < Uy(f)—ONC < Sze(f) < O4(f)+ONC < If+g+51vc

Fir alle 6 > 0 mit INC < 5 ergibt sich also

1Sz2¢(f) — Il < e
(13i) = (i1): Sei € > 0 beliebig und § > 0 gemaf (iii) gewéhlt. Dann
gilt
If+e=8z¢(f) 21—«
fiir jede Wahl der Stiitzstellen £. Damit folgt auch

It +e>0z(f) 2 Uz(f) 2 Iy — ¢

Das liefert gerade
Oz(f) = Uz(f) < 2¢
und da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Hinter (iii) verbirgt sich Konvergenz eines Netzes. Man
schreibt dann auch limz_o Sz (&) fuer den Grenzwert ;.
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DEFINITION (Riemann-Integrierbarkeit). Eine beschrinkte Funktion f :
la,b] — R heifft Riemann-integrierbar, wenn eine der Bedingungen des
vorigen Lemmas erfillt ist. Dann definiert man das Riemann-Integral
von [ in [a,b] als

b b
/ flz)dz = / fdx :=supUyz(f) = irzlfOZ(f) =1;=: lim Sz¢(f)
a a Z

|Z|—0

Weiterhin setzt man [, f(x)dx == — fabf(x)d:v sowie [ f(x)dx = 0.

Es gibt im wesentlichen drei Klassen von Riemann-integrierbaren Funk-
tionen:

e Treppenfunktionen
e stetige Funktionen
e monotone Funktionen

DEFINITION (Treppenfunktion). FEine Funktion f : [a,b] — R heifst
Treppenfunktion, wenn es eine Zerlequng Z = (p, ..., x,) von [a,b] und
g eR, i=1,...,n gibt mit

f = C; auf (xz-,l, .flfz)

Bemerkung. Die Werte einer Treppenfunktion in den Stellen x; sind
unerheblich.

PROPOSITION (Treppenfunktionen sind Riemann-integrierbar). Jede
Treppenfunktion ist Riemann-integrierbar und es gilt

n

/abf(x)dx = (i — 21

i=1
wenn f = ¢; auf (x4, x;) fur die Zerlequng Z = (p, ..., x,) von [a,b].

Beweis. Ubung |

PROPOSITION (Stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar). Jede
stetige Funktion ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Da [a,b] beschrénkt und abgeschlossen ist, ist das stetig f auf
la, b] beschrénkt und gleichméfig stetig, d. h. fiir jedes € > 0 existiert
ein 0 > 0 mit |f(x) — f(z)] < e fur |z — Z| < 9.

Sei € > 0 gegeben. Ziel: Finde Z mit Oz(f) — Uz(f) <e.

Da f gleichméfig stetig ist, existiert ein ¢ > 0 mit

() @)= F@) < g fir |o— | <3
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Wiéhle nun eine beliebige Zerlegung Z mit |Z| < §. Dann gilt

n

O2(f) =Uz(f) = 3 _(wi=wia) (swp_ f(x) = inf_ f(x))

~
<=5 nach (%)

€
< .
= (xz xz—l) b —a
=1
€
= b —
(b—a)p—
= ¢.
Das beendet den Beweis. O

PROPOSITION (Monotone Funktionen sind Riemann-integrierbar). Je-
de monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei f o.E. monoton wachsend (anderer Fall analog). Sei

b—1
,...,a—l—(n—l)T,b)

b—a

7 = (a,a+
n

eine dquidistante Zerlegung mit Feinheit b_T“ Dann gilt wegen der Mo-
notonie:
sup  f(e)=fle) inf_ f(x) = i)
xi—1<z<T; Ti—1STXT;
Damit folgt
Oz(f) = Uz(f) = Z(xz —xi1)(f(zi) — f(xi-1))
i=1
b—a

— Z(f(:v,) — f(zi1))

n X
=1

(Teleskopsumme) = b ; a(f(b) — f(a))

— 0, n— o0
Damit folgt die Riemann-Integrierbarkeit. O

Bemerkung. Die vorangehenden beiden Aussagen gelten auch, wenn
man das Intervall [a,b] in abgeschlossene Intervalle teilen kann, auf
denen f die entsprechende Eigenschaft hat.

PRroPOSITION (Eigenschaften: Linear und positiv). Seien f,g : [a,b] —
R Riemann-integrierbar und o € R. Dann gilt:
(a) f + ag ist Riemann-integrierbar mit

b b b
/f+agdx:/fdx+a/ gdx
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(b) f<0 = [V fdr <0
Insbesondere gilt also g < f = fab gdzr < f: fdx

Beweis. (a) folgt aus Betrachtungen zu Riemann-Summen durch Grenziiber-
gang.
(b) folgt aus Betrachtungen zu Riemann-Summen durch Grenziiber-

gang.
Das 'Insbesondere’ folgt dann mit (a) und (b). (¢ < f = 0< f—g =

[Pf—gde>0 = [’ fde— [’ gde.) O

Bemerkung. Die Riemann-integrierbaren Funktionen bilden einen un-
endlichdimensionalen Vektorraum (vgl. Lineare Algebra).

PROPOSITION (Eigenschaften: Zusammensetzen von Intervallen). Sei-
en —oo < a < b< oo und c € (a,b) gegeben. Dann gilt:

o st f : [a,b] Riemann-integrierbar, so sind auch die Ein-
schrankungen flja.q, flies Riemann-integrierbar und es gilt

AH@:A?@+1U@

e Ist f: [a,c] — R Riemann-integrierbar und g : [c,b] — R
Riemann-integrierbar, so ist auch

f(z): z€la,c)
h: [a,b] = R, h(x) =1<0: r=c
g(x): € (cb

Riemann-integrierbar und es gilt:

b c b
/hda::/fdx+/gdx

e Einfach (Einschrinkung von ’guten” Zerlegungen auf [a, ]
bzw. [c,b])
e Einfach (Zusammensetzen von "‘guten” Zerlegungen)

Das beendet den Beweis. O

Beweis.

PROPOSITION (Rechenregeln: Einfache Operationen). Seien f, g : [a,b] —
R Riemann-integrierbar. Dann gilt:

e |f| ist Riemann-integrierbar und

[ el < [ 15100
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e Die Funktionen min{ f, g}, max{f, g} : [a,b] — R sind Riemann-
integrierbar und es gilt

/ab min{f, gy < min{/abf(x)dx’ /abg(x)dx}

sowie

b b b
/ max{ f, g}dx > max{/ fda:,/ gdz}.
Beweis. Zum ersten Punkt: Eine einfache Fallunterscheidung zeigt
sup | f(z)| —inf [f(z)| < sup f(z) — inf f(z)
J J J J

fiir jedes Teilintervall J von [a, b]. Damit folgt
Oz(If1) = Uz(|f1) < Oz(f) = Uz(f).

Da f Riemann-integrierbar ist, folgt nun, dafl | f| Riemann integrierbar
ist. Wegen —|f| < f < |f] folgt dann aus der Positivitéit des Integrals

[ 1< [ i

Das liefert die Behauptung. (Alternativ kann die Abschitzung auch
mit der Dreiecksungleichung fiir Riemann-Summen beweisen werden:
1Sz(f)] < Sze(|f]). Nach Grenziibergang folgt dann die Behauptung.)

Zum zweiten Punkt: Es gilt

. f+9—1f—y fHg+1f—yg
min(f. ) = LI I o, gy = LHOH 20
Nun folgt die Behauptung aus dem ersten Punkt und der Linearitét
des Integrals. O

Beispiel - nicht Riemann-integrierbare Funktion. Sei

1: x rational

0: x irrational

[ 10,1] = R, f(ﬂ?)Z{

gegeben. Dann gilt fiir jede Zerlegung z von [0, 1]
Uz(f) =0 und Oz(f) =1

Insbesondere ist f nicht Riemann-integrierbar.
Beweis. Da Q und R\ Q dicht in R sind, gilt

n

Uz(f) = Z(mz —xi-1)  inf_ f(z) =0

- zi—1<z<z;
=1

n

Oz(f) = (wi—wi1) sup f(z)=1

i—1 zi—1<z<z;
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Beispiel- Ausrechnen einer Riemannsumme. Sei f : [a,0] —
R, f = ¢ = const. gegeben. Dann gilt:

b
/ f(z)dz = ¢(b—a)
Beweis. Es handelt sich um eine Treppenfunktion. U

Beispiel - Ausrechnen einer Riemannsumme. Sei f : [a,b] —
R, f = x gegeben. Dann gilt:

/bf(x)dx _ b2 _ CL2

2

Zeichnung - Differenz der Fliachen zweier Dreiecke.
Beweis. Esist f stetig und damit Riemann-integrierbar. Damit ergibt
sich das Integral aus

/ f(x)dz = lim Sz(f)

|z]—0

Seien Z, = (a,a%—b_T“,a—l—M,...,b) und &, = (z1,...,2,). Dann

n

gilt:

“b—a b—a “b—a b—a

Stuen(f) = - f(a—l—z - ):Z - (a—i—z - )
; i=1

- b—a\b—a b—a b—a e

—i_l (a—l—z - ) . (na+ n ;z>

2+b2—2ab+a2n(n+1)

b—ab—an(n+1)

=(b—-a)a+ - 5 =ba—a 5 pr
- b? a?
— ba a—|—2 a+2
b a?
T2 2

Das war miihsam!!!

2. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Fiir stetige Funktionen gibt es eine andere Methode als das Bilden
von Riemann Summen, um das Riemann-Integral zu berechnen. Diese
lernen wir jetzt kennen.

DEFINITION (Stammfunktion). Sei f : [a,b] — R gegeben. Eine Funk-
tion F : [a,b] — R heifit Stammfunktion zu f, wenn F differenzierbar
ist mit F' = f.
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Ende der 29. Vorlesung Bemerkungen

e Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich durch eine Kon-
stante (denn F' = G impliziert F — G = constant (nach
Mittelwertsatz s.o.)).

e Scien I, f : [a,b] — R gegeben, f stetig und F' = f auf (a,b).
Dann gilt: In a existiert die rechtsseitige Ableitung von F' und
es gilt F'(a) = f(a). In b existiert die linksseitige Ableitung
von F und es gilt F'(b) = f(b).

(Bew. W = f(&) und f ist stetig....)

e f = F impliziert, daB8 f(I) ein Intervall ist (Zwischenwertsatz
fiir Ableitungen, vgl. Ubung). Damit hat man einen ersten
Test, ob ein f eine Stammfunktion haben kann.

Nun zur angekiindigten Methode zur Integration stetiger Funktionen:
THEOREM (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung - HDI ).
Sei —o0o < a<b<ooundf: [a,b — R stetig. Dann gilt:

e Die Funktion G : [a,b] — R, G(z) = [ f(t)dt ist eine

Stammfunktion von f.
o [st I eine Stammfunktion von f, so gilt

/ f(t)dt = F(b) — F(a)

Bemerkung. Der HDI besagt insbesondere, daf jede stetige Funktion
eine Stammfunktion besitzt und liefert dann eine Methode zur Inte-
gration, ndmlich “Finde Stammfunktion”. In diesem Sinne ist die Inte-
gration die Umkehrung der Differentiation. Den Differentiationsregeln
"Kettenregel’ und 'Produtkregel’ entsprechen dabei die Substitutions-
regel und die partielle Integration (s.u.).

Beweis. Zum ersten Punkt: Aus der Definition von G folgt

ﬂx+M—G@%:/HjﬁMt

Idee. G(x + h) — G(z) ~ h(f(x) + kleiner Fehler).

Durch Multiplizieren von % und Trick! Subtrahieren von

z+h
f =5 [ s

erhalt man

G(z + h) — G(x) 1




126 11. DAS RIEMANN INTEGRAL IN EINER DIMENSION

Daraus folgt dann durch Bilden des Betrages

et 260 g < 2 [ g0 - sl
z+h
</ <sgp+h 1) = F)ldi
1
—5, '/
— s |f(s) - @)
r<s<z+h

— 0, h — 0, da f stetig

Nun zum zweiten Punkt: Ist F' eine Stammfunktion zu f, so gilt F’ =
f = G"also (F —G)" = 0. Nach dem Mittelwertsatz existiert dann also
eine Konstante ¢ mit

F-G=c
also

F=G+ec

Damit folgt

F(b)—F(a) = (G(b)+c)—(G(a)+c) = G(b)—G(a) = G(b) = / f(t)dt
Das beendet den Beweis.

Bemerkung. Zum Beweis des ersten Punktes des Haupsatzes der Dif-
ferential und Integralrechnung kann man auch nutzen:

hmin{f(t) : x <t <z+h} < /th(t)dt < hmax{f(t): z <t < x+h}.

Bemerkung. Integrale unstetiger Funktionen sind im allgemeinen nicht
differenzierbar: Betrachtet man zum Beispiel

0: =<0
flo) = {1 x>0
So ist G(x) = [*, f(t)dt gegeben durch
: <
G(z) = {O z=0 )
z: x>0
Damit ist G in z = 0 nicht differenzierbar.

Notation. Man schreibt F' = [ f(z)dz oder F+C = [ f(z)dx, falls F

eine Stammfunktion zu f ist also f: = F'(b) — F(a) gilt. Ein solches F'
ist nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Weiterhin schreibt
man dann F|? fiir F(b) — F(a).

Beispiele - Stammfunktionen
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o [2%dx = 7a*t 4 C fiir o # —1

e [Ldx =In|z|+ C. Beachte: fa Ldz =In|b| —Inla| =In? fir
0<a<bbzw.a<b<0.

o [e"dz=¢"+C

ofamdx:@a‘”+0fﬁra>0

o [sinzdr = —cosz +C

e [cosxdr =sinz+C

o [ —L—dr =tanz + C mit tan(z) = sinz/ cos z.

o [ —rdx = —cotx+ C mit cot x = cosx/sinz.

. f1ﬁ2dx—arctanx+0

dr = arcsin +C

U

° fcosh xdr = sinhz + C
° f \/Iéiﬂdx = arsinhz + C
o [ ﬁdm = arcoshz + C

Zum Finden von Stammfunktionen gibt es drei Methoden:

e Nachschauen in einer Liste (z. B. Bronstein),
e Substitutionsregel,
e partielle Integration.

Oft sind auch Kombinationen dieser Methoden niitzlich.

THEOREM (Substitutionsregel). Sei f : [a,b] — R stetig und ¢ :
lc,d] — |a,b] stetig differenzierbar. Dann gilt

/ fowlt) &(t)dt = / i()d) f()da

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion zu f. Dann ist nach der Kettenregel
F o ¢ differenzierbar mit

(Fow)(t) = F'(p(t) - ¢'(t) = fe(t) - £'(1)
d. h. F o p ist eine Stammfunktion zu (f o ¢) - ¢'. Damit folgt

[ 1600 0= Fovta) - posto - [ e

Das beendet den Beweis. O

Bemerkung.

e Die Substitutionsregel ist also die Umkehrung der Kettenregel.
e Es wird nicht voraussgesetzt, dal ¢ bijektiv ist. Es ist moglich,
daB ¢(c) > ¢(d).
Die Substitutionsregel kann in zwei verschiedenen Varianten angewandt
werden:
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”Von links nach rechts”: Im Integral stehen bereits die Funktion ¢ und
die Ableitung ¢, sodafl man direkt substituieren kann. Die wichtigste
Anwendung dieser Variante ist die logarithmische Integration:
Beispiele

e Logarithmische Integration:

TP ez (fO1 L ()
/a O /f@ 2T )

(falls f auf [a, b] stetig ist und festes Vorzeichen hat (also ins-
besondere nicht verschwindet).

b o b _si o cos(a)
. fa tan xdx = — " %dm =1In FROR

—42
o ff(?t)etht P fab ¢ (H)erDdt = f:}g))) erdr = e’ — e’

"“Von rechts nach links”: Durch geschicktes Substituieren versucht man
das Integral zu vereinfachen. Dazu wird zunédchst x durch ¢(t) ersetzt
und die Ableitung gebildet

Loy o=@

Anschliessend ersetzt man dann die Grenzen a = ¢(c) und b = ¢(d)
durch ¢ mit a = ¢(c¢) und d mit b = ¢(d).

Beispiel [ 2ye’’ vyt s 2V/tetsL-dt = % etdt = ea® — ¢

Wir kommen nun zur 'Umkehrung’ der Produktregel.

THEOREM (Partielle Integration). Seien f,g: [a,b] — R stetig und g
stetig differenzierbar und F Stammfunktion zu f. Dann gilt:

b b
/ f(@)g(x)dz = F(z)g(z)[’ - / Fla)g (x)de

Beweis. Nach Produktregel gilt (Fg)'(z) = F'g+Fg = fg+ F¢'. Also
folgt fg = (Fg)' — F¢'. Integrieren liefert dann

[ @t = [(Foy@in- [ Fag@ids = Foli- [ P (a)ds
Das beendet den Beweis. O

Beispiele.
o Es gilt

b b
/ rsinzdr = x(— cosx)\Z—/ 1(—cosx)dx

b
b
= —mcosx|a+/ cos xdx
a

= —bcosc+acosa-+sinb —sina
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e Es gilt

b b
b
/ 22 dr = xzex’a —/ 2xe”dx
a a
b b b
- xQe‘”‘a - <2xe”|a —/ Qemdx)
a

b b b
= z’e"| — 2ze”|) + 2¢"]
a a a

= (2 — 22 + 2)6“"”‘2

Manchmal liefert partielle Integration eine Iterationsformel fiir ein In-
tegral. Beispiel

b b
sin” xdx = sinzsin" !z dx
a a
f g

b
= —cosxsin™! x|Z - / (—cosx)(n — 1)sin™ %z cos zdx
a
b
= —coszsin™! :L‘|Z + / (n — 1)sin" 2 x cos® xdx
a
b
= —cosxsin™! x|z +(n—1) / (sin"? x — sin” x)dx
a
b b
= n/ sin” xdx = — cos xsin™ ! x‘z +(n— 1)/ sin"~? wdx
a a

1

b c m— b
o —cosxsin™ " x
= sin” xdx =
“ n

a

Es kann auch niitzlich sein, die konstante Funktion 1 ins Integral zu
schreiben. Beispiel

b b
/lnxdx:/ 1 Inxzdx
o a S~

g
b
1
—:cln:z:]s—/ r—dz
e T

= zlnz’ — 2

Bemerkung. Wir haben partielle Integration und Substitution bisher
nur fiir bestimmte Integrale eingefiihrt. Fiir die unbestimmten Integrale
(Stammfunktionen) gelten analoge Regeln.

Erinnerung: Sind (h,,) und h Funktionen auf [a, b], so heisst (h,,) gleich-
maessig konvergent gegen h, falls zu jedem ¢ > 0 ein N = N, € N
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existiert mit
[in(2) — h(z)| < e
fuer alle n > N und z € [a, b].

Als Anwendung des HDI lernen wir jetzt einen Satz ueber Vertauschung
von Ableiten und Grenzwert kennen.

THEOREM. Sei f : [a,b] — R gegeben. Gibt es stetig differenzierbare
Funktionen f, : [a,b] — R, n € N, und eine Funktion g : [a,b] — R
mat

o ful®) — f(x) fir jedes x € [a,b],

o I — g gleichmdfig,
so ist f stetig differenzierbar und " = g.

Beweis. Da (f]) stetig und gleichméfig gegen g konvergent, folgt Ste-
tigkeit von g. Weiterhin gilt nach dem HDI (angewendet auf f,,)

hle) = fula)+ [ fit

Bildet man nun Grenzwert und nutzt (!) gleichméBig Konvergenz der
fl gegen g, so folgt

@) = )+ | gty

Nach dem HDI (beachte g stetig) ist dann f differenzierbar mit f' = g.
I Wir schaetzen ab

/:f?z“)dt— / df‘ / FuB)=g(®)ldt < sup |£,(t)=g(H](b—a) — 0,n — co.

z€[a,b]

g

Bemerkung.

e Der Beweis zeigt, dass gleichmaessige Konvergenz der (f,) und
Konvergenz der f,, in einem Punkt a, schon punktweise Kon-
vergenz der f,, auf ganz [a,b] implizieren.

e Punktweise Konvergenz von f,, und f/ reicht nicht, um Diffe-
renzierbarkeit von f sicherzustellen: Betrachte dazu

fo: [-1L,1] = R, fu(z) = \/%—f—x?

Dann gilt f, — |- | punktweise und f!(z) = \/ﬁ — sgn(x)
punktweise. Aber | - | ist nicht differenzierbar (in 0).

Nach dieser Anwendung des HDI, kommen wir noch zu einer Abge-
schlossenheitseigenschaft des Vektorraumes der Riemann-integrierbaren
Funktionen.
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THEOREM. Sei —00 < a < b < 00. Sei h : [a,b] — R gegeben. Wenn
es Riemann-integrierbare Funktionen f,, g, : [a,b] — R gibt mit

ogn§h<fnfuerallen€Nund
° f (fn— gn)dx — 0,n — o0,
so ist auch h Riemann-integrierbar und es gilt
b b b
/ hdxr = lim fondx = lim gndx.

n—oo n—oo
a a

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Das Ziel ist es nun zunaechst
Oz(h) —Uz(h) <e

fuer eine geeignete Zerlegung Z zu zeigen.

Waehle nun ein N € N mit

b b
deﬂC—/ gNdfC—/(fN—gN)d <

Da fy und gy R1emann—1ntegr1erbar sind, gibt es eine Zerlegung Z von

[a, b] mit
b - b
/ gndr — 3 < Ugz(gn) (S / gth)

b b
/a fude + 5 > 04(fy) (z / det> |

Wegen gy < h < fy gilt also

colm

und

b b
() /a gzvdw—g < Ugz(gn) <Uz(h) < O0z(h) < O0z4(fn) < /a de”%'

Wegen (x) folgt dann
Oz(h) — Uz(h) S E.

Da ¢ > 0 beliebig ist, ergibt sich die Riemannintegrierbarkeit von h.
Weiterhin folgt aus >z<>x<) auch

/hdx—/ Fadal, |/ hdm—/ gndz

fuer alle V, sodass (x) gilt. Da (x) fuer alle genuegend grossen N gilt,
folgt (* * *) fuer alle genuegend grossen N. Da € > 0 beliebig ist, folgt
die Konvergenzaussage. U

>I<>I<>i< < 2¢

Bemerkung. Nach Definition ist ein f : [a,b] — R genau dann
Riemann-integrierbar, wenn es Treppenfunktionen f,, g, gibt, die die
beiden im Theorem genannten Punkte erfuellen. Da alle Treppenfunk-
tionen Riemann-integrierbar sind, sagt das Theorem damit, dass die
Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen, die kleinste Menge ist,
die alle Treppenfunktionen enthaelt und under der in den beiden Punk-
ten beschriebenen Konvergenz abgeschlossen ist.
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FOLGERUNG. Seien h, : [a,b] — R, Riemann-integrierbar und h,
konvergiere gleichmdfig gegen h : [a,b] — R. Dann ist h Riemann-
integrierbar und es gilt

n—oo

/b h(z)dr = lim h,(z)dz

Beweis. Es ist zweierlei zu zeigen: Die Riemann-Integrierbarkeit von f
und die Aussage ueber den Grenzwert.

Sei
0y = sup{|h(z) — hy(2)| : € [a, b]}.

Die gleichmaessige Konvergenz der h,, gegen h bedeutet gerade, dass
0, — 0,n — o00. Weitherhin sind die Funktionen g, := h,, — ¢,, und
fn := hy, + 9, Riemann-integrierbar, und es gilt

e g, < h<f,fuer allen e N

o fab(fn — gn)dz < |b— al26, — 0,n — oo.
Damit folgt aus dem vorigen Theorem, dass h Riemannintegrierbar ist
mit

b b b
/ hdxr = lim fndx = lim gndx.

n—oo n—oo

Offenbar gilt

b b
/fndx—/ h,dx

Damit folgt die gewuenschte Konvergenzaussage. O

b
:/ (fn — hp)dz = 6,(b—a) — 0,n — oc.

Erinnerung - Cauchy-Schwarz Ungleichung. Sei V' ein reeller Vek-
torraum und

(,): VXV —7R (v,w) — (v,w)
sei
e bilinear (d.h. (v + aw,u) = ..., (u,v + aw) = ...)
e symmetrisch (d.h (u,v) = (v, u))
e positiv (d.h. (u,u) > 0 fuer alle u € V).
Dann gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(0, w)] < (v, 0)*(w, w)"?

fuer alle v,w € V.
(Bew. Es gilt

(*) 0 < (v+ Aw, v+ Aw) = (v,0) + 2\ (v, w) + N {w, w)

fuer alle A € R. Wir unterscheiden zwei Faelle:

Fall 1: (w,w) = 0. Aus (%) fuer A — oo und A — —oo folgt dann
(v,w) = 0. Damit folgt die gewuenschte Ungleichung.
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Fall 2: (w,w) > 0. Dann koennen wir in (%) dividieren und erhalten

(v, v) ) 2
oy T Py T

0< (v, w

Quadratisches Ergaenzen ergibt dann

0< (X+,huw>>2+ (v, v) _|@%wﬂa

(w, w) (w,w)  [{w, w)?

Da dies fuer alle A\ gelten soll, folgt
2
Qo fwo) Jww)

(w,w)  |(w, w)[*

Damit folgt die gewuenschte Ungleichung.)

THEOREM. (Cauchy-Schwarz Ungleichung) Sind f,g : [a,b] — R
Riemann-integrierbar, so ist auch fg Riemann integrierbar und es gilt

=) ([ 0]

Beweis. Fuer f,g > 0 Riemann-integrierbar, folgt die Riemanninte-
grierbarkeit vonfg leicht. Der allgemeine Fall laesst sich darauf zu-
rueckfuehren durch Zerlegen von f, g in Positiv- und Negativteil. Diese
entstehen durch geeignete Maxima und Minimabildung und sind daher
Riemann-integrierbar.

Es bleibt die Ungleichung zu beweisen. Dazu betrachtet man auf dem
Vekorraum R der Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b] die Ab-
bildung

b
() RxR—R,(fg) :/ fgdt.

Diese Abbildung ist offenbar bilinear, symmetrisch und positiv. Nun
folgt die Ungleichung aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung. U

FOLGERUNG. Sei —00 < a < b < 0. Istw : [a,b] — [0, 00) Riemann-
integrierbar, so ist auch \/w Riemann-integrierbar und es gilt

/ab Vwdz < (b— a)'/? (/b wdt) -

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass /w Riemann-integrierbar ist. Die
letzte Aussage folgt dann aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung. Da w
Riemann-integrierbar ist, existieren zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen

», 1 mit
0<p<w<yY

und f;¢ — @dr < ¢. Wegen der Monotonie der Wurzel sind dann
VP, /9 Treppenfunktionen mit

0< e < Vw< Vi
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Weiterhin gilt
1/2

[i-vars [ Vi< ([w-par) o-arn

Daraus folgt die gewuenschte Integrierbarkeit nach dem Theorem (zur
Abgeschlossenheit R.i. Funktionenen). O

Bemerkung. Tatsaechlich ist fuer jede stetige Funktion w auf R und
jedes Rieman-integrierbare f auf [a, b] auch wo f Riemann-integrierbar
(Uebung: Nutze, dass jedes stetige w auf Kompakte gleichmaesig durch
Polynome approximiert werden kann).

Zum Abschluss dieses Abschnittes diskutieren wir noch Integration
komplexwertiger Funktionen

f:la,b) — C, f(x) = u(x) + iv(x)

mit u,v : [a,b] — R. Es heisst ein solches f Riemann-integrierbar,
wenn v = Rf und v = &f Riemann-integrierbar sind. Dann definiert

man
b b b
/f(x)dx ::/ udm—i—i/ vdz.

Das Integral ist dann (Nachrechnen) linear d.h. es gilt

/ab(f+zg)dx:/abfdx+z/abgdx.

Ist FF' = U + iV (mit reellewertigen U, V) eine Stammfunktion von
f=wu+iv (dh esgilt U =wuund V' = v), so folgt aus Anwendung
des HDI auf Real- und Imaginaerteil sofort

b
F(b) — F(a) = / f(z)dz.

PROPOSITION. Ist f : |a,b] — C Riemann-integrierbar, so ist auch
|f| : [a,b] — R Riemann-integrierbar, und es gilt

/abfdx g/ab]f|da:.

Beweis. Sei f = u + tv mit reellwertigem u und v. Dann ist
1= Vi

Riemann-integrierbar (nach den oben diskutierten Saetzen). Setze nun

z = f; fdx. Ist z = 0, so ist nichts mehr zu zeigen. Andernfalls setzen
wir
z

E
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Dann gilt nach Konstruktion von « also

/abfdx :a/abfdx:/abafdx.

Da die linke Seite reell ist, folgt also

]/fda:\ /afaafdx</ R(af) |dx</ ]af|d:z:—/ \f|d.

Das beendet den Beweis.

3. Partialbruchzerlegung und Integration rationaler
Funktionen

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Integration rationaler Funktio-
nen.

Py
P>

Py und P;. (Diese Funktion ist dann ueberall definiert ausser in den
Nullstellen von P,.) Ist der Grad von Py gréﬁer (oder gleich) dem Grad
von P5, so kann man nach Polynomdivision Fl schreiben als £ = Q—l—
mit geeigneten Polynomen () und R, wobei der Grad von R klemer 1st
als der Grad von P;.

Eine rationale Funktion ist eine Funktion der Form % mit Polynomen

Beispiel - Polynomdivision
23+ 522 — Tw + 4

Po=a®+52—Tox+4, P,=22—38
2z — 8

120
20 — 8
Fiir die Integration rationaler Funktionen reicht es also Funktionen der
Form % mit GradR < GradP zu betrachten.

Hat P den Grad n, so hat P nach dem Fundamentalsatz der Algebra
genau n Nullstellen (iiber C), d. h.
P(z) = aH(m —z) mitz;€Cla#0

=1

1
(x3+5x2—7x—|—4):(2x—8):§x2+4,5m+14,5+

Ist P ein reelles Polynom, d. h. Koeffizienten von P sind reell, so ist
mit z auch Z eine Nullstelle von P (P(z) = P(Z)). Weiterhin gilt mit
z =&+ ip mit g # 0 dann

(x—2)(2—2) = (v = §—ip)(z = E+ip) = (v = §)* + 4,
wobei die rechte Seite ein reelles Polynom ist. Damit ist dann mit P
auch das durch (z — 2)(z — Z) dividierte Polynom reell. Induktiv folgt,

dass dann sogar die Vielfachheit von der Nullstelle z und der Nullstelle
Z iiberein stimmen muessen. Ist diese Vielfachheit [ so gilt natuerlich

(v =2)(x=2) = (e =+ )"
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Ein reelles Polynom hat daher die Produktdarstellung

_aH T —x;) H [($_6j)2+/.1/?]lj

7j=1

mit den reellen Nullstellen z1, ..., x, der Vielfachheit k; und den kom-
plexen Nullstellen &; +ip; 7 = 1,...,s der Vielfachheit [;. Der Grad
GradP von P ist dann gerade

i=1 j=1

THEOREM. (Partialbruchzerlequng) Zu reellen Polynomen R und P
mit

P(a) = [Tt =TT [t = &) + 1]

i=1 j=1
und GradR < GradP g¢ibt es Koeﬁizienten @ik, bji, i1 miat

ﬁZZm_I ZZ o

1
i=1 k=1 =1 1=1 $—§J +Nj)

Beweis. Ubung U

Die Zahlen a;x, bj;, ¢;; werden durch Koeffizientenvergleich oder Einset-
zen spezieller Werte fiir x bestimmt.

Beispiel

2
—x*—6x+3  an @12 bux+cir | biax + cio

G122 11)P a1 @12 211 (@ F1p2

Nun Multiplikation mit dem Hauptnenner

(= 1) (@ + 1) +arp(a? 4+ 1)° + (bne + cnn)(x — 1)%(2 + 1) + (biox + cr2)(z — 1)?

(o = 122 + 1

Koeffizientenvergleich ergibt:

T 0=ay + b

T 0= —ay; +as—2by; +c11

Tt 0 = 2ay1 + 2b1; — 2¢11 + by

2% —1 = —2a11 + 2a12 — 2b11 + 2¢11 — 2012 + ci2
ot —6 = a1y + b11 — 2¢11 + big — 2c12

20 3 =ay1 + a2 + c11 + c12

Auflésen des Gleichungssystems liefert:

a1 =0, ap=-1, 011 =0, bia =2, cu =1, cio=3
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Damit folgt:

—x? —6x+3 B 1 n 1 n 2v + 3
(x—12(22+1)2 (z—-12 2241 (224 1)2
Beachte. Man kann die Koeffizienten auch durch Einsetzen geeigneter
Werte von x bestimmen. Insbesondere gilt: Ist z;, eine k-fache Nullstelle

von P, so gilt fiir a;:

R(z) k
"= P
Im Beispiel:
—x% — 62+ 3 )
a = — e

Mit dem Theorem wird die Integration von rationalen Funktionen auf
eine Reihe von bekannten Integralen zurueckgefuehrt. Hier geben wir
die Ergebnisse an:

o [ da:—aln|:c— pl+C.
'fxp)”dm_ =@t T O

1
° f bx—;—i“ dr = b f 2x)722f“2dx+ b£+cf (7:)

= Llog ((z — &) + %) + bg“ arctan ( 5) + C. Dabei wurde

zunaechst das Intgral so umgeschrleben, dass der Zaehler die
Ableitung des Nenners ist und anschliessend die Substitutions-

regel angewendet.

bete — _b 1 bé+tc dt 4o
¢ f ((z—&)%2+u2)" dr = 2(1—n) ((z—€)2tp2)" L | p2n-1 f @+ mit ¢t =

2=¢ Hier wurde aehnlich wie im vorigen Fall das Integral so
umgeschrieben, dass der Zaehler die Ableitung des Terms unter
der Klammer im Nenner ist, und anschliessend die Substituti-
onsregel angewendet. Fuer die auftretenden Terme

]n:/i

gibt es eine Rekursion wie folgt:

In+1 = % (m + (2” - 1)In(t))

Insbesondere

1 t
IQ = 5 (m + arctant) + C

Ende der 2. Vorlesung
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4. Uneigentliche Integrale

Wir kommen nun zur uneigentlichen Integration. Bisher hatten wir
immer vorausgesetzt:

e [a,b] kompakt, d. h. a,b endlich

e f: [a,b] — R beschrinkt

Wir schwéchen das nun ab.

DEFINITION. (Uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit)

e Sei —00 < a < b < oo. Die Funktion f : (a,b] — R heifit
uneigentlich Riemann-integrierbar bei a, wenn fir x > a die
Einschrinkung von f auf [x,b] Riemann-integrierbar ist und

der Grenzwert ,
I
Jim /:C f(t)dt

existiert. Zeitchnung In diesem Full bezeichnen wir diesen

Grenzwert mit ,
| s

o Sei b < oo und —oo < a < b. Die Funktion f : [a,b) — R
heifit uneigentlich Riemann-integrierbar bei b, wenn fir x < b
die Einschrinkung von f auf [a,x] Riemann-integrierbar ist
und der Grenzwert

nmLW@ﬁ

r—b—

existiert. Zeichnung. In diesem Fall bezeichnen wir diesen
Grenzwert mit fab f(t)dt.

o /st f: (a,b) — R gegeben und sind fiir ein (jedes) ¢ € (a,b)
die Finschrinkungen von [ auf (a,c| bzw. [c,b) uneigentlich
Riemann-integrierbar, so nennen wir f bei a und b uneigent-
lich Riemann-integrierbar Zeichnung. und setzen

AU@@:L?@@+[%@@

e Die Definition enthélt zwei relevante Situationen:

— a bzw. b ist endlich und f hat Singularitdt, d. h. ist un-
beschréankt bei a bzw. b, aber so, dass das Integral noch
existiert.

— Es gilt a = —o00 bzw. b = oo und f faellt schnell genug
bzw. oszilliert stark genug, um Existenz des Grenzwertes
zu ermoeglichen.

o Auf die im Grenzwerte auftretenden Integrale kénnen die iibli-
chen Rechenreglen (Subtitutionsregel, partielle Integration...)

Bemerkung
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angewendet werden. In diesem Sinne bleiben diese Regeln auch
fiir uneigentliche Integrale giiltig.

Beispiele.
o f:]0,00) = R, f(t) = exp(—t). Dann gilt
/ exp(—t)dt = lim exp(—t)dt = lim —exp(—t)|; = 1.
0

T—00 0 Tr—00

e Seiav>0, f: (0,1] = R, f(t) = 4. Es gilt
1
bzw. lim Inz|!

1 1
1 1 1
0

z—0+ [ @ z—0+ 1 — o . z—0+
%: O<a<l
— —a
o0 : a>1

e Seiar>0, f: [l,00) = R, f(t) = . Es gilt

; bzw. lim Inz|{
z—0+

| T 1 1
/ t—adt = lim —dt = lim e
0

z—oo [y r—oo | —

B ﬁ: 1<«
oo 0<a<l1

e (Uebung): Es existiert [, L sin zdx, aber nicht [, oo |1 sinz| dx.

Bemerkung. Wir halten fest: [~ ;dt existiert fuer kein o € R. (Fuer

a > 0 wurde das gerade oben diskutiert. Fuer a < 0 ist die Aussage
sowieso klar.)

1

Eine wichtige Funktion (fiir ’spéter’) wird mittels uneigentlichem Inte-
gral definiert.

PROPOSITION. Fiir x > 0 ewxistiert das uneigentliche Integral

[(z):= / t" e tdt.
0

Es gilt
I'(1) =1 sowie I'(x + 1) = z['(x).
Insbesondere folgt I'(n + 1) = n! fir allen € N

Beweis. Wir zeigen zunéchst Existenz des Integrals bei 0 und oco. Da
der Integrand positiv ist, geht es letzten Endes darum geeignete Be-
schraenktheiten zu zeigen.

Ezxistenz bei 0 (fir 0 < x < 1): Fiir x < 1 ist der Integrand unbe-
schrinkt. Es existiert fol t*~1dt fiir alle x — 1 > —1 (nach obigem). Da
et auf [0, 1] beschrinkt und stetig ist, existiert dann das uneigentliche
Integral bei 0.
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Existenz bei oo: Fiir geniigend grofie t gilt

-1 — 1 -t _t
’tm 16 t‘ — tm 16 2| e 2
<1

Es ergibt sich

R Ro R R .
/ > le~tdt = / t“etdt+/ t*lemtdt < C+/ e 24t < C < .
1 1

RO RO
Damit existiert
[(r) = / t*le7tdt =lim | t“ e 'dt+ lim 1ot gy
0 r—0 r R—oo [y

Wir kommen nun zu den behaupteten Eigenschaften: Es gilt (s.o.)
I'(1) = [;7 e 'dt = 1. Weiterhin gilt mit partieller Integration:
1 R
[(x+1)=1lim [ t*e'dt+ lim te~tdt

r—0 r R—o0 1

R R
= lir% (—txet]}n +/ xt”‘"letdt) —i—}%im (—t”‘“eﬂf +/ xt”‘"letdt)
r— r —00 1
=0+ 2I'(x).
Das 'Insbesondere’ folgt sofort aus den Eigenschaften und einer Induk-
tion. U
DEFINITION. Die Abbildung
['0,00) = R, z— I['(x),
heifst Gammafunktion.



KAPITEL 12

Die Exponentialfunktion und ihre Verwandten

In diesem Kapitel untersuchen wir noch einmal systematisch die Expo-
nentialfunktion und von ihr abgeleitete Funktionen.

Wir erinnern zunaechst an einige Eigenschaften. Die Exponentialfunk-
tion ist definiert durch die auf ganz C absolut konvergente Reihe

©  _k
exp: C — C, exp(z) = Z %
k=0

Sie hat folgende Eigenschaften.

e exp(0) = 1 und exp(z; + 22) = exp(z1) exp(z2). Insbesondere
verschwindet exp nirgends und es gilt also exp(—z) = ﬁ.
e Die Exponentialfunktion ist stetig und es existiert

iy, XP(2) — exp(2o)
220 zZ— 20

= exp(2)-

PROPOSITION (Restgliedabschitzung der Exponentialreihe). Sei das
Restglied der Exponentialreihe fuer N € N definiert durch Ry(z) =

oo zk . .
Zk:NH = Dann gilt fiir 2| <1+ % = #

|Z|N+1
(N +1)!

Beweis. Sei |z| <1+ 5 und M > N beliebig. Dann gilt:

|Ry(2)] <2

M -_— —
3 2* _ 12" T B |2[M
' ' e
e B (VD! N +2 (N+1)...M
S% S(%>M7N—1
(LY
< - Z
Swrm s
:2 |Z|N+1
(N +1)!
Das liefert die Behauptung. N

141
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Bemerkung. Bei festem z wird z/n beliebig klein (fuer n gross) und
daher konvergiert Ry(z) schliesslich extrem schnell gegen 0 fuer N —
oo (auch wenn es fuer die kleinen N nicht unbedingt so aussieht, siehe
etwa z = 1000...).

FOLGERUNG. Die Zahl e = exp(1) ist irrational.
Beweis. Annahme: e = § mit p,q € N. Sei 0. E. ¢ > 2 Dann gilt also

1 Mo

le = gl — ] | _

ze=¢ Zk_o R (q' 2 k!)
q,_/ N

o7 k=q+1

€Z =:Rq

und damit
R, € Z.
Weiterhin gilt aber

1 1 1
0<Rq=]\/1[i£ﬂooq_l_—1(1+m+...+m)
1
i 3)
2

1

IN

IA
=l o R
_l’_

Damit gehort R, zu Z und erfiillt 0 < R, < 1. Das ist ein Widerspruch.
O

Wir kommen nun zu einer weiteren Darstellung fiir exp(z):

THEOREM (Exponentialfunktion als Grenzwert). Fir z € C gilt

exp(z) = lim (1 + i>n
n—oo n

Bemerkung. Die Konvergenz ist sehr langsam. Daher ist die Formel

fiir praktische Anwendungen nicht so niitzlich wie die Exponential-

reihe. Fiir konzeptuelle Fragen ist es aber eine sehr niitzliche Formel

(Wachstumsprozesse).

Beweis. Es gilt

3

z n! 2k n! 2k

(4 0) =2 G = D e T

k=0
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Vergleicht man mit der Exponentialreihe )2 7;, so sieht man, dass es

darum gehen wird den Abstand von (—'k zu 1 untersuchen. Offenbar
gilt

k)
W<1fuerallek n € Nmit k£ < n.
m—)l n — oo (bei festem k € N).

Das werden wir nun nutzen: Fiir n, N € N mit N < n gilt:

k

N
z n
| —) -
<+n kz(]( nkk'+ Z nkk'
sowie

N Zk ) Zk
exp(z) = at Z ik

k=0 k=N+1

Damit folgt aus der Dreicksungleichung

N n! ! 2k
kZ:O (n—k)nk ) k!

Nochmaliges Anwenden der Dreiecksungleichung und Nutzen von @ %nk <
1 liefert

RS IR

Ist nune > 0 gegeben, so koennen wir nun zunéchst N so grofl waehlen,
dass 2Rn(|z|) < § gilt. Anschliessend wihlen wir dann n. so gro8,
sodass der erste Term kleiner als £ wird fuer alle n > n.. Dann gilt

2
fuer n > n, also

n k

3 2
(n — k)nk k!

k=N+1

2

k=N+1

(0+2) -ewt| < ;

2"
(n—k:)!n"‘“'_1 k!

Mg

+2RN<‘Z|).

Z
’fl

‘(1 + z>n - exp(z)‘ <e
n
und die Behauptung folgt. O

Bemerkung. (Ubung) Zu a > 0 existiert genau eine stetige Funktion
F: R — R mit

o Flz+y)=F(x)F(y) allez,y € R

e a=F(1)
Diese ist gegeben durch F(x) = exp,(x) Beweis. Existenz: F(r) =
exp(zIna) erfuellt offenbar die gewuenschten Eigenschaften.

Eindeutigkeit - Skizze: Zeige F erfiillt notwendigerweise F(p/q) = a?/9.
Nutze dann die Stetigkeit von F' und die Dichtheit von Q in R... [

Die Exponentialfunktion auf R liefert auch die sogenannten hyperbo-
lische Funktionen. Das diskutieren wir nun.
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1
cosinus hyperbolicus cosh: R—R, z+— 5(623 +e ")
sinus hyperbolicus sinh: R— R, 2+ 5(63: —e ")
sinh z

tangens hyperbolicus tanh: R — (—=1,1), z —
cosh x

coshx

cotangens hyperbolicus coth : R\ {0} — (—o0,1) U (1,00), & — b
inh x

Es gilt:

1 = cosh®(z) — sinh*(z)

cosh’ = sinh, sinh’ = cosh

tanh’ = 2= 1 — tanh?
cos
1

coth’ = E = 1 — coth?
sin

Auf entsprechenden Intervallen existieren auch die Umkehrfunktionen
(auch Area-Funktionen genannt):

e arcosh : [1,00) — [0,00), x +— In(zv2? — 1)

arCOSh/(y) N sinlhx N \/0031112 z—1 B \/?412*1 (y = cosh CL’)

e arsinh: R — R, z — In(z + Va2 + 1).
arsinh’(y) = 12+1
y

e artanh : (—1,1) = R — s In(1 4+ 2)/(1 — z).

artanh’(y) = = (y € (=1,1))
e arcoth: (—oo,—1)U(1,00) = R, 2 — sIn(z +1)/(z — 1).
arcoth’(y) = =5 (y € R\ [~1,1])

1—y2

;

Wir untersuchen nun die Exponentialfunktion auf dem Einheitskreis

S={zreC: |z| =1} (1)
Wir betrachten also:
u: R— C, u(z) =e” (2)
und definieren:
Ru = cosx (3)
Su =sinz (4)

Wir werden zeigen, dass man e erhilt, indem man auf dem Einheits-
kreis gegen den Uhrzeigersinn die Strecke x entlang geht. Zeichnung.
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Aus den Differenzierbarkeitseigenschaften der Exponentialfunktion folgt
leicht, dass cos und sin differenzierbar sind mit

’ . R
COS = —SIn, Sin = COoSs.

Weiterhin folgt aus der Funktionnalgleichung der Exponentialfunktion
die Additionstheoreme fiir sin und cos

sin(u £ v) = sinucosv £ cosusinv

cos(u £ v) = cosucosv F sinusin v

(Bew. Bilde Real- bzw. Imaginarteil auf beiden Seiten von elutv) =

€W€w )

Wir sammeln nun einige weitere Eigenschaften von sin und cos.

LEMMA (Eigenschaften von sin und cos). (a) Fir allet € R gilt:
3 45
. k 2k+1 o t t
sint Zk 0( )—;k—i-l) —t—g—}—a—
e 2
cost —Zk 0( ) (2k)! :1—54-@—...

(b) Es ist sin ungerade, d. h. sin(—t) = — sin(t)
und cos gerade, d. h. cos(t) = — cos(t)
(c) Es gilt sin®t +cos’t =1 VteR

Beweis. (a) Das folgt aus der Reihendarstellung fiir exp(z) = >~ i;—]f
und den Definitionen sint = Je®, cost = Re’t

(b) Mit eiz = ¢~ folgt dies direkt aus den Definitionen von sin und
cos. Alternativ kann es auch direkt aus (a) geschlossen werden.

(c) Es gilt

: - N2 _
sin® t+cos® t = (isint+cost)? = ()" = e'elt = e’ = ¢lte™ = 0 = 1.

PROPOSITION. (Abschitzung fir sin und cos)
Fiirt e R gilt cost <1 — 22, + %.

Firt >0 gilt sint > ';j

Beweis. Hier wird nur die Abschétzung fiir cos bewiesen (sin kann
analog behandelt werden). Wir unterscheiden zwei Félle:
2 4 tG tS 2 4
fl<Tcost=1-G+h-—g+goSl-ath
<0

| >71 -5+t = 1+t2<——l>212cost O



146 12. DIE EXPONENTIALFUNKTION UND IHRE VERWANDTEN

PROPOSITION (Analytische Beschreibung von w). Die Funktion sin
erfillt sin 0 = 0 und ist strikt positiv auf (0,2]. Die Funktion cos erfillt
cos0 = 1 und cos(2) < 0 und ist auf [0,2] strikt fallend. Insbesondere
hat cos in (0,2) genau eine Nullstelle und in dieser Nullstelle nimmt
sin den Wert 1 an.

Bemerkung. Zeichnung zeigt, dass die Aussage der Proposition so-
fort folgt, wenn wir schon wuessten, dass e am Enheitskreis durch
Bewegung gegen den Uhrzeigersinn der Laenge x entsteht.

Beweis. Aussagen zu sin. Es gilt sin0 = Je®® = 31 = 0 sowie nach
dem vorigen Proposition (fuer 0 <t < 2

3 t2
SlntZt—azt 1—5 > 0.

~~

<1

Aussagen zu cos: Es gilt cos0 = 1 da 1 = e = cos0 + isin0. Wei-
terhin ist cos wegen cos’ = —sin und dem schon gezeigeten sin > 0
also strikt fallend auf (0, 2] (Mittelwertsatz). Auerdem gilt nach der
vorigen Proposition

c032<1—2—2+—4:1—2+E:—1/3<0.
- 21 24 24
Nach dem Zwischenwertsatz hat also cos auf (0,2) eine Nullstelle. Da
cos strikt fallend ist, ist diese Nullstelle eindeutig. U

DEFINITION (Analytische 'Definition’ von 7). Sei m € R so, dass T die
eindeutige Nullstelle von cos in (0,2) ist.

THEOREM (Exponentialfunktion auf dem Einheitskreis). Die Abbil-
dung

e R— S,z e,
erfillt e/@+Y) = e sowie

. T . . § . .
eV =1, €2 =q,e™ =—1¢e2" =—j " =1.

Insbesondere ist die Abbildung also 2r periodisch d.h. es gilt /*+2™) =

e fiir alle x € R. Schliesslich ist die Finschrinkung der Abbildung auf
0,27) bijektiv (auf S).

Zeichnung. Bilder von (e'2)*. Zerlege [0, 27) entsprechend in vier In-
tervalle, zeichne deren Bild am Einheitskreis.
Beweis. Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion liefert

(*) ei(x+y) _ eixeiy‘

Nach Konstruktion gilt €2 = cos(7/2) + isin(7/2) = i. Damit folgt
fuer k € N also aus (x)
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Das liefert die entsprechenden Aussagen. Die Periodizitaet folgt dann
aus () wegen

ez(z+27r) — ezxelZTr — %] = it

Es bleibt die Bijektivitaet zu zeigen. Nach dem schon gezeigten (x)
reicht es, die Bijektivitaet der Abbildung

e [O,g] — SN{u+iv:uv>0}

zu zeigen. Dazu zeigen wir zunaechst, dass cos : [0, 7] — [0, 1] bijektiv
ist:

Bew: Nach voriger Proposition und Definition ist cos : [O, g} strikt
fallend mit cos(0) = 1 und cos () = 0. Damit ist cos : [0,2] — R
injektiv (da strikt fallend) und sein Bild ist nach dem Zwischenwertsatz
[0,1].

Injektivitit von e auf [0, 3]: Das folgt sofort, da cost = Re” injektiv
1st.

Surjektivitit von e auf [0,5]: Sei a,b > 0 mit a® + b* = 1 gegeben.

Dann existiert nach dem schon Bewiesenen ein ¢ — [O —] mit a = cost.

'3
Dann gilt: b2 = 1 —a2 = 1—cos?t = sin?t "~ h = sint = a+ib =

cost +isint = e Wegen e''+5) = e'e?s folgen nun die Aussagen fiir
die iibrigen drei Quadranten einfach. O

Bemerkung. Die Linge des Bogens auf S zwischen 1 und e ist ge- Fnde der 4. Vorlesung
rade t. Zum Beweis betrachten wir den Polygonzug von 1 nach e® mit

Stiitzstellen e=*, k = 0,1,...,n Zeichnung. Seine Linge ist gegeben
durch
n—1 n—1 n—1
k+1 k . -t 1
6zt - _ezt :E ‘eztk‘ 61"—1‘: E 61"—1‘
k=0 k=0 k=0
it 4
it e'n 1‘ etn — 1
= nlen — 1 = 1 = 1
n v

Verfeinert man diesen Polygonzug d.h. bildet man den Grenzwert n —

oo, so erhaelt man die sogenannte Bogenlaenge. Diese ist dann also

gegeben durch

ein — 1
it

L= limt

n—oo

=1.

. . z_
(Hier nutzen wir & L —1,2—0)
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FOLGERUNG (Periodizitét von sin und cos). Die Funktionen sin und
cos sind 2m-periodisch und es gilt

cosz =0 & x:g—i-knrmitkEZ

sine =0 < v=kr mitk e€Z
Beweis. Argumentation am Einheitskreis O
Mittels des vorigen Theorems kénnen wir die sogenannte Polarzerle-

gung einfiihren. Polarzerlegung:

THEOREM (Polarzerlegung). Zu jedem z € C\{0} existieren eindeutige
p >0 und ¢ € [0,27) mit z = pe'.

z
2|
-
es .
Mit diesem ¢ und p = |z| folgt dann z = pe®.

Dann existiert ¢ € [0,27) mit ' = Z.

Beweis. Existenz: z = |z| H

Eindeutigkeit: Es gelte z = pe. Dann folgt |z| = p }ei¢| = p. Damit
ist also p eindeutig bestimmt. Sei nun e = ¢*¥. Dann gilt also

1 = eie—¥)
und damit
¢ — v =k2m
mit k € Z. Wegen ¢, € [0, 27) folgt ¢ = 1. O

DEFINITION. Ist z = pe'® mit p > 0 und ¢ € R, so nennt man p den
Betrag von z, und ¢ das Argument von z.

Bemerkung Es gilt 220 = p1€'? poe'®? = pypae’91792) Der Betrag des
Produkts ist damit gleich dem Produkt der Betrige und das Argument
des Produktes ist die Summe der Argumente.

Damit konnen wir nun eine ganze Reihe weiterer Funktionen einfiihren.
Das diskutieren wir nun.

Tangens und Arcustangens. Fiir z mit cosz # 0, d. h. z € R\ {k7+
5, k € Z} definiert man tanx = 2. Dann ist tan 2 7-periodisch und
stetig differenzierbar (Quotientenregel anwenden) mit:

2 L2
;o\ cos“x+sin“r 1 9
tan'(x) = - =, 1+tan“z >0

Wegen tan’ > 0 existiert die Umkehrfunktion

arctan : R — (—E, z)
272
Es ist arctan stetig differenzierbar mit
1 1

T 1+ tanls 1+y2

arctan’(y) (y = tanx)
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Contangens und Arcuscotangens. Fir v € R\ {kr : k € Z}
definiert man den Cotangens durch
cos T

cotr = —
sin T

Dann ist cot m-periodisch und stetig differenzierbar mit

1
—— <0
sin” x
Insbesondere ist cot strikt fallend und es existiert die Umkehrfunktion

cot!z = —1—cot’z = —

arccot : R — (0, 7)

Es ist arccot stetig differenzierbar mit

1 1 1
“T—cot?z  —1—y2 1442 (y = cotz)

arccot'(y) =



KAPITEL 13

Metrische Ridume und topologische Grundbegriffe

Bisher haben wir Analysis (Grenzwert, Konvergenz, Stetigkeit, Diffe-
renzierbarkeit) auf R betrieben. Tatséchlich interessiert man sich oft fiir
allgemeinere Situationen. Dabei geht es dann zum Beispiel um (Teil-
mengen) von

o RY = {(&,...,¢éy) : & € Ry ={z: {1,...,N} — R} bzw.

CN={(&,....&) : & €Ch={z:{1,...,N} — C}

o MN*N = Nx N-Matrizen iiber R bzw C.

o ?={2:N—C:Y |z;* < oo}
Will man auf diesen Mengen Grenzwerte zu untersuchen / Analysis
betreiben, so erweist sich das Konzept der Metrik als grundlegend.

1. Metrische Riume

In diesem Abschnitt geht es um Metrik. Das Konzept der Metrik gibt
einen quantitativen Abstandsbegriff. Mit diesem Abstandsbegriff kann
dann Konvergenz und damit Stetigkeit gefafit werden.

Der Abstand zwischen zwei Punkten sollte folgende Eigenschaften ha-
ben: Zeichnung.

- Abstand zwischen Punkten haengt nicht von der Reihenfolge der
Punkte ab,

- Abstand erfuellt Dreiecksungleichung

- Verschiedene Punkte haben positiven Abstand.

Eine praezise Fassung gibt folgende Definition.

DEFINITION. Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d: X xX —[0,00) fuer die gilt:
(M1) d(z,y) = d(y,x) fuer alle z,y € X (Symmetrie)
(M2) d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) fuer alle x,y,z € X. (Dreiecksun-
gleichung)
(M3) d(z,y) = 0 genau dann wenn x =y (Nichtausgeartet)

FEin Paar (X,d) bestehend aus einer Menge X und einer Metrik d auf
X heisst metrischer Raum.

Beispiel. Ist (X, d) ein metrischer Raum und Y eine Teilmenge von
X, so ist auch (Y, d) ein metrischer Raum.

Beispiele.

150
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o Auf R definiert d(x,y) = |z —y| eine Metrik. Ahnlich definiert
auf C dann d(v, w) = |v — w| eine Metrik.
o AufZ" ist die Manhatten Metrik / Blockmetrik gegeben durch

N
d(z,y) = |z —yl.
j=1

(Zeichnung mit Bloecken)
o Auf RV (bzw. C¥) ist die £! Metrik gegeben durch

n

di(z,y) = l; —yl.

j=1

(Das verallgemeinert die Manhatten Metrik.)
o Auf RY (bzw. C¥) ist die > Metrik gegeben durch

deo =max{|z; —y;| :j=1,...,N}.
e Auf der endlichen Menge A (Alphabet) wird durch
dD(CL, b) =1 5(17(,

eine Metrik gegeben.
Auf beliebigem X ist die diskrete Metrik gegeben durch

dp(z,y) =1 fallsx #y, dp(z,y) =0 falls z =y.

e Sei A eine endliche Menge (Alphabet). Sei Ende der 5. Vorlesung.

W Wy ={z: N — A} = {Folgen mit Werten in A4}.

- Ist A das uebliche Aphabet mit Satzzeichen, so handelt
es sich bei YW um die Menge aller 'Biicher’.

-Ist A = {U,C, A, G}, so handelt es sich bei W um die
Menge aller (unendlichen) Gensequenzen.

- Ist A = {0,1}, so handelt es sich bei W um die Menge
aller (unendlichen) Computerprogramme.

Es definiert

o

1
d(v,w) :== Z Ou; >
j=1

eine Metrik auf WW. Damit kann man dann den Abstand zwi-
schen zwei Genen oder zwischen zwei Biichern ;-) berechnen.

PROPOSITION. (Umgekehrte Dreiecksungleichung) Sei (X,d) ein me-
trischer Raum. Dann gilt

’d(l’,y) - d(x,z)] < d(y,z)
fuer alle x,y,z € X.



152 13. METRISCHE RAUME UND TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE

Beweis. Es gilt
d(z,y) < d(z,z)+d(z,y)
sowie nach Vertauschen von y und z
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).
Damit folgt die Aussage. O

Auf Vektorrdumen werden Metriken meist von Normen induziert. Eine
Norm liefert ein Konzept von Lénge eines Vektors. Normen stellen also
eine Verallgemeinerung der Betragsfunktion auf mehrdimensionale Si-
tuationen dar. Der Abstand zwischen zwei Vektoren ist dann die Léange
ihrer Differenz. Zeichnung.

DEFINITION. Sei V' ein Vektorraum tber dem Korper K = R oder
K = C. Eine Abbildung || - || : V — [0, 00) heisst Norm, wenn gilt

(N1) ||az|| = |al|l|z|| fuer alle « € K und x € V.
(N2) ||z +yl| < [lz]l + [yl fuer alle z,y € V.
(N3) ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.

PROPOSITION. (Umgekehrte Dreiecksungleichung) Ist || - || eine Norm
auf V', so gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung

izl =1yl < llz = yll.
Beweis. Nach Dreiecksungleichung gilt
2]l = llz =y +yll < llz =yl + [yl
und nach Vertauschen von x und y ebenso
Iyl =lly — =+ 2| < lly — =l + [|=|
Damit folgt die Aussage leicht. O

DEFINITION. Sei V' eine Vektorraum mit Norm || - ||. Dann heisst
djy: V xV —1[0,00), (v,w) = djy (v, w) := |lv — w]
die durch || - || induzierte Metrik.

Beispiele.

e Auf V =R bzw. V = C wird durch | - | eine Norm gegeben.

o Auf V =R (bzw. V = C") wird durch [|z|; := Zjvzl |z 5]
eine Norm, die sogenannte ¢!-Norm definiert. Die induzierte
Metrik ist die ¢* Metrik.

e Auf V =R (bzw. V = CV) wird durch ||z||o := max{|z,]| :
j=1,...,N} eine Norm definiert, die sogenannte ¢*°-Norm.
Die induzierte Metrik ist die /> Metrik.

Jedes Skalarprodukt liefert eine Norm (und damit eine Metrik).
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PROPOSITION. Sei V' eine Vektorraum tiber K = R oder K = C. Sei
(-,) : V xV — K eine Skalarprodukt. Dann ist

|12V —[0,00), [|z]| := (z,z)"/?
eine Norm.

Beweis. Wir zeigen die Dreiecksungleichung. Die uebrigen Aussagen
folgen einfach. Es gilt nach Cauchy Schwarz Ungleichung:

lz+yl> = |lzl® + (2, 9) + (v, 2) + [ly]?
<l + 2l lyll + ly]1?
= (=l + fly .
Das beendet den Beweis. Il

Beispiel - bekannteste Metrik und Norm. Die euklidische Metrik
auf RY bzw. CV ist gegeben durch

N 1/2
da(z,y) = (Z |75 — yj|2> :

j=1
Sie wird durch das Standardskalarprodukt

N
(.9) =D 275
j=1

bzw. die dazugehoerige Norm

N 1/2
]2 := (Z Ifffj|2>
j=1

Beispiel - Der Vektorraum (2. Wir betrachten die Menge
€2:{x:N—>C:Z|x(j)|2<oo}.

Dann ist ¢? ein Untervektorraum des Raumes aller komplexwertigen
Funktionen auf N. Fuer beliebige z,y € ¢? ist

induziert.

> 2()y()

absolut konverent und durch
j=1

wird ein Skalarprodukt auf ¢? definiert.

Wir zeigen zunéchst, dass es sich um einen Unterraum handelt: Sei
2,y € £ und a € C. Dann gilt
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e ax € (% Klar.
o r+y € (% Esgilt

|2(j) +y () < 202(5)1* + 2|y ().
Damit folgt die Aussage sofort.

Wir zeigen nun, dass die Summe absolut konvergiert: Es gilt

2T < 5P + D>

Damit folgt die Aussage.
Nun folgt leicht, dass (-,-) ein Skalarprodukt ist.

Ein nuetzliches Konzept zur weiteren Untersuchung (und zur Visuta-
lisierung von Konverenz) sind Kugeln und Umgebungen bzw. offene
Mengen.

DEFINITION. (Kugel) Sei (X,d) metrischer Raum und x € X. Dann
heisst fuer r > 0

B, (x) :={y € X : d(z,y) < r}abgeschlossene Kugel um x mit Radius r
Ur(z) :={y € X : d(z,y) < r} offene Kugel um x mit Radius r.

Beispiele.

e Sei R mit der Metrik d(z, y) = |z —y| versehen. Dann ist z € R
und r > 0 die Kugel U,(z) = (x — r,x + r). Entsprechend ist
B,(z) = [z — r,x + r|. Zeichnung.

e Sei C mit der Metrik d(z,y) = |z — y| versehen. Dann ist
fuer x € C und r > 0 die Kugel U,(z) gegeben durch den
(offenen) Kreis um xmit Radius r. Entsprechend ist B,(x) der
volle Kreis um = mit Radius r. Zeichnung.

e Sei X = R? mit der Euklidischen Metrik dy versehen. Dann ist
fuer x = 0 und r > 0 die Kugel U,(x) (B,(x) gegeben durch
den offenen (vollen) Kreis um 0 mit Radius 7.

e Sei X = R? mit d = d,. Dann ist fuer x = 0 und r > 0 die
offenen Kugel U,(x) gegeben durch...

e Sei X = R? mit d = dy. Dann ist fuer z = 0 und r > 0 die
offenen Kugel U,.(z) gegeben durch...

e Sei X eine beliebige Menge und d = dp. Dann ist fuer r = 1/2
die offene Kugel...

Metriken erlauben es, den Begriff der Konvergenz von Folgen zu defi-
nieren.

DEFINITION. (Konvergenz im metrischen Raum) Sei (X,d) ein me-
trischer Raum. Fine Folge (x,) in X heisst konvergent gegen x € X,
wenn gilt

d(x,,x) — 0,n — oo.
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Wir schreiben dann x,, — x oder lim,,_, T, = x und nennen x Grenz-
wert der Folge (xy,).

Bemerkung. Grenzwert einer Folge ist eindeutig. (z, — x, , — ¥y
impliziert d(z,y) < d(x,x,) + d(z,,y) — 0...).

LEMMA. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z,) eine Folge in X
und x € X. Dann gqilt z,, — x genau dann, wenn es zu jeder offenen
nichtleeren Kugel K um x ein ng € N gibt mit x, € K fuer alle
n>ng.

Beweis. Eine offene nichtleere Kugel um z hat die Form K = U,(x)
mit > 0. Damit folgt die Aussage sofort. O

FOLGERUNG. (Stetigkeit von Metrik und Norm)

o Sei (X,d) ein metrischer Raum. Gilt ,, — x und y, — y, so

folgt d(zy, y,) — d(z, ).
e SeiV ein Vektorraum mit Norm || - || und zugehoriger Metrik
d.. Gilt x, — x so folgt ||z,|| — ||z||.

Beweis. Das folgt jeweils aus der umgekehrten Dreiecksungleichung:
Zum ersten Punkt:

|d(zn, yn) — d(z,y)| = |d(@n, yn) — A0, y) + d(T0,y) — d(z,9)]
< d(@n, yn) — d(zn, y)| + [d(2n, y) — d(z,y)|
Zum zweiten Punkt: Nach der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt
Nzl = [l < flzn — ]

Damit folgt die Aussage sofort. O

Wir untersuchen nun Konvergenz in den oben gegebenen Beispielen.
Beispiele.

Konvergenz in A. Sei A eine beliebige Menge mit der diskreten Me-
trik dp. Dann gilt x,, — = genau dann, wenn ein N existiert mit x,, = x
fuer alle n > N.

Konvergenz in Wy: Sei W4 wie oben mit der Metrik

o) = 32 Dol y8)

2k
k=1

Dann gilt z,, — x genau dann, wenn fuer jedes k € N gilt z,(k) — z(k
bzgl. dp auf A (d.h. wenn fuer jedes k € N schliesslich z,(k) = x(k)

gilt).
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Bew. = Sei k € N beliebig. Offenbar gilt
dp(x,(k), z(k)) < 2%d(x,(k), 2(k)).
Damit folgt die Aussage sofort.

<=: Betrachte L € N beliebig. Dann gibt es ein ny mit x,(k) = z(k)
fuer alle k =1,..., L, falls n > Ny. Damit gilt dann fuer solche n

2 dp(z,(k), x(k 2. dp(xn(k), z(k 1 1
d(xm:kz (ol <>:kz all) <>§k22_k:2_b
=1 =L+1 =L+1

Da L beliebig war, folgt die gewuenschte Konvergenz.

Konvergenz in RY bzw. CV. Sei 2™ = (¢, ... ¢} eine Folge in
RY und x = (&,...,&y) € RY. Dann gilt:

PAOICNP PN fj(»n) — ¢ fir jedes j=1,...,N. (Bew: ....)

DI PN fj(n) — & fiir jedes j =1,...,N. (Bew: ....)

2™ By e £j(") — & fiir jedes j =1,...,N. (Bew: ....)
Das ist kein Zufall. Es gilt vielmehr folgender bemerkenswerter Satz.

THEOREM. (Aquivalenz aller Normen im RN bzw. CN) Ist || - | :
RY — [0,00) eine Norm, so gibt es c,C > 0 mit

2]l < Cllally und [lxlly < cfjz]
fuer alle x € RY. Entsprechendes gilt in CV.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die erste Ungleichung: Sei (e;) die Stan-
dardbasis im R". Dann gilt also

N
r= (&, 6)) &e
j=1

Dann folgt

N N N
lzll =11 ) &esll < D Iilllesl < © Y 1g1 = Clilly
j=1 j=1 Jj=1
mit
C:=max{|lej]|:j=1,...,N}.

Wir zeigen nun die zweite Ungleichung. Wir nehmen an, dass sie nicht
gilt. Dann existiert also zu jedem n € N ein z,, mit

lznll > nljza]-
Ohne Einschraenkung gelte [|z,[[1 =1 fuer alle n € N. Dann folgt also
1
ln]l <~
n

Damit folgt sofort
x, — 0 bzgl. || -]
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Weiterhin sind wegen

N
L= llzall = 1€
j=1

die Folgen (fj(-n))n fuer jedes j € {1,..., N} beschraenkt. Daher konnen
wir nach Bolzano Weierstrass ohne Einschraenkung annehmen, dass
xy, bzgl. || - |1 konvergiert gegen ein z = (&1, ...,&n). (Genauer: (fln))n
beschrénkt, also gibt es nach BW eine konvergente Teilfolge. Ohne
Einschraenkung sei die Folge (£ )n selber konvergent. Betrachte nun
(ﬁén))n. Diese Folge ist beschraenkt. Also gibt es nach nach BW eine

konvergente Teilfolge. Ohne Einschraenkung sei die Folge ({é"))n selber
konvergent....) Dann gilt

N
e =Y 1161 = lim a2 = 1.
j=1

Insbesondere gilt © # 0. Weiterhin folgt aus x,, — x bzgl. || - ||; und der

schon bewiesenen Ungleichung || - || < C|| - ||y auch z, — = bzgl. || - ||.
Damit folgt wegen x # 0 sofort

[znll — [l]l # 0.
Das ist ein Widerspruch zu ||z, || < % g

Wir kommen nun noch zu einem fundamentalen Konzept, das spaeter
von grosser Bedeutung sein wird.

DEFINITION. (Cauchy Folge) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fine
Folge (z,,) in X heisst Cauchy-Folge, wenn zu jedem € > 0 ein n. > 0
existiert mat

d(n, Tm) < €
fuer alle n,m > n.. Fin metrischer Raum heisst vollstaendig, wenn
jede Cauchy Folge konvergiert.

PROPOSITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist jede konver-
gente Folge eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei die Folge (z,) in X konverent gegen x. Es gilt

d(xp, ) < d(zp, ) + d(x, 2,,).
Damit folgt die Aussage leicht. O
DEFINITION. (Volistaendigkeit) Ein metrischer Raum heisst vollstaen-
dig, wenn jede Cauchy Folge in ihm konvergiert.

Bemerkung. Vollstaendigkeit héngt von der Metrik ab und nicht nur
von der Toplogie (siehe Uebung).

Beispiel - vollstindiger Ridume.
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Die Raum R mit der (euklidischen Metrik) d(z,y) = |z — y|
ist vollstandig. Bew. Analysis I.

Die Raum C mit der (euklidischen Metrik) d(z,y) = |z — y|
ist vollstandig. Bew. Analysis I.

Der Raum RY mit der Euklidischen Metrik ist vollstaendig.
Bew: Sei (,,) eine Cauchy Folge bzgl. ds und z,, = (£, ... ,51(\7)).
Wegen

N 1/2
" — &™) < (Z I3 —5,57“>|2> = dy (@, )
k=1

ist dann (fj(n) ) eine Cauchy Folge in R fuer jedes j = 1,..., N.
Damit existiert also nach dem im ersten Beispiel diskutieren
fuer jedes j = 1,...,N ein & € R mit £ — ¢ € R d.h.

15](.”) — & — 0,n — oo.

Fuer x = (&,...,&y) gilt dann also

N 1/2
do (20, 7) = (Z e — ,im>|2) 0.0 — oo
k=1

Damit konvergiert also (z,) gegen z.

Wichtig. Tatsichlich haben auf dem RY aufgrund des Sat-
zes von der Aequivalenz aller Normen alle von Normen indu-
zierten Metriken dieselben Cauchy-Folgen und dieselben kon-
vergenten Folgen. Insbesondrere ist also der Raum RY mit
jeder von einer Norm induzierten Metrik vollstaendig.

Der Raum CV mit der Euklidischen Metrik ist vollstindig.
Bew. Wie fuer RV,

Der Raum M™*Y der N x N Matrizen ueber R (ueber C) ist
vollstaendig bzgl. der durch die Norm (!)

[A[}:= sup{[[Az]lz - [[z]ls < 1}

induzierten Metrik.

Bew. Es handelt sich um den Vektorraum RY” auf dem alle
Normen aequivalent sind. Es reicht also zu zeigen, dass || - ||
eine Norm ist. Das folgt aus den Betrachtungen der Ubung.
Sei X eine beliebige Menge und dp die diskrete Metrik auf X.
Dann ist (X, dp) vollstaendig,.

Bew. Sei (z,) eine Cauchy Folge. Dann gilt fuer alle ge-
nuegend grossen n und m dp(z,, ;) < 1/2. Damit gilt fuer
alle genuegend grossen n und m also x,, = x,,. Es gibt also ein
xr € X mit z, = x fuer alle geniigend grossen n. Damit folgt
die Konvergenz von (x,,) gegen x.
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e Sei A endlich und W der Raum der Woerer ueber A mit der
Metrik d(z,y) = >_72, M Dann ist W vollstaedig.
Bew. Sei (z,) eine Cauchy-Folge. Wegen

dp(zn(7), 2m(5)) < 27d(2p, Tm)
ist dann (x,,(j)), fuer jedes feste j € N eine Cauchy-Folge bzgl.
dp. Also existiert nach dem schon bewiesenen zu jedem j € N
ein x; mit
o (J) — ;.
Dann gilt also x,, — z fuer  : N — A, j — ;.
e (? ist vollstaendig. Bew. Nicht hier.
Beispiele - unvollstindiger Raume

e Das Interval (0,1) mit der Euklidischen Metrik ist nicht voll-
staendig. (Uebung: Finden Sie eine Metrik auf (0, 1), so dass
(0, 1) vollstaendig ist und eine bzgl. dieser Metrik konvergente
Folge auch bzgl der Euklidischen Metrik konvergiert und zwar
gegen denselben Grenzwert.)

e Die Menge Q mit der Euklidischen Metrik ist nicht vollstaen-
dig.

2. Etwas Topologie metrischer Riaume

Neben dem Konzept der Kugel um einen Punkt gibt es auch noch das
Konzept der Umgebung eines Punktes, um die Naehe zweier Punkte
zu untersuchen. Der Vorteil der Umgebungen iiber Kugeln liegt darin,
dass sie mit dem Anwenden von Funktionen besser vertréglich sind.
Es gibt nun Mengen, die Umgebung jedes ihrer Punkte sind. Solche
Mengen spielen eine besondere Rolle. Das untersuchen wir nun.

DEFINITION. (Umgebung) Sei (X,d) metrischer Raum und v € X.
Dann heisst eine Menge V' Umgebung von x, wenn ein r > 0 existiert

mit U,(x) C V (oder aequivalent, wenn ein r’ > 0 existiert mit B, (x) C
V.)

Bemerkung. Es ist also V Umgebung von z, es eine Obermenge einer
Kugel um z ist, d.h. wenn um x herum noch etwas 'Platz in V ist’. Die
Elemente von V' sind dann in gewisser Weise nahe’ an x.

Beispiel. In einem metrischen Raum sind U, (z) und B, (z) Umgebun-
gen von z fuer jedes r > 0.

DEFINITION. (Offene und abgeschlossene Mengen) Sei (X,d) ein me-
trischer Raum. Dann heif§t eine Teilmmenge U von X offen, wenn sie
Umgebung jedes threr Punkte ist d.h. wenn zu jedem x € U ein r, > 0
existiert mit U, (x) C U. Eine Teilmenge A von X heisst abgeschlos-
sen, wenn X \ A offen ist. Die Familie aller offenen Mengen auf X
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heisst die durch d induzierte Topologie und wird mit T = T bezeich-
net.

Bemerkung. Nicht jede Teilmenge eines metrischen Raumes ist offen
oder abgeschlossen. Auch kann es Teilmengen geben, die offen und
abgeschlossen sind.

Bemerkung. Eine Menge U ist genau dann eine Umgebung von =,
wenn es eine offene Menge U gibt mit z € U C V.

Beispiele. Jede offene Kugel ist offen. Jede abgeschlossene Kugel ist
abgeschlossen.

Bew. Zur Offenheit von U, (x): Diese folgt aus der Dreiecksungleichung:
Ist y € U.(z), so gilt d(y, x) < r. Damit folgt nach Dreiecksungleichung
/ Zeichnung mit s :=r — d(z,y) > 0 also

Us(y) C Ur(x).
(Denn fuer v € Uy(y) gilt d(v,x) < d(v,y) +d(y,z) < s+d(y,z) =1.)

Zur Abgeschlossenheit von B,.(z): Es ist die Offenheit des Komple-
mentes zu zeigen. Diese folgt wieder aus der Dreiecksungleichung: Sei
y ¢ B,(z). Dann gilt also d(z,y) > r. Damit gilt nach Dreiecksunglei-
chung / Zeichnung fuer s := d(z,y) — r also

Us(y) € X\ B, ().

(Denn fuer v € Us(y) gilt d(v,z) > d(y,x) —d(v,y) > d(y,z) —s =1.)
Da y € X \ B,.(z) beliebig war folgt die Behauptung.

LEMMA. (Charakterisierung Konvergenz) (X, d) metrischer Raum, (x,,)
Folge in X, v € X. Dann sind aequivalent:
(1) limy oo d(2p, ) =0
(ii) Fuer alle € > 0 existiert ein n. € N mit x,, € U.(x) fuer alle
n > ne
(iii) Fuer jede Umgebung U von x existiert ein ny € N mit x,, € U
fuer alle n > ny.
(iv) Fuer jede offene Menge V- mit x € V' existiert ein ny € N mit
xn €V fuer allen > ny.

Bemerkung.

e Alle vier Aussagen geben eine praezise Version davon, dass
die (z,,) dem Punkt z beliebig nahe kommen, wenn n beliebig
gross wird.

e Natuerlich koennte man in (¢) auch U, durch B; ersetzen, da
U. C B. und B/, C U, gilt.

Beweis. (iv)== (iii): Jede Umgebung von x enthaelt eine offene Menge
VmitzeV.

(ili)== (ii): Es ist U.(x) eine Umgebung von x.
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(il)== (i): Sei ¢ > 0. Zu zeigen: d(z,,x) < ¢ fuer alle genuegend
grossen n. Das ist klar nach Definition von d — 0 und U.(z).

(i)<= (iv). Sei V eine offene Menge mit x € V. Dann existiert ein
e > 0 mit U.(z) C V. Wegen (i) gibt es ein n. > 0 mit d(z,,x) < ¢
fuer n > n.. Dann gilt fuer solche n also

xn € U(x) C V.
Das beendet den Beweis. O

Das System aller offenen Mengen in einem metrischen Raum hat einige
bemerkenswerte Eigenschaften.

PROPOSITION. Sei (X,d) ein metrischer Raum mit von d erzeugter
Topologie T. Dann gilt:
(T1) Es gehoeren ) und X zu T .
(T2) Gehoren Vi,...,V, 2u T, so auch V := (\;_, V;. 'Endlische
Schnitte offener Mengen sind offen.’
(T3) Ist I eine Menge und gehoeren V,, a € I, zu T, so auch
Uaer Va- 'Beliebige Vereinigungen offener Menge sind offen’.

Beweis. Es sind (T'1) und (7'3) einfach nachzuweisen. Nun zu (72):
Seien Vi,...,V, € T und V := N7_,V}. Fuer x € V gilt x € Vj fuer alle
j. Wegen V; € T existieren also r; > 0 mit U, (x) C V}. Sei

ro=min{r;:j=1,...,n} > 0.

Dann gilt
Ur(x) C U, (x) CV;
fuer alle 5 = 1,...,n und daher
Uy (xz) CV.
Das beweist (72). O
Bemerkung.

e Ist X eine beliebige Menge und 7 ein Familie von Teilmengen
von X, die die Eigenschaften (T1), (T2)und (T3) hat, so heisst
7 eine Topologie und (X, 7) ein topologischer Raum.

e Auf topologischen Raumen kann man Konvergenz, Umgebung,
Stetigkeit etc definieren. Im allgemeinen wird man aber nicht
mehr alles auf Folgen zurueckfithren kénnen, sondern wird so-
genannte Netze brauchen. Alle in dieser Vorlesung gegebenen
Formulierungen mit Folgen nutzen also die spezielle Struk-
tur eines metrischen Raumes. Die Formulierungen mit offenen
Mengen und Umgebungen sind auch im allgemeinen gueltig.
Daher riihrt auch ihre Relevanz.

e Im allgemeinen ist der Schnitt von abzaehlbar vielen offenen
Mengen nicht mehr offen. Bsp. Sei U,, = Uy ,,(0) in R mit der
Euklidischen Metrik. Dann gilt NU,, = {0}.
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FOLGERUNG. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sind beliebige Schnitte
von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen.

Beweis. Das folgt durch Komplementbildung U

FOLGERUNG. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X abgeschlos-
sen und U C X offen. Dann ist U \ A offen und A\ U abgeschlossen.

Beweis. Esgilt UNA=UN(X\A) und A\U = AN (X \U). Damit

folgen die Aussagen dann aus dem schon bewiesenen. O

Eine Teilmenge eines metrischen Raumes ist im allgemeinen weder offen
noch abgeschlossen. Man kann einer Menge aber jeweils abgeschlossene
und offene Menge 'machen’.

DEFINITION. (X, d) ein metrischer Raum. Dann heisst:

M° = U U das Innere oder der offene Kern von M
vem, U offen

M = ﬂ A der Abschluss oder die abgeschlossene Huelle von M

McA, A abgeschlossen

OM := M\ M° der Rand von M.

Bemerkung.

e Esist M° die groesste offene Teilmenge, die in M enthalten ist
(da Vereinigung von offenen Mengen offen sind.) Insbesondere
stimmt jede offene Menge mit ihrerem Inneren ueberein.

e Es ist M die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthaelt.
Insbesondere stimmt jede abgeschlossene Menge mit ihrer Huel-
le ueberein.

e Es gilt (sieche Uebung):

M° ={z € X : M ist Umgebung von z} = {x € X : es existiert r, > 0 mit U, (z) C M}.
M = {z € X : jede Umgebung von x enthaelt Punkt von M} = {x € X : es gibt (x,) in M 1

OM = {x € X : fuer jede Umgebung U von z gilt UNM # ) und U N X \ M # (}.

Beispiele.
e Betrachte K™ mit der Euklidischen Metrik und der induzieren

Topologie. Dann ist das Innere von B,(x) gerade U,(z) und
der Abschluss von U, (z) ist B,.(z). (Check! Uebung.)



3. KONVERGENZ UND STETIGKEIT 163

e Fuer jeden metrischen Raum gilt, dass U,(x) enthalten ist im
Inneren von B, (z) (da U,(x) offen) und, dass der Abschluss
von U,(z) enthalten ist in B,.(x) (da B,(x) abgeschlossen).
Diese Inklusionen koennen strikt sein!

Beispiele: X = abgeschlossene Einheitskugel in R%2. Dann
ist X = By(0) offen, also sein Inneres. X = abgeschlossene Einheitskugel in R?
ohne eine punktierte Umgebung von (1,0). Dann enthaelt der
Abschluss von U;(0) nicht den Punkt (1,0). Er gehoert aber
zu By(0). )

e Sei R mit der durch die Euklidische Metrik erzeugten Topolo-
gie versehen. Dann ist der Rand von Q gerade 0Q = Q\ Q° =
R\ @ = R (Details: Uebung).

Zum Abschluss noch eine praktische Charakterisierung von Abgeschlos-
senheit.

PROPOSITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A von
X st genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder (in X)
konvergenten Folge aus A wieder in A liegt.

Beweis. Sei A abgeschlossen und (z,) eine Folge in A mit z,, — x.
Zu zeigen: x € A. Waere x nicht in A, so gehoerte es zu dem offenen
X \ A. Damit waere also x,, fuer alle groessen n ebenfalls in X \ A.
Widerspruch.

Es habe A die angegebene Eigenschaft. Dann gilt also (nach Bemer-
kung) A = A und damit ist A abgeschlossen. d

3. Konvergenz und Stetigkeit

Mithilfe des Begriffes der Konvergenz koennen wir nun die Stetigkeit
von Abbildungen fassen. Darum geht es in diesem Abschnitt.

DEFINITION. Seien (Xi,dy), (Xa,ds) metrische Raeume und f : X3 —
X, eine Abbildung. Es heisst [ stetig in x € Xy, wenn es f(x,) — f(z)
bzgl. dy fuer jede Folge (x,) in X1 mit x,, — x bzgl. d;.

LEMMA. Seien (X1, dy), (X2, ds) metrische Raeume und f : X1 — X5
eine Abbildung und x € Xy. Dann sind aquivalent: Zeichung.
(1) Fuer jede Folge (x,) in X1 mit x, — x gilt f(x,) — f(z).
(ii) Fuer alle € > 0 existiert ein 6 > 0 mit f(Us(z)) C U(f(x)).
(Beachte: Es handelt sich um Kugeln in verschiedenen Rdum-
en!)
(i) Fuer jede Umgebung V' wvon f(z) existiert eine Umgebung U
von x mit f(U) C V.
(iv) Fuer jede Umgebung V won f(z) ist auch f~*(V) eine Umge-
bung von x. (Erinnerung: Das Urbild f~*(V) von V unter f
ist gegeben als f~H(V)={r e Xy : f(z) € V})
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Bemerkung.

e Alle vier Aussagen geben eine praezise Version davon, dass
Punke nahe an = auf Punkte nahe an f(x) abgebildet werden.

e In (ii) kann man natuerlich statt mit offenen Kugeln auch mit
abgeschlossenen Kugeln argumentieren.

e Die Formulierung in (iii) und (iv) nehmen keinen direkten Be-
zug auf eine Metrik.

e Die Formulierung (iv) zeigt die Nuetzlichkeit des Umgebungs-
begriffes ueber den Begriff der Kugel: Im allgemeinen werden
die (Ur)bilder von Kugeln auch fuer ’schoene’ Funktionen kei-
ne Kugeln sein. Schon bei linearen Funktionen werden aus Ku-
geln Ellipsen.

Beweis. (iv)= (iii): Man kann U = f~!(V) setzen.

(iii)= (ii): Es ist U.(f(x)) eine Umgebung von f(x) Daher existiert
nach (iii) eine Umgebung U von z mit f(U) C B.(f(x)). Da U Um-
gebung von x ist, existiert also ein 0 > 0 mit Us(x) C U. Damit gilt

also
f(Us(z)) € f(U) CUf(x)).
(i) = (i):
Sei V' eine Umgebung von f(x). Dann existiert also ein & > 0 mit
B.(f(z)) € V. Damit existiert nach (7) also ein 6 > 0 mit

f(Bs(x)) C Be(f(x)) C V.
Damit folgt (ii) mit U = Bj(z).

(il)= (i): Sei € > 0. (Z.z. do(f(z,), f(x)) < € fuer groesse n.) Sei zu
diesem ¢ ein § > 0 gemaess (ii) gewaehlt. Wegen x,, — z existiert ein
ns € N mit dy(x,,x) < 6§ fuer alle n > ns. Damit gilt dann nach (ii)
do(f(xn), f(x)) < e fuer n > ny.

(i) = (iv): Sei V' eine Umgebung von f(z). Angenommen: Es ist
F7HV) keine Umgebung von z. Dann gilt also Us(z) C f~1(V) fuer
kein 6 > 0. Daher gibt es also (mit § = 1/n) zu jedem n € N eine z,, €
Uijn(x) mit f(x,) ¢ V. Dann gilt aber x,, — = und f(z,) konvergiert
nicht gegen f(x). Das ist ein Widerspruch. O

Stetigkeit ist vertraglich mit den 'iiblichen’” Operationen.

PROPOSITION. Seien (X;,d;), j = 1,2,3, metrische Riume und f :
Xy — Xso, g: Xo — X3 gegeben. Ist f stetig in x € X1 und g stetig
in f(x), soistgo f: Xy — X3 stetig in x.

Beweis. Das folgt aus der Folgencharakterisierung der Stetigkeit wie
folgt: x, — x impliziert, f(x,) — f(z) (da f stetig in z) und das
impliziert g(f(z,)) — g(f(x)) da g stetig in f(x))). O
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PROPOSITION. Sei (X,d) ein metrischer Raum und f,g : X — C
seien stetig in x € X. Dann sind auch f+¢g: X — C und fg: X —
C stetig in x

Beweis. Das folgt sofort aus der Folgencharakterisierung der Stetigkeit
OJ

PROPOSITION. Ist (X,d) ein metrischer Raum und sind f,g: X — R
stetig (in p € X ), so sind auch max{f, g}, min{f, g} und |f| stetig (in
peX).

Beweis. (Uebung) O

DEFINITION. Seien (Xi,dy), (Xa,ds) metrische Raeume und f : X, —
Xy eine Abbildung. Dann heisst f stetig, wenn es in jedem Punkt von
X, stetig ist.

THEOREM. (Charakterisierung Stetigkeit) Seien (X1,d;), (Xa,d2) me-
trische Rdume und f : X1 — X5 eine Abbildung. Dann sind dquiva-
lent:
(1) f ist stetig.
(ii) Die Urbilder offener Mengen unter f sind offen, d.h. fuer jedes
V € Ty gehoert f~1 (V) 2u 7.

Bemerkung. Dieser Satz allein rechtfertigt schon die Einfiihrung des
Konzeptes der offenen Menge.

Beweis. (i)= (ii): Sei V' € T; beliebig und U := f~!(V). Zu zeigen:
U ist Umgebung von jedem x € U. Sei also = € U beliebig. Dann folgt
f(z) € V. Da V offen ist, ist es eine Umgebung von f(z) und damit
folgt nach (7) die Existenz einer Umgebung U, von x mit

f(U,) CV.
Damit folgt also z € U, C U (nach Definition von U). Damit ist U

Umgebung von .
(ii) = (i): Zu zeigen: f ist stetig in jedem x € Xj. Sei also z € X;
beliebig. Sei V' eine Umgebung von f(x). Dann existiert also eine offene
Menge W mit

flx)e W CW.

Nach (ii) ist dann U := f~}(W) offen. Weiterhin gilt nach Definition
x € U. Damit ist also U eine Umgebung von z mit f(U) C W C V. O

Beispiel. Alle lineaeren Funktionen A : RV — RM sind stetig.
Bew. Uebung.
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Zum Abschluss des Abschnittes disktuieren wir noch eine Anwendung,
naemlich Stetigkeit und Produktriume. Seien (X;,d;),7=1,...,N
metrische R&ume und sei

X=X x...xXy={(&,....&) : & € X;}

ihr Produkt. Ahnlich wie man RY mittels der Euklidischen Metrik von
R metrisiert, kann man dann auch den Raum X metrisieren. So ist
zum Beispiel
N
A€, &) (o)) = S di(&5m)
j=1
eine Metrik auf X. Es gilt dann offenbar

{L‘n:( %n)v'-'v ](\771))—>£L':(§1,,€N)
bezueglich d genau dann, wenn §J(n) — & bzgl d; fuer jedes j =
1,...,N. Alternativ kann man zu jeder Norm || - || auf R" eine Metrik
e auf X einfithren durch

e (s EN)s (M, - omn)) = [(di(&asm), - - - s dn(En, ) |-

Es ist dann d gerade die zur ¢*-Norm gehoerige e-Metrik. Aufgrund
der Aquivalenz aller Normen im R”, gibt es dann fuer jede Norm || - ||
Konstanten ¢, C' > 0 mit

cd S GH.” S cd.

Darum spielt es fuer die Untersuchungen von konvergenter Folgen bzw
Cauchy-Folgen keine Rolle, welche dieser Metrik wir tatsaechlich ver-
wenden.

Es ist (Uebung) (X, d) genau dann vollstandig, wenn (X, d;) vollstaen-
dig ist fuer jedes j=1,..., N.

Fuer Stetigkeit von Funktionen erhalten wir im Zusammenhang mit
Produktraumen folgendes.

Sei (Z,e) ein metrischer Raum und (X,d) der obige Produktraum.

Dann ist f : X — Z stetig genau dann, wenn aus fj(-") — &, ] =
L., N folgt f((&",... &) = F(&.. &)

Esist f:Z — X, f(z) = (fi(2),..., fn(2)) genau dann stetig, wenn
jede einzelne Komponente f; : Z — X stetig ist.

Beispiele.

e Ist (Z, e) ein beliebiger metrischer Raum, soiste: ZxZ — R
stetig. (Bew. Die entsprechende Aussage fuer Folgenkonver-
genz wurde oben schon gezeigt.)

e Essind +: CxC — Cund - : C x C — C stetig. Entspre-
chendes gilt auf R. (Bew. Uebung).
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4. Kompaktheit

In diesem Abschnitt lernen wir ein fundamentales Konzept der To-
pologie kennen naemlich das Konzept der Kompaktheit. Kompaktheit
ist eine ausgesprochen niitzliche Eigenschaft (verlangt aber eine etwas
abstrakte Definition).

DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K C M
heisst kompakt, wenn jede Folge (x,,) in K ein Teilfolge (x,,) bezitzt,
die gegen einen Grenzwert aus K konvergiert.

Bemerkung.

e Das so definierte Konzept ist auch als Folgenkompaktheit be-
kannt. In metrischen Rdumen stimmt es mit anderen Konzep-
ten von Kompaktheit ueberein (s.u.). Da uns nur metrische
Réume interessieren, werden wir nicht zwischen Folgenkom-
paktheit und Kompaktheit unterscheiden.

e Der Fall K = X in obiger Definition ist natuerlich moglich. In
Anwendungen hat man es aber oft mit der Situation zu tun,
das X nicht kompakt ist, man sich aber fuer die kompakten
Mengen in X interessiert.

Beispiele.

e Sei I = [a,b] ein abgeschlossenes beschrinktes Intevall in R.
Dann ist I kompakt. (Bew. Nach Bolzano/Weierstrass hat jede
Folge in I eine (in R) konvergente Teilfolge. Da das Intervall
abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert der Teilfolge in T).

e Sei A eine abgeschlossene bzgl. der Euklidischen Metrik be-
schraenkte Menge in RY (oder CV). Dann ist A kompakt.
(Bew. Im wesentlichen haben wir kuerzlich mitbewiesen, als
es um die Aequivalenz aller Normen im R ging. Argumente
skizzieren! Wir werden es unten noch einmal beweisen.

Kompaktheit ist eine nuetzliche Eigenschaft, wie die folgenden Resul-
tate zeigen.

THEOREM. Sei (K,d) kompakter metrischer Raum und f : K — R
stetig. Dann nimmt f Minimum und Maximum an (d.h...)

THEOREM. Sei (K,d) ein kompakter metrischer Raum und (Y, e) ein

metrischer Raum und f : K — Y stetig. Dann ist f gleichmaessig
stetig (d.h...)

THEOREM. Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum und (Y, e) ein
metrischer Raum und f : K — 'Y stetig. Dann ist f(K) komapkt.
Bemerkung.

e Das ist einer der beiden einzigen globalen Saetze ueber stetige
Funktionen.
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e Anders als bei den Betrachtungen zur Stetigkeit, geht es hier
um die Bilder (und nicht die Urbilder) von f.

PROPOSITION. Sei (X,d) metrischer Raum. Ist K C X kompakt und
A C K abgeschlossen, so ist A kompakt.

Beweis. Sei (x,,) eine Folge in A. Dann ist (x,,) eine Folge in K. Daher
hat also (z,) eine in K konvergente Teilfolge. Da A abgeschlossen ist,
liegt der Grenzwert der Teilfolge sogar in A. O

PROPOSITION. Sei (X,d) metrischer Raum und K C X kompakt.
Dann ist K abgeschlossen.

Beweis. Sei (z,) eine Folge in K, die gegen x € X konvergiert. Auf-
grund der Kompaktheit enthaelt (x,,) eine Teilfolge, die gegen einy € K
konvergiert. Dann muss aber gelten z =y € K. O

THEOREM. (Automatische Stetitgkeit der Inversen) Sei (K, d) ein kom-
pakter metrischer Raum und (L, e) ein metrischer Raum und f : K —
L sei bijektiv und stetig. Dann ist die inverse Abbildung g = =1 :
L — K stetig.

Beweis. Zu zeigen g~'(U) offen fuer jedes offene U C K. Es reicht
zu zeigen: g~ 1(A) abgeschlossen fuer jedes abgeschlossene A C K. Ist
A C K abgeschlossen, so ist A kompakt. Daher ist auch

g7'(A) = f(A)
kompakt, also nach voriger Proposition abgeschlossen. Il

Wir kommen nun zur konzeptuellen Untersuchung und Charakterisie-
rung von Kompaktheit.

DEFINITION. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge B C X
(2.B. B = X ) heisst total beschraenkt, wenn zu jedem € > 0 ein N € N
und x1,...,xnx € X (aequivalent xq,...,xN € B) existieren mit

Bemerkung.

e Statt mit abgeschlossenen Kugeln koennte man auch offenen
Kugeln arbeiten.

e Wir wissen schon, dass jede Metrik d zu einer Metrik e aeqi-
valent ist, in der der ganze Raum eine beschraenkte Menge ist
(ZB. e = ﬁ). Daher ist Beschraenktheit einer Menge kei-
ne besonders kanonische Eigenschaft. Das Konzept der total
Beschraenktheit ersetzt das Konzept der Beschraenktheit. Ist
ein Raum bgzl. zweier aequivaltenter Metriken vollstaendig, so

haben beide Metriken dieselben total beschraenkten Mengen

(s.u.).
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Beispiel - Total beschraenkte Mengen im RY bzw. CV. Sei RV
mit der Euklidischen Metrik versehen. Dann ist ein B C RY genau
dann total beschraenkt, wenn es beschraenkt ist.

Bew. =: Sei B beschraenkt. Betrachte zu ¢ > 0 das Gitter I', :=
(0Z)N. Dann schneidet B aufgrund der Beschraenktheit (und des ar-
chimedischen Axioms) nur endllich viele Maschen des Gitters. Jede
dieser Maschen kann mit einer Kugel vom Radius Np ueberdeckt wer-
den. Damit folgt die gewuenschte Implikation (da ¢ > 0 beliebig klein
gemacht werden kann).

+=: Das ist klar.

Bemerkung. Eine total beschraenkte Menge muss nicht vollstaendig
sein. Bsp: (0, 1) mit der ueblichen Euklidischen Metrik.

Fuer die folgenden Betrachtungen werden noch zwei Stuecke Notation
von Nutzen sein.

Notation. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

e Ist (z,,) eine Folge in X und B eine Teilmenge von X, so
sagen wir, dass in B unendlich viele Folgeglieder liegen, wenn
die Menge {n € N : z,, € M} unendlich viele Elemente hat.

e Ist B eine Teilmenge von X und sind U,, a € [ Teilmengen
von X so sagen wir, dass die U, die Menge B ueberdecken,
wenn B C Ug,erU, gilt.

Wir erinnern an den Satz von Bolzano / Weierstrass. Dieser besagt,
dass eine Menge I in R genau dann beschraenkt ist, wenn jede Folge
eine konvergente Teilfolge hat. (Hier ist die schwere Richtung die ei-
gentliche Aussage des Satzes von Bolzano / Weierstrass und die andere
Richtung ist klar). Die total beschraenkten Menge lassen sich mit fol-
gender Variante des Satzes von Bolzano/Weierstrass charakterisieren.

LEMMA. (Charakterisierung total beschraenkt). Sei (M,d) ein metri-
scher Raum und B C M. Dann sind aequivalent:

(i) Es ist B total beschraenkt.
(ii) Jede Folge in B hat eine Teilfolge, die eine Cauchy Folge ist.

Beweis. (i)=> (ii): Sei (x,) eine Folge in B. Wir ueberdecken nun B
durch endlich viele Kugeln vom Radius 1. In einer von diesen Kugeln
muessen dann uendlich viele Folgeglieder von (z,,) liegen.

Bezeichne den Schnitt dieser Kugel mit B als B;. Wir ueberdecken
nun B; (das als Teilmenge des total beschrinkten B ebenfalls total be-
schraenkt ist) durch endlich viele Kugeln vom Radius 1/2. Der Schnitt
einer dieser Kugeln mit B; muss dann unendlich viele Folgeglieder von
(x,,) enthalten. Nenne diesen Schnitt B,. Induktiv koennen wir so eine
Folge von Mengen B,,, n € N, konstruieren mit

Ende 9. Vorlesung.



170 13. METRISCHE RAUME UND TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE

[ ] BDBlD...DanlDBn

o sup, ,cp. d(z,y) =: diamB, < 5,

e Jedes B, enthaelt unendlich viele Folgeglieder.
(Vgl. Intervallhalbierungsverfahren zum Beweis des Satzes von Bolzano
/ Weierstrass im ersten Semester). Aufgrund der dritten Eigenschaft
koennen wir dann eine Teilfolge (x,,) von (z,) konstruieren mit x,, €
By, fuer alle k € N. Aufgrund der ersten beiden Eigenschaften handelt
es sich um eine Cauchy Folge.

(il)= (i): Angenommen B ist nicht total beschraenkt. Dann existiert
also ein € > 0 so dass B nicht mit endlich vielen Kugeln mit dem Radius
e ueberdeckt werden kann. Dann koennen wir induktiv eine Folge (),
n € N, in B von Kugelmittelpunkten konstuieren mit

Tpy1 ¢ Uy Be(xy).

n = 1: Waehle z; beliebig.
n => n+ 1: Es wird B nicht von U}_, B.(x,) ueberdeckt nach Annah-
me.

Die Elemente dieser Folge erfuellen

d(xp,x) > €
fuer alle n, k € N mit n # k. Daher kann diese Folge keine Teilfolge
haben, die eine Cauchy Folge ist. Widerspruch zu (ii). O

Damit koennen wir nun Kompaktheit charakterisieren.

THEOREM. (Charakterisierung Kompaktheit). Sei (X, d) ein metrischer
Raum und K C X. Dann sind aequivalent:

(i) Es ist K total beschraenkt und vollstaendig.
(ii) Jede Folge in K hat eine Teilfolge, die in K konvergiert.

Beweis. Das folgt leicht aus dem vorigen Lemma.

(i)= (ii): Da K total beschraenkt ist, hat nach dem vorigen Lemma
jede Folge in K eine Teilfolge, die Cauchy Folge ist. Aufgrund der
Vollstaendigkeit von K konvergiert diese dann in K.

(il)== (i): Nach (ii) hat insbesondere jede Folge in K eine Teilfolge, die
Cauchy Folge ist. Daher ist nach dem Lemma also die Menge K total
beschraenkt. Noch zu zeigen: K vollstaendig. (Hier kommt das einzig
neue im Beweis, das nicht schon aus dem vorigen Lemma folgt.) Sei (z,,)
eine Cauchy Folge in K. Dann enthaelt (x,,) nach (ii) eine gegen ein « €
K konvergente Teilfolge (x,, ). Damit ist (nach Standardschluessen) die
Folge (x,) selber konvergent gegen x. Denn es gilt

d(z,x,) < d(z,zp,) + d(Tp,, ).

Es konvergiert nun (d(z, z,, )) gegen 0, da z,,, — x und es wird d(z,, , z,,)
beliebig klein fuer k, n gross, da es sich um eine Cauchy Folge handelt.
O
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Wir erinnern im Zusammenhang mit Vollstaendigkeit von Teilmengen
noch an folgenden Zusammenhang.

LEMMA. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Sei A eine Teil-
menge von X . Dann ist A abgeschlossen (in X ) genau dann, wenn der
metrische Raum (A, d) vollstaendig ist.

Beweis. Sei A abgeschlossen. Sei (x,) eine Cauchy-Folge in (A, d).
Dann ist (z,,) eine Cauchy Folge in X. Damit konvergiert (z,) in X
gegen ein x. Da A abgeschlossen ist, gehoert x zu A.

Sei (A, d) vollstandig. Sei (x,) eine gegen x € X') konvergente Folge in
A. Zu zeigen x € A: Dann ist (x,,) eine Cauchy Folge in X und damit
auch in A. Daher hat (z,) einen Grenzwert in A. Dieser muss dann mit
x uebereinstimmen.

g

Beispiel - Kompaktheit in RY bzw. CV. In RY bzw. C¥ ist eine
Menge total beschraenkt genau dann, wenn sie beschraenkt ist. Sie ist
vollstaendig, genau dann, wenn sie abgeschlossen ist. Damit erhalten
wir folgendes Resultat: Ein K C R” ist kompakt genau dann, wenn es
abgeschlossen und beschréankt ist.

Eine Variante der Betrachtungen von R¥ fiihrt auf folgende Charakte-
risierung von Totaler Beschranktheit mittels Kompaktheit.

FOLGERUNG. Sei (M,d) ein vollstaendiger metrischer Raum. Sei A C
M. Dann sind dquivalent:

(i) A ist total beschraenkt.

(ii) Es ist A kompakt.

Beweis. Man sieht leicht, dass eine Menge A von X total beschrénkt
ist genau dann wenn A total beschriankt ist. Damit konnen wir wie
folgt weiterschliessen:

Ist A kompakt, so ist es also total beschraenkt. Dann ist auch A total
beschraenkt.

Sei umgekehrt A total beschraenkt. Dann ist auch A total beschraenkt
(einfach) und vollstaendig (als abgeschlossene Menge eines vollstaedi-
gen Raumes). Daher ist A kompakt. O

DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge A in X
heisst relativ kompakt, wenn ihr Abschluss kompakt ist.

Wir kommen nun zu einer weiteren Charakterisierung von Kompakt-
heit. Diese lasst sich auch fuer allgemeine topologische Rdume geben.

THEOREM. Sei (M,d) ein metrischer Raum und K C M. Dann sind
aequivalent:
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(i) Jede Folge in K hat eine in K konvergente Teilfolge.

(ii) Jede offenen Ueberdeckung von K hat eine endliche Teilueber-
deckung. (Das heisst: Zu allen U,, a € A, offen mit K C UU,,
existiert N € N und ay,...,ay mit K C UYL U,,.) 'K ist
ueberdeckungskompakt’.

Bemerkung.

e Die Eigenschaft (ii) kann auch als Definition von Kompaktheit
genommen werden. Man spricht dann von Ueberdeckungskom-
paktheit (oder der Heine-Borel Eigenschaft). Der Satz besagt
dann, dass in metrischen Rdumen Ueberdeckungskompaktheit
aequivalent zu Folgenkompaktheit ist.

e In der Eigenschaft (ii) wird kein Bezug auf die Metrik genom-
men sondern nur auf die erzeugte Topologie. Insbesondere ha-
ben also zwei Metriken, die dieselbe Topologie erzeugen, die-
selben kompakten Mengen.

Beweis. (ii)) = (i): Sei (z,) eine Folge in K. Angenommen (x,,)
enthaelt keine konvergente Teilfolge. Dann hat (x,,) also keinen Haeu-
fungspunkt. Dann existiert zu jedem x € K also ein d, > 0 so dass in
Us, (z) nur endlich viele Folgeglieder liegen. Dann ist Uy, (x) eine offene
Ueberdeckung von K und hat also eine endliche Teilueberdeckung

U‘Spj(pj)’ j: 1,...,N.

Da jedes ngj nur endlich viele Folgeglieder enthaelt, gibt es also ins-
gesamt nur endlich viele Folgeglieder. Das ist ein Widerspruch.

(i)== (ii): Sei U, eine offene Ueberdeckung von K. Wir gehen in drei
Schritten vor.

Schritt 1: Es gibt ein 0 > 0, so dass fuer jedes x € K ein a, € A
existiert mit x C Us(x) C U, . 'Jede 6-Kugel liegt in einem U, .

Bew. Angenommen nein! Dann gibt es also zu jedem n € N (fuer
§ = 1/n) ein z,, € K sodass Uy/,(x,) nicht in U, enthalten ist fuer
alle a € A. Aufgrund von () hat (z,,) eine konvergente Teilfolge. Ohne
Einschraenkung sei z,, — x € K. Dann gibt es ein « € A mit z € U,.
Da U, offen ist, ist dann auch Us(z) C U, fuer ein geeignetes r > 0.
Fuer hinreichend grosse n ist dann aber d(z,,z) < r/2 und 1/n < r/2
also

Uijn(xn) C Upja(xy) C Up(2) C U,.
Das ist ein Widerspruch zur Konstruktion der (z,).
Schritt 2: Zu d > 0 aus Schritt 1, gibt esein N € Nundxq,...,xny € K
mit K C UN. Us(x;).
Bew. Nach (i) und der Charakterisierung von Kompaktheit, ist K total
beschraenkt. Damit folgt Schritt 2 (fuer jedes § > 0).

Schritt 3: Es gilt (ii).
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Bew. Seien § > 0 und x4, ..., 2y aus Schritt 2 gegeben. Dann gilt also

Nach Schritt 1 ist jedes Us(z;) in einem U, enthalten und (ii) folgt. OJ

PROPOSITION. Seien (X, d) und (Y, e) metrische Raeume und K C X
und L CY kompakt. Dann ist K x L C X XY kompakt.

Beweis. Sei (xy,yn) eine Folge in K x L. Dann ist (x,) eine Folge in
K. Damit hat (x,) eine in K gegen ein z € K konvergente Teilfolge
(@p, ). Dann ist (y,,) eine Teilfolge in L. DAher hat es eine gegen ein
y € L konvergente Teilfolge (y,,,). Dann gilt

T, — 2 und Y, — V.
Damit konvergiert (z,, , z,,) gegen (z,y) € K x L. O

Bemerkung. Alternativ hier noch ein Ueberdeckungsbeweis: Sei W,
a € A, eine offene Ueberdeckung von K x L.
Der Beweis wird nun in drei Schritten gefuehrt. (Zeichnung)

Schritt 1: Es gibt zu jedem (z,y) € K X L ein a(z,y) € A und Umge-
bungen U, ,y von z und V{,,) von y mit

(@, 9) € Uay) X Vizy) € Waa)-

Bew. Das folgt aus der Ueberdeckungseigenschaft under Definition der
Produkttopologie.

Schritt 2: Fuer festes € K ist (V(z4))yecr eine offene Ueberdeckung
von Y. Also gibt es y1(), ..., yn@)(x) mit

L Cogy@U...U V(x’me(x).
Setze nun
Ur = UyyyN ... N Uw,yw(z)(m)'
Schritt 3: Aufgrund der Kompaktheit von K gibt x,..., x5 in K mit
KcU,U...uU,,.

Damit ueberdecken dann die endlich vielen

Wa(:}cj,yk(mj)7 j = 1, Ce ,M,]{ = 1, Ce ,N(Z’j)
die Menge K x L.

Ende 10. Vorlesung
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5. Zusammenhang

In diesem Abschnitt diskutieren wir ein weiteres topologisches Konzept,
naemlich Zusammenhang.

DEFINITION. FEin metrischer Raum (X,d) heisst zusammenhaengend,
wenn er nicht in zwei offene disjunkte nichtleere Teilmengen zerlegt
werden kann (d.h. wenn aus X = U UV mit U,V offen, UNV =
0 folgt U = X oder V.= X). Eine Teilmenge A eines metrischen
Raumes heisst zusammenhaengend, wenn (A, d) als metrischer Raum
zusammenhaengend ist.

Zeichnung.

Bemerkung. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teil-
menge. Ist dann U eine Teilmenge des metrischen Raumes (A, d) so ist
U offen (im metrischen Raum (A, d)) genau dann, wenn es eine offene
Menge U’ in (X, d) gibt mit U = ANU'. Zeichnung.

(Bew. Es gilt offenbar

UMz):={a€ A:d(a,z) <r}=UX(z)NA.
Damit folgt die Aussage leicht.)

Hier ist das Hauptergebnis ueber stetige Funktionen auf Zusammenhaen-
genden Mengen.

THEOREM. Seien (X,d) und (Y, e) metrische Raeume und (X, d) zu-
sammenhaengend und f : X — Y stetig, dann ist f(X) zusam-
menhaengend.

Beweis. Seien U,V disjunkte offene Mengen in (f(X),d) mit UUV =
f(X). Dann sind aufgrund der Stetigkeit von f also

Ux = f7H(U), Vxi=f"(V)

offene disjunkte Mengen in X mit X = UxUVx. Da X zusammenh&ngend
ist, folgt Ux = @) oder Vx = (). Das liefert die Behauptung. O

Bemerkung. Wie wir schon erwaehnt hatten, gibt es eigentlich nur
zwei globale Saetze zu stetigen Funktionen. Diese besagen:
o Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt.
e Stetige Bilder zusammenhaengender Mengen sind zusammenhaen-
gend.

Beispiel - zusammenhaengenden Mengen in R. Wir untersuchen
nun noch die Struktur der zusammenhaengende Mengen in R. Das wird
ein strukturelles Verstaendnis des Zwischenwertsatzes liefern.

THEOREM. Die zusammenhaengenden Mengen in R sind gerade die
Intervalle.
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Beweis. Sei I C R zusammenhaengend. Zu zeigen: Mit x,y € I gehoert
auch jeder Punkt zwischen  und y zu I.

Sei ohne Einschraenkung x < y. Betrachte p mit < p < y. Ange-
nommen p ¢ . Dann bilden U := (—oo,p) N/ und V : (p,00) N I eine
offene disjunkte Zerlegung von I in nichtleere Mengen. Widerspruch.

Set nun I C R ein Intervall. Sei I = U UV eine Zerlegung von [ in
offene disjunkte Mengen. Betrachte die charakteristische Funktion

1UZ]—>R,

mit 1y (z) =1 falls z € U und 1y (z) = 0 sonst. Dann sind die Urbilder
von beliebigen Mengen in R unter 1y offenbar entweder () oder U oder
V oder I. Damit ist 1y stetig. Da 1y nur Werte in {0,1} annimmt,
folgt nach dem Zwischenwertsatz, dass 1y konstant sein muss. U

DEFINITION. (Wegzusammenhaengend) Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Dann heisst (X, d) wegzusammenhaengend, wenn zu beliebigen x,y € X
eine stetige Abbildung v : [0,1] — X ezistiert mit v(0) = x, y(1) = y.
Ein solches v heisst dann Weg von x nach y.

Beispiel. Eine ¢ C RY heisst konvex, wenn mit z,y € C auch die
Verbindungsstrecke V = {tx + (1 +t)y : 0 < ¢ < 1} zwischen x und
y zu C gehoert. Jede konvexe Menge in RY ist offenbar wegzusam-
menhaengend (Klar!?). Insbesondere ist jede Kugel in RY wegzusam-
menhaengend.

PROPOSITION. Ist (X, d) ein wegzusammenhaengender metrischer Raum,
(Y,e) ein metrischer Raum und f : X — Y stetig, so ist (f(X),e)
wegzusammenhaengend.

Beweis. Das ist klar. Zeichnung. (Ein Weg zwischen f(z) und f(y)
wird gerade durch f o~ gegeben, wobei v ein Weg von x nach y ist). O

FOLGERUNG. Ist (X, d) wegzusammenhaengend, so ist (X,d) zusam-
mehaengend.

Beweis. Sei X = U UV mit U,V offen und disjunkt. Angenommen
U # () und V # 0. Dann gibt es also z € U und y € V. Da (X,d)
wegzusammenhaengend ist, gibt es einen Weg v von x nach y. Dann ist
I:=[0,1]=~"1U)U~y (V) eine Zerlegung in offene (in I) disjunkte
nichtleere Teilmengen. Das ist ein Widerspruch. U

Im allgemeinen gilt die Umkehrung nicht. In speziellen Faellen aber gilt
eine Umkehrung. Das wird im folgenden Theorem behandelt.

THEOREM. Sei U C RY (bzw. U C CV) offen und zusammenhaengend.
Dann ist U auch wegzusammenhdngend.
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Beweis. Sei p € U beliebig. Sei C), die Menge der € U fuer die eine
stetige Kurve « : [0,1] — U existiert mit y(0) = p und (1) = z.
Dann gilt: Sei R, := U \ C,.
e (C, ist offen, da U offen ist und jede Kugel wegzusammenhaen-
gend. Zeichnung
e 1, ist offen, da U offen ist und jede Kugel wegzusammenhaen-
gend. Zeichnung

Da U zusammenhaengend ist und C, # 0 gilt, folgt nun R, =0. O

6. Anwendungen - Der Banachsche Fixpunktsatz

In diesem Abschnitt lernen wir den Banachschen Fixpunktsatz kennen,
der an vielen Stellen nuetzlich sein kann. Wir skizzieren kurz eine An-
wendung (Erzeugung von Fraktalen), bei der kompakte Mengen und
Metriken eine grosse Rolle spielen.

THEOREM. (Banachsche Fizpunktsatz) Sei (X, d) ein vollstindiger me-
trischer Raum und f : X — X gegeben. Gibt es eine ein 0 < ¢ < 1
mat

d(f(x), f(y)) < cd(x,y)
fuer alle x,y € X, so existiert ein eindeutiges p € X mit f(p) = p. Ist
x € X beliebig und (x,,) induktiv definiert durch

xo =, und x,.1 = f(x,)

(d.h. z, = fo...o f(x)), so konvergergiert (x,) gegen p, und es gilt
die apriori Abschaetzung

2 (20, 71)

d <

Ende der 11. Vorlesung.  Bemerkung Eine Abbildung f wie im Theorem heisst Kontraktion

mit Kontraktionsfaktor c¢. Ein p wie im Theorem heisst Fixpunkt von

1.

Beweis. Wir zeigen Eindeutigkeit, Existenz und die Apriori-Abschaetzung.
Findeutigkeit. Seien z,y € X mit f(x) = z und f(y) = y geben. Dann
gilt

d(z,y) = d(f(x), [(y)) < cd(z,y).
Wegen ¢ < 1 und d > 0 folgt d(z,y) = 0.

FExistenz. Sei x € X beliebig und z,, wie in der Aussage des Theorem.
Dann gilt (Induktion)

d(l’j, xj+1) S de(l'o, .%1)
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fuer alle j € N und damit fuer n < m

m—1
d(Tn, Tm) < Zd(xﬁxﬂ-l)
j=n

IN

m—1
Z de<£L’0, x1>
j=n

m— 1

< "d(xg, 1) Z J
j=0
1
1—c
Damit ist also (x,) eine Cauchy Folge. Aufgrund der Vollstaendigkeit
konvergiert dann (z,) und fuer den Grenzwert p gilt

dp. ) = Jim d(z,. /(@) = lim d(@,..7,11) = 0.

Damit ist p ein Fixpunkt.

S Cnd(x(); xl)

Abschaetzung. Schliesslich gilt aufgrund des schon gezeigten

1
d<pa xn) = n’lLLHéo d(fEm,{En) S Cnd($07x1)1 — C‘

Das beendet den Beweis. O

Anwendung - Hausdorffmetrik. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Wir werden eine Abstandsfunktion auf den (kompakten) Teilmengen
von (X, d) einfithren und damit die Menge der kompakten Teilmengen
zu einem metrischen Raum machen.

Fuer eine Teilmenge A von X und x € X definiert man
d(x, A) := inf{d(z,a) : a € A}.

Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt dann (einfach!)
fuer alle z,y € X. Damit ist also fuer gegebenes A die Abstandsfunk-
tion

dA = d(,A) X — R
stetig auf X. Ist A abgeschlossen, so gilt weiterhin

d(z,A) =0<=z € A.
(= x ¢ A impliziert U,(z) € X \ A da A abgeschlosse ist. Damit
folgt d(xz, A) > r. <: klar).

Ist A kompakt, so gibt es ein @ € A mit d(z, A) = d(x,a) und man
kann das Infimum durch ein Minimum ersetzen (da die stetig Funk-
tion d(z,-) : K — R ihr Minimum annimmt). Sind K, L kompakte
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Teilmengen von X, so koennen wir nun dx und dy auf L bzw K un-
tersuchen. Diese Funktionen sind stetig (s.0.) und nehmen also auf L
bzw. K ihr Maxmimum.

- Es gilt maxg dy := max{d(z,L) : * € K} < ¢ genau dann, wenn zu
jedem = € K ein y € L existiert mit d(x,y) < e. Zeichnung.
- Es gilt maxy dg := max{d(K,y) : y € L} < ¢ genau dann, wenn zu
jedem y € L ein z € K existiert mit d(x,y) < e. Zeichnung.

Fuer kompakte Teilmengen K, L von X definiert man dann den Haussdorf-
fabstand
dy(K, L) = max{m}gx dr, max di}.

Damit gilt dy (K, L) < e genau dann, wenn zu jedem z € K ein y, € L
existiert mit d(x,y,) < ¢ und umgekehrt zu jedem y € L ein z, € K
existiert mit d(z,,y) < e.

THEOREM. Ist (X,d) ein vollstaendiger metrischer Raum, so ist die
Menge IC(X) der kompakten Teilmengen von X mit der Hausdorffme-
trik dg ein vollstaendiger metrischer Raum.

Beweis. Beweis nicht hier. (Evtl. in Uebung). O

FOLGERUNG. (Erzeugung von Fraktalen) Ist (X,d) ein vollstaendiger
metrischer Raum und F : KC(X) — K eine Kontraktion. Dann gibt
genau eine kompakte Menge K in X mit F(K) = K.

Beweis. Das folgt sofort aus dem Banachschen Fixpunktsatz und dem
vorangegangenen Theorem. Il

Eine kleine Rechnung zeigt folgende interessante Eigenschaft der Haussdorff-
metrik.

PROPOSITION.
dH(A U B, cu D) < max{dH(A, O), dH(B, D)}
Anwendung. Sei X = R mit der Euklidischen Metrik und

1 1
FiK— K, F(K)= 3K+ (2/3+ 3K),
Dann ist gilt (kleine Rechnung)
1
dy(F(L), F(K)) < §d(K, L).

Damit hat also F' nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt
C und fuer C' gilt
C=lim Fo...oF(K)

fuer jedes kompakte K in R.
Wir 'bestimmen’ den Fixpunkt auf zwei Arten, naemlich durch Wahl
von Ky = [0,1] und Ky = {0}. Zeichnung.
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Der Fixpunkt ist die uns aus dem ersten Semester schon vertraute
Cantormenge.



KAPITEL 14

Differenzierbarkeit im Hoherdimensionalen

In diesem Kapitel geht es um Funktionen von Teilmengen des RY nach
RM. Dabei werden RY und RM als metrische Raume mit der Eukli-
dischen Metrik aufgefasst. Ein wesentlicher Inhalt dieses Kapitels ist
die Untersuchung von Differenzierbarkeit solcher Funktionen. Anschau-
lich bedeutet die Differenzierbarkeit von f, dass sich f gut durch eine
lineare Abbbildun, seine Ableitung, approximieren l&sst.

1. Zum Aufwirmen: Stetigkeit von Funktionen von R" nach
RM

Es geht um Funktionen von Teilmengen U des RY nach RM (mit ge-
eigneten N und M). Den Fall N = M = 1 haben wir im vergangenen
Semester schon untersucht.
Eine Funktion F : U — R laesst sich offenbar schreiben als f(z) =
(fi(z),..., fu(x)) mit f; : U — R. Es ist f stetig, genau dann, wenn
jedes f; stetig ist (siehe Uebung). Einige spezielle Situationen haben
eigene Namen:
e Ist U C R ein Intervall, so heisst v : U — RM eine Kurve.
Zeichnung.
Beispiel: Es ist R — RM ¢ +— p + tv eine stetige Kurve
(fuer gegebenes p € RM und v € RM).
o Ist U C RY, 50 heisst f : U — R eine skalare Funktion.
Zeichnung.
Beispiel: Es sind die Koordinatenfunktionen 7; : RY —
R, (&1,...,&n) — & stetige skalare Funktionen.
e Ist U C RY, so heisst f : U — RY ein Vektorfeld auf U.
Zeichnung.
Beispiel: Es liefert die Identitact id : U — RY, z + z, ein
stetiges Vektorfeld.
Haelt man fuer f : U C RY — RM alle Variablen bis auf eine - z.B.
die j-te fest, so erhaelt man die partiellen Funktionen

t— f(gl, e ,fj_l,t,fj_H, e 7€N)-

Genauer definiert man mit der Standard Normalbasis (e;) im RY zu
p € U und jedem j € {1,..., N} die sogenannte partielle Funktion

fp,j : {t € R: p—l—tej € U} — RM, fp,j(t) = f(p—i-t@J)
180
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Dann heisst f partiell stetig in p, wenn f,; stetig ist fuer alle j =
1,..., N. Gilt das fuer alle p € U, so heisst f partiell stetig.

Allgemeiner kann man zu jedem Einheitsvektor e € RY und jedem
p € U die Funktion

foe: {teER:prtec U — RM £, () = f(p+te),

definieren. Dann heisst f richtungsstetig in p, wenn fuer alle Einheits-
vektoren e € RV, die Funktion f,. stetig ist. Gilt dies fuer alle p € U,
os heisst f richtungsstetig.

Offenbar gilt folgende Proposition. (Uebung)

PROPOSITION. f stetig (in p) => f richtungsstetig (in p)—> f partiell
stetig (in p).

Beweis. Die Funktionen f, . koennen als Verknuepfung von f mit ge-
eigneten Kurven ~ dargestellt werden. U

Bemerkung. Die Umkehrung ist aber nicht wahr. (Uebung)

Schliesslich erinnern wir zum Abschluss noch an das Konzept des Grenz-
wertes (vgl. Analysis I, bzw. Betrachtungen zu metrischen Raeumen):
Sei U C RY offen und f : U — RM gegeben. Sei p € U (d.h. p ist
Grenzwert einer Folge in U). Dann hat f bei p den Grenzwert ¢ € RM
geschrieben als

hinf(x) =c

genau dann, wenn gilt
e f(x,) — c fuer jede Folge (z,) in U mit z, — p.
bzw. aequivalent, wenn gilt

e zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert mit |f(z) — ¢| < € fuer alle
z € U mit |z —p| <0.

Entsprechend schreibt man lim,_., .-, f(z) = ¢, falls fuer die Ein-
schraenkung f|in gy von f auf U\ {p} gilt

lim flo\py(z) = c.

2. Definition der Ableitung und einfache Eigenschaften

Es geht um lineare Approximationen. Die Ableitung ist die lineare Ap-
proximation.

Aus dem ersten Semester wissen wir, dass fuer f : (a,b) — R und
p € (a,b) aequivalent sind:
o f(p) = limyp(f(2) = f(p))/(x — p) existiert.

o Esgilt f(z) = f(p) + clz —p) + »(z) mit p(z)/(z —p) — 0,
T —p.

Ende der 12. Vorlesung
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In diesem Fall heisst f differnzierbar in p. Wir werden das nun auf hoe-
herdimensionale Situationen verallgemeinern. Dabei gehen wir von der
im zweiten Punkt praesentierten Variante aus (da die Division durch
x — p im hoeherdimensionalen keinen Sinn hat).

DEFINITION. Sei U C RY offen und f: U — RM gegeben. Seip € U.
Dann heifit f in p differenzierbar, wenn eine lineare Abbildung L :
RY — RM egistiert mit

f(x) = f(p) + L(z — p) + ¢p(2),

sodass fiir den Fehler

qgilt
op()
|z —pl
In diesem Fall heifit L Ableitung von f in p und man schreibt D f(p) =
L. Ist f in jedem p € U differenzierbar, so heifst f auf ganz U diffe-

renzierbar.

— 0,x — p.

Bemerkung.

o Ist f differenzierbar in p, so wird es also ’sehr gut’ durch die
linear (affine) Funktion

f(p) + L(- —p)

approximiert.

e Die Offenheit von U kommt ins Spiel, da wir f von allen ’Sei-
ten’ approximieren koennen wollen. Das werden wir spaeter im
Konzept der Richtungsableitung noch genauer machen (s.u.).

e Im Falle einer Funktion von U C R — R ist die lineare Ab-
bildung L gerade durch eine Zahl gegeben (lineare Abbildung
von R nach R). Diese Zahl ist die uns schon aus dem ersten
Semester bekannte Ableitung.

PROPOSITION. In der Situation der Definition ist L eindeutig.
Beweis. Es gebe Ly und Ly mit
f(@) = fp)+ Ly - (x —p) + ¢1(2)
f(z) = f(p) + L2 - (2 — p) + @2(x)
und p;(x)/|x —p| — 0, 2 — p, j = 1,2. Dann gilt
(L1 = La)(z — p) = 1) — pa(x) =
Betrachtet man = p+ hy mit h € R, h # 0 und y € RY, so gilt also

. ©1(z) — pa(x)
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und damit (2) (@) |hl
P1\T) — P2\ T) |NY
Ly — Loy = 0.
bl =
Also (h — 0)
(Ll — Lg)y =0.
Da y beliebig war, folgt L; = L. O

Beispiel - Lineare Funktion. Sei A4 : RV — RM linear, a € RM
und g € RY gegeben. Dann ist die Funktion

fRY —RM f(2)=a+ Az — q)
differenzierbar und es gilt D f(x) = A fuer alle z € RY.
Bew. Es gilt f(x) — f(p) = A(x — p), also
f(x) = f(p) + Az —p) + 0.
Damit folgt die Differenzierbarkeit (mit L = A und ¢ = 0).
THEOREM. (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit) Sei U C RY offen

und f: U — RM gegeben. Ist f in p differenzierbar, so ist es dort auch
stetig.

Beweis. Es gilt (fuer « # p)

@) = J0) + Lla = )+ ol0) = £) + Lo =)+ 2o =,

Damit sieht man, dass rechte Seite gegen f(p) konvergiert fiir x — p.

0

Wir haben nun die Ableitung L charakterisiert. Als Néchstes soll es
darum gehen, wie man diese lineare Funktion berechnet.

THEOREM. (Berechnen der Ableitung) Sei U C RY offen und f: U —

RM differenzierbar in p € U. Dann existieren die partiellen Ableitungen

af; ) 1
Difi(p) = 05ip) = 520) o= i (ilp + hey) — Fi0)

firi=1,...,M,j7=1,..., N und die Ableitung L wird bzgl. der Stan-
dardbasen in RY bzw. RM durch die Jacobi-Matrixz / Differentialmatrix

(gij.(m)m = (o).

Bemerkung. Die partielle Ableitung von f; nach x; in p ist also gerade
die 'gewoehnliche’ Ableitung der partiellen Funktion

t— fi(p+tej).

gegeben.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt
f@) = f(p) + L(z = p) + ¢(z)
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mit ‘“;(f; — 0 und L = (L;;). Wir setzen x = p + he; und betrachten

die i-te Komponente. Fuer diese gilt

filp + hej) = fi(p) + (L(he;))i + pi(x).
Das impliziert

filp + he;) — fi(p) = h(Le;)i + ¢i(w).
Damit folgt nach Division durch h also
filp+hej) = filp) _ . ¢ilp + hej)
h ” h

lpi(pthe;)| _ |pi(pthe;)]
Wegen i = |;,;_p|J — 0, h — 0, folgt

filp + he;) — fi(p) L
h [NE
Das beendet den Beweis. O

h — 0.

Bemerkung.

e Die partiellen Ableitungen werden gebildet, indem man alle
Variablen bis auf eine festhaelt und dann nach dieser einen so
ableitet, wie wir es im ersten Semester gelernt haben.

e Der Satz beschreibt, wie man die Ableitung von f ausrechnet,
wenn man schon weiss, dass f differenzierbar ist. Der Satz
besagt NICHT, dass f differenzierbar ist, wenn die partiellen
Ableitungen existieren (und das ist im allgemeinen auch falsch
(siche Uebung)).

Notation. Ist f : U € RY — R partiell differenzierbar in p € U,
so nennt man den Vektor (91 f(p),...,0nf(p))" den Gradienten von
f in p und schreibt ihn als Vf(p). Ist f differenzierbar, so ist also

Df(p) =V f(p)'

Beispiele.
e f:U C RY — R differenzierbar in p. Dann ist:
f(@) = fp)+ Df(p)(x —p) + o(z)
= f(p) +{Vf(p),z —p) +o(x)
mit (z)/|z —p| — 0, — p.
e Sei v : (a,b) — RY gegeben. Dann ist v differenzierbar in
to € (a,b) genau dann, wenn

(v(t) = (o))

7 (o) := Jim ~— i

existiert (Uebung). Dann gilt

Y(t) = 7(to) + 7 (o) (t — to) + (t)
mit p(t)/(t — to) — 0, t — to. Insbesondere haben wir fiir
V(t) = to + o,
V() = v.
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Tatsaechlich kann man in diesem Fall auch v : [a,b] — U
betrachten und die Ableitung von 7 in a bzw. b durch den
obigen Grenzwert definieren (wenn der Grenzwert existiert)
(vgl. Uebung).
o Ist f: RV\{0} = R, f(x ) |z], so gilt (Uebung)
0;f(x) = |x|, also Vf(z) =

Tatsaechlich (s.u.) ist f in diesem Fall differenzierbar.

Wir lernen als néchstes einige Rechenregeln fiir die Ableitung kennen.

THEOREM. (Kettenregel) Sei U C RN, V C RM offen und f : U — V,
g:V — RE gegeben. Sind f in p und g in f(p) differenzierbar, so ist
go f: U — RE differenzierbar in p, und es gilt

D(go f)(p) = Dg(f(p))Df(p)-

Insbesondere gilt

D(go fij(p) = Zﬁkgz ))0; fr(p)-

Bemerkung. Ableitung der Komposition ist also die Komposition
der Ableitungen. Diese Komposition wird auf der Ebene von Matrizen
durch das Produkt der Matrizen gegeben. Die Reihenfolge der Matrizen
ist dabei natiirlich wichtig.

Beweis. Es reicht die erste Aussage zu zeigen. Das 'Insbesondere’ folgt
dann durch Einsetzen. Mit ¢ = f(p) gilt nach Voraussetzung:

f(x)=f(p) + Df(p)(x —p) + ¢s(x)
— 0, x — p und
9(y) = 9(q) + Dy()(y — q) + py(x)

pr(x)

mit £
Ix |

also gilt fiir h(z) = g (f(z)) (mit weiterhin f(p) = q)
hx) = g(f(p)) +Dg(f(p))(f(x) = () + ¢o(f(2))
——

Dg(f(p))(Df(p)(x —p) + ¢r(x)) + ¢q(f(2))
)z —p) + Dg(f(p))es(x) + 4(f(x))
= h(p) + Dg(f(p))Df(p)(x — p) + ¢(z)
mit
p(x) = Dg(f(p))ps(x) +94(f(x)) = T(x) + S(x).
Es bleibt zu zeigen, dass gilt
o)

— 0,2 — p.
|z — pl

Ende der 13. Vorlesung
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Das machen wir nun: Es gilt
T(x) 1 ps(z)
= Dg(f(p))es(x) = Dg(f(p
z — p| 1z — p| (f(p)) f() (())\x—p\
beschrinkt “=—~—"

— 0.

Fuer den zweiten Term gilt
S@) 1 el @) - f)
g e A LDl S ) R ey

|
falls f(z) # f(p). (Falls f(z) = f(p) gilt q(f(z)) = ¢4(f(p)) = 0 und
es ist nichts zu zeigen.) Nun gilt aber
py(f(@))
|f(x) = f(p)]
und es bleibt
(@) = F)l  [Df@) @ =p)+or@)] DI =p)| | lor(@)]
lz—pl |z — pl |z — pl |z — pl
beschrénkt fiir z — p. Damit folgt
|T'(x) + 5(x)]
|z —pl
Das beendet den Beweis. Il

— 0,2 —p (da f(z) = f(p) fir © — p)

— 0,2 — p.

Beispiel. Sei U C RY offen und v : (a,b) — U differenzierbar in
to und f : U C RY — R differenzierbar in ~(tp). Dann ist f oy
differenzierbar und es gilt

(fo) (1) = Of (¥(to)i(to) = (V£ (7(to), ¥ (t0))-

Fuer 7 : [a,b] — U gilt eine entsprechende Formel auch in a bzw. b,
wenn v in a bzw. b differenzierbar ist (s.o.).

Beispiel. v : (a,b) — RY¥*L ~y(t) = (11(t), ...,y (t),1).

F RN — R, (z,t) — F(z,t), differenzierbar. Dann gilt

(Fov)( Zak Y(to)) Ve (to) + Ongr F(y(to)).

(Das wird manchmal unter dem Begriff der totalen Ableitung von F
gefasst.)

Beispiel. g : R — R differenzierbar, f : RY — R, f(z) = g(|z|).
Dann ist f in x # 0 differenzierbar, und es gilt Df(p) = g’(|p|)|7}‘p.
(Hier haben wir die weiter unten bewiesene Differenzierbarkeit der Be-
tragsfunktion in p # 0 benutzt.)
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THEOREM. (Produktregel) Sei U C RN offen und f,q: U — R diffe-
renzierbar in p € U. Dann ist auch fg: U — R differenzierbar in p,
und es gilt

D(fg)(p) : RN — R,y — g(p)(Vf(p).y) + f(p){Vg(p), y)-

Insbesondere ist also

9i(9f)(p) = f(p)(9;9)(p) + 9(P)0; [ (p)
fuer alle j =1,... N.

Beweis. Es reicht die erste Aussage zu beweisen. Die 'Insbesondere’-
Aussage folgt dann durch Einsetzen von e;.

Nach Voraussetzung gilt

f(x) = f(p) + Df(p)(x —p) + ¢5(x)
mit ps(z)/|lz —p| = 0, x — p, und

9(z) = g(p) + Dg(p)(x = p) + ¢y ()
mit ¢,(z)/|z — p| — 0, © — p. Damit folgt

g(x)f(x) = g(p)f(p) + (Dg(p)(x — p)) f(p) + g(p) Df(p)(x — p) + o,

wobei ¢ aus Termen besteht, die mindestens den Faktor ¢s(z) bzw.
@y(x) oder zweimal den Faktor (x — p) enthalten. Also gilt
p()
|z = p|
und die Aussage folgt. O

—>O,:p—>p

Wir gehen nun noch auf eine geometrische Deutung des Gradienten
ein. Dazu benoetigen wir noch ein Konzept.

DEFINITION (Richtungsableitung). Sei U C RY offen und f : U — R
gegeben. Seip € U und e ein beliebiger Einheitsvektor in RY. Sei § > 0
mit p+te € U fuert € (—=4,0). Seig:(—0,0) — R, g(t) = f(p+te).
Ist g differenzierbar in 0, so heisst der Grenzwert

.1 1
0.f(p) := ¢'(0) = lim = (g(t) = 9(0)) = lim =(f (p + te) = f(p))
die Richtungsableitung von f in p in Richtung e. Zeichnung.

LEMMA (Geometrische Deutung Gradient). Sei f : U — R differen-
zierbar in p. Dann gilt:

e Es ist Vf(p) senkrecht auf der Konstanzflaeche M = {y :
fly) = f(p)} (d-h. ist v : I — M stetig differenzierbar,
mit v(0) = p, so gilt (7/(0), Vf(p)) = 0. Zeichnung. (siehe
unten)

e Es gilt O.f(p) = (Vf(p),e) fir alle e € RY.
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o Ist Vf(p) # 0, so zeigt Vf(p) in die Richtung in der f am
staerksten waechst (d.h. die Richtungsableitung von f in der
Richtung von V f(p) ist mazimal unter den Richtungsableitun-

gen).

Bemerkung. Da f differenzierbar ist, gilt f(q) = f(p) + t(VF(p),q—

p) + kleiner Fehler. Fuer die Funktion ¢ — f(p)+ (Vf(p), (1 —p)( sind

die entsprechenden Aussagen des Lemma klar.

Beweis. Nach der Kettenregel gilt fiir jedes differenzierbare v : (=9, ) —

U mit y(0) = p ;
—(F07)(0) = (Vf(p),7(0)).

Mit v(t) = p + te folgt also

0.(p) = L7 07 (t0) = (V1 (p). )

Das beweist den zweiten Punkt.

Ist andererseits v eine Kurve mit Werten in M so gilt also foy =
constant und es folgt (mit obigem)
d

0=~ (fomt)=(V/(p),7(0))

Das beweist den ersten Punkt.
Fiir jeden Richtungsvektor e gilt

0ef ()] = KV f(p), e} < [V (D)

und fiir e = IVf 51V f(p) gilt dann
1
10 (P)| = \(Vf(p),wf—wvf(p)ﬂ |Vf( )IIVf( p)I* =IV£p)l.

Damit folgt die letzte Aussage. O
Beispiel. Sei f : RV \ {0}, f(z) = |z|. Dann gilt Df(z) = Vf(x) =
El‘a:. Das ist in der Tat der Einheitsvektor in Richtung des staerksten
Anstieges von f. Zeichnung. (Konstanzflaechen sind Sphaeren).

Bisher haben wir unter der Annahme der Differenzierbarkeit von f
gearbeitet. Hier lernen wir nun ein (d a s) Kriterium kennen, das die
Differenzierbarkeit von f liefert.

THEOREM. (Stetigkeit der partiellen Ableitung impliziert Differenzier-
barkeit) Sei U C RY offen und f : U — RM gegeben. Existieren die
partiellen Ableitungen

O540) = 50 = T 20+ hes) = (o)
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fuer alleqe U, 1=1,....M, j=1,...,N und sind stetig in p € U,
so ist f differenzierbar in p.

Bemerkung. In der Situation des Theorem ist die Ableitung natuer-
lich durch die Jacobimatrix / Differentialmatrix (%(p))ij gegeben.

Beweis. Sei L die durch die Matrix (%(p))w induzierte Abbildung.
Zu zeigen:
1
x|
Wir zeigen: Zu jedem € > 0 existiert ein 6 > 0 mit

[f(z) = f(p) = L(z = p)| = 0,2 — p.

@) = 1)~ Lz = )| <
fur alle |z — p| < 4. Sei also € > 0 gegeben.
Wir setzen
t=(T,...,7n) == —D.

Fuer i = 1,..., M ist dann die i-te Komponente von f(x) — f(p) —
L(xz — p) gegeben durch

N
file) = fi(p) = > 05 filp)7;.
j=1
Aufgrund der Stetigkeit der 0; f; existiert ein 6 > 0 mit
€
fur alle z € U mit |z — p| < J. Sei nun z € Us(p) und

t=(m,...,7Tn) =2 —p

und ‘
j

tj = (m,...,75,0,...,0) :Zﬁel, to=0
1=1

fir j =0,..., N. Dann gilt (Teleskopsumme)
N

fi@) = filp) = (filp+1;) = filp+ tj1)) . (T)

j=1
Zeichnung. Nach dem 1-dimensionalen Mittelwertsatz der Differenti-
alrechnung exisistieren o;; zwischen 0 und 7; mit

filp+t) = filp+tj—1) = filp+ti+7ie;)—filp+ti-1) = 7,0, fi(p+t—1+0j4¢5)
firj=1,...,N,i=1,..., M. Mit (%) folgt dann

€

VMN’

(%)
| fi(p+t;)—fi(p+ti—1)—7;0; fi(p)| < |751|10; fi(p+tj-1+0je5)—0; fi(p)] < |[2—p
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Mit (7) und dieser Abschaetzung folgt

fila Zafz Ta!<2\f1p+t ~ fi(p+tj1)— rjajfxpnsrx—pwiﬁ

Damit ergibt sich fiir x mit |z — p| < ¢

F@) = J) = Ll =p)F = D 1fle) = fip) = D 0i(w)rs

2

M
g
< Y lr—pl—
=1 M
< o —pl*et.

Damit folgt

Das beendet den Bewels. O

DEFINITION. Sei U C RY offen und f : U — RM gegeben. Emistieren
fiir alle p € U die partiellen Ableitungen

O40) = GE0) 1= tim o+ hey) = £(0)

fuert=1,.... M, 7 =1,...,N und sind stetig in p € U, so heisst f
stetig differenzierbar (auf U ).

h—>0 h,;éO h

Wir schlielen diesen Abschnitt mit einer Diskussion von Mittelwertsiatzen
ab.

THEOREM. (Mittelwertsatz) Sei U C RY offen, f: U — R differen-
zierbar, und seien x,y € U mit x +t(y —x) € U fiir t € [0,1] gegeben.
Dann existiert ein 9 € (0,1), sodass

fly) = f(x) = Df(x +9(y — 2))(y — ).
Bemerkung.

e Ist U konvex, so gilt x + t(y — x) € U fuer alle x,y € U (und
umgekehrt). Da alle Kugeln konvex sind, gilt der obige Satz
also insbesondere lokal (d.h. jedes = € U hat eine Umgebung
U,(x), in der der Satz gilt).

e Es ist wesentlich (siche Uebung), dass der Wertebereich von f
im eindimensionalen R enthalten ist.

Beweis. Sei~y: [0,1] = U, v(t) =« +t(y — x) und
h:[0,1] =R, h= fon.
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Dann ist h stetig auf [0,1] und nach Kettenregel differenzierbar auf
(0,1) mit

W(t) = (Vf(r(£). 7' (1)
Der eindimensionale Mittelwertsatz liefert dann
fy) = f(xz) = h(1)—h(0)
(1—dim MWS) = K (©)(1-0)
V) =y—2) = (Vilz+dy—2),y—1)
Df(x +9(y —z))(y — ).

Der Satz hat Konsequenzen fiir Funktionen f : U — R,
FOLGERUNG. Sei U C RY offen und f : U — RM differenzierbar.
Dann gilt:

(a) Gilt |Opfi(2)| < C firallez e U und1 <k <N,1<i<M,
so gilt

[f(y) = f(2)] < CVMN|y — x|

fir alle x,y, deren Verbindungstrecke ganz in U liegt.
(b) Fir alle z,y € U, deren Verbindungstrecke ganz in U liegt
ezistiert ein £ der Form x +9(y — x) fuer ¥ € (0,1) mit

[F(y) = (@) < 1DFOIlly — |-

(c) Ist U zusammenhdngend und Df(x) = 0 fuer alle x € U, so
folgt f = constant auf U.

Erinnerung: ||L|| := sup{|Lx| : |x| < 1}. Es gilt |Lz| < ||L|||z|. )
Beweis. (a) Nach dem vorangehenden Mittelwertsatz gibt es ¥; €
(0,1),i=1,...,d mit

@)= fil@)] = (Y fila+0,(y—2), (y=a))| < ) Cly;—1;] < CVN|y—a.

j=1

(Hier wurde Cauchy Schwartz in der letzten Abschitzung benutzt).
Damit folgt dann sofort

M

1/2
|f(y) = f(z)| = <Z 1 fi(y) —fi(x)|2> < CVNMly —x.

i=1
(b) Spezialfall. Es gilt f;(z) = fi(y) fiir alle ¢ # 1. Dann folgt aus
obigem Mittelwertsatz

[f W)= f(@)] = [L(y)= )] = KV Ale+0(y—2)), (y=2))| < [[DFE)]|ly—x]

Allgemeiner Fall. Sei U eine Drehung, sodass U f(y) und U f(z) sich
hoechstens in der ersten Komponente unterscheiden (drehe so, dass
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f(z) auf die &-Achse gedreht wird und die von f(z), f(y) aufgespann-
te Ebene die &,& Ebene wird). Dann gilt mit f* := Uf nach dem
Spezialfall

[F)=f@)| = @)= (@) < (1D Oly—2| = NUDF(Elly—z| = [DFEly—=].

Ende der 15. Vorlesung. () Da U offen und zusammenhaengend ist, ist es wegzusammenhaen-

gend. Sei nun 7 : [0,1] — U mit (0) = z, v(1) = y gegeben. Da
U offen ist und v stetig, konnen wir ohne Einschrankung annehmen,
dass v stueckweise linear ist, d.h. es gibt p =2, 21,...,2, =y € U, so
dass v durch die Verbindungsstrecken zwischen x; und x;,; beschrie-
ben ist . Dann gilt nach (a) oder (b) f(x;) = f(x;41). Damit folgt die
Behauptung. O

3. Hohere Ableitungen und der Satz von Taylor

Es heisst f stetig differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen aller
fi, i =1,...,m existieren und stetig sind. Ist f einmal stetig differen-
zierbar und existieren alle ersten Ableitungen der partiellen Ableitunge
D;f; und sind stetig, so nennte man f zweimal stetig differenzierbar
und nennt die D;D; f;, die zweiten partiellen Ableitungen von f. In-
duktiv definiert man dann die (¢ + 1)-ten partiellen Ableitungen von
[ als die ersten Ableitungen der p-ten Ableitungen D;, ... D; f (falls
existent).

DEFINITION. Sei U C RY offen. Die Funktion f : U — RM heisst -
mal stetig differenzierbar, wenn alle g-ten partiellen Ableitungen Dy, ... D;, f
auf U existieren und stetig sind.

Es zeigt sich, dass die Reihenfolge der partiellen Ableitungen keine
Rolle spielt (wenn f genuegend oft s t e t i g differenzierbar ist).

THEOREM. (Satz von Schwarz) Sei U C RN und f: U — RM. Ist f
zweimal stetig differenzierbar, so gilt fuer jedesp € U, k € {1,..., M}
und i,5 € {1,...,N}

DiDjfk(p) = D;D, [ (p).

Beweis. Wir konnen die Situation ohne Einschraenkung etwas verein-
fachen:

e Es geniigt eine Komponente k € {1,...,n} zu betrachten, d.h.
ohne Einschraenkung setzen wir M = 1 voraus.

e Fiir ©+ = j gibt es nichts zu beweisen

e Wir setzen ohne Einschraenkung voraus N = 2 und setzen
i=1, j=2und N = 2. (Ansonsten umnummerieren.)

e Betrachte 0. B.d. A. p=0
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Es ist somit zu zeigen: D1 D, f(0) = DDy f(0).
Seien t, s € R. Wir betrachten nun
A(S’ t) = (f(sv t>_f(87 0))_(f(07 t)_f(ov O)) = (f(sv t)_f(ovt»_(f(sa 0)_f(0v O))

Dann gilt fuer diesen Ausdruck also

) = (f(s,t) = f(5,0)) = (f(0,£) — f(0,0))
(g(r) = f(r,t) = f(r,0)) = g(s) —g(0)
(MWS) =d'(s1)(s—0) fiir s; € (0, s)
) = s(D1f(s1,t) — D1f(51,0))
) = s(h(t) — h(0))
= sth'(t1) mit ¢; € (0, 1)
= stDy Dy f(s1,11).

Die andere Darstellung von A liefert nach analoger Rechnung dann

A(S7t) = (f(svt) - f(ovt)) - (f(S,O) - f(0,0))

= StDngf(Sg,tg) mit s, € (0, 2), ty € (O,t)
Fuer s,t # 0 kann man dividieren und erhaelt
DyDy f(s1,t1) = D1Dof(82,12).

Betrachtet man nun den Grenzwert (s,t) — (0,0) so folgt aus der
Stetigkeit der zweiten Ableitungen also

D1 D5 f(0,0) = DaD1£(0,0).
Das beendet den Beweis. O

FOLGERUNG. (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen) Sei U C
RY offen und f : U — RM p-mal stetig differenzierbar, so kénnen in

Dj,....D; f
die partiellen Ableitungen beliebig vertauscht werden.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Satz von Schwarz. O

DEFINITION. Fir U C RN offen und ¢ € N sei €4(U,R™) der Vektor-
raum der q-mal stetig differenzierbaren Funktionen f: U — R™. Fir
f e el (URM) und r € N mit r < q definieren wir
Dif=D;...D;f (D?f;:f)
!

Fiir {j1,...,jq.} € {1,...,N}9 bezeichne o; die Anzahl des Auftretens
der Zahl i unter den j,. Dann gilt f € €1(U,RM), r <q

Djl e quf - l)tll1 e D%Nf
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Fiir Multiindizes o = (o, . .., ay) € N sei im folgenden
N
la| == Zaj der Betrag/die Linge von o,
j=1
N
al = Ha]-! die Fakultdt von «,
j=1
N
=g =g mit v = (&,...,6x) € RY
j=1
N
Df =Dy ... DY f =] D) f mit f € €P(U,RM), |a| < ¢
j=1

Anwendung. (Uebung) Die Multiindexschreibweise kann anhand des
Polynomischen Satzes verdeutlicht werden (auf einen Beweis wird an
dieser Stelle verzichtet):

N !
(o) - 2 b

a:lal=k

Wendet man diese Formel zum Beispiel auf (a + b)® an, so ergibt sich:

3! 3! 3! 3! 3!
b 3 — T Y (3,0) U (20 o (12) o
(a+9) ;g a0 Tt Teogt T 0,3)!
_ 3| 310 3' 271 3' 112 3| 073 _ 3 2 2 3
—gab +aa b +§a b +§ab =a’ + 3a”b+ 3ab” + b

Mit den vorigen Resultaten und den obigen Beziehungen sind wir nun
in der Lage den Taylor’schen Satz auf Funktionen von N Variablen zu
iibertragen.

THEOREM (Taylor). Sei U C RY offen, ¢ > 1, f € €YU, R) und
p € U. Dann gilt fiir alle x € U, fir die die Verbindungsstrecke von p
und x wn U liegt:

f) = 32 D)~ )" + Ryla)
lal<q
mait
Re)= 3 —Df(p+ i —p)e—p)*  mitd € (0,1)

|a|=g+1

Bemerkung / Verdeutlichung. Zur Verdeutlichung geben wir dieses
Resultat fir ¢ = 0,1,2 explizit an. Sei dazu x = (§,...,&{y) und

X

(0,3)
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p=(p1,...,pn). Dann gilt:

¢=0:  fl&)=fp)+ Y Dif(p+ 9z —p)& —&y)

= f(p)+ (Vf(p+9(z—p),z—p)

7,k=1

0=2 @)= )+

Bemerkung. Die Terme zweiter Ordnung koénnen als quadratische
Form der Hesse-Matrix

H(f)():H(> (D Dkf( ))]k 1

aufgefasst werden. Fiir ¢ = 2 lautet dann f(z):

£() = 0) + V), (2 = p)) + 5 CH )~ p), (&~ p) + Rol)

Beweis. Der Satz wird bewiesen durch Riickfiihrung auf den eindimen-
sionalen Fall. Dazu sei

y=(m,...,0m) = (x —p)
g: [-e,1+¢] =R

9(t) = f(p +ty) = (f o h)(t), mit h(t) = p+ty
wobei € > 0 so klein gewéhlt sei, dass das Gesamtstiick
{p+ty|te[—e1+e]}

ganz in U liegt (moglich, da U offen).
Offensichtlich ist g stetig differenzierbar und mit der Kettenregel folgt

g=1 flx)=fp)+ ZDjf(P)(fj — &) + % > DiDf(p+ 0z —p))(& — o) (& — &

Ende der 16. Vorlesung
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Ist ¢ > 1, so ist auch ¢’ stetig differenzierbar und es gilt:

Z JdtD f(p+ty)
2"

ZDD fp+ty)m

(XN: >2 flp+ty)

wobei der Term (3 n;D;)? formal auszumultiplizieren ist. Allgemeiner
erhlt man durch 1ndukt1ve Anwendung des Verfahrens fiir £ < g+ 1

(L) = (Zm%) flp+ty)

wobel auch hier die k-te Potenz formal auszurechnen ist.
Nach dem Polynomischen Satz (siehe oben) gilt fiir beliebige z =
(¢,...,¢n) ERY und k € N

N k %
(o) - 2
Jj= a:|la|=k

In dieser Formel ersetzen wir ((y, ..., y) durch (D1, ...,nyDy). Da-
mit erhalten wir

k
1

1
= Za(le,---,nNDN)O‘ flp+ty)
|a|:k ’

=37 .Daf (p+ty)

laf=k

Die Taylorsche Formel liefert fiir ¢ € [0, 1]

q
1 —
9(t) = Y 739 O + Ry(t)
k=1
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mit E;(t) = ﬁtqg@(ﬁt) mit 0 < ¥ < 1. Damit erhalten wir:

fl)=o() =3 $g<k><o> + Ry (1)
— k!
= Z Z D“f (p) + Ry(1)
-y ai ()~ )" + Ryl)
la|<q
mit
— 1 it
Ryfe) = (1) = ™0
= > LDf(p+y)
|o|=g+1 ’
= ) ﬁD“f(p +3d(z —p))(z—p)*
la]=g+1
Das liefert die gewuenschte Aussage. O

4. Extrema von Funktionen

Wie im eindimensionalen Fall werden wir Kriterien fiir (lokale) Extrema
von Funktionen mehrerer Veranderlicher (im Inneren eines Gebietes U)
angeben.

DEFINITION (Extrema im mehrdimensionalen Fall). Sei U C RY ge-
geben, f: U — R undp € U. Dann hat f in p ein lokales Mazimum
falls ein 6 > 0 existiert, sodass gilt

f(@)3f(p)

fuer alle © € U mit |v —p| < 6. Es hat f h in p in strenges lokales
Mazimum - fqlls ein 6 > 0 existiert, sodass gilt

Minimum>

f(@)sf(p)
fuer alle © € U mit 0 < |x —p| < 0.
Bemerkung.

THEOREM. (Notwendige Kriterien fiir Extrema) Sei U C RN offen,
p € U und die Funktion f: U — R sei differenzierbar in p. Hat f in
p ein lokales Maximum bzw. Minimum, so gilt

Vip) =
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Beweis. Da f bei p differenzierbar ist, sind die Funktionen

g (—e.e) = R, g,(t) = F(p+ te,)
in ¢t = 0 differenzierbar fuer jedes j = 1,..., N. AuBlerdem haben sie
bei 0 ein Extremum. Damit folgt

40) =0 = 5 10).

Das beendet den Beweis. O

Bemerkung. Ist M C R" beliebig und f : M — R differenzierbar im
Inneren von M, so liefet dieses Theorem eine notwendige Bedingung
fuer Extremwerte im Inneren von M. Das Verhalten von f auf dem
Rand muss dann natuerlich noch getrennt untersucht werden.

Erinnerung. Eine N x N Matrix A heifit positiv definit, falls fiir alle
r € RV \ {0} gilt
(Az,z) > 0.
Sie heisst positiv semidefinit, wenn fuer alle z € RY \ {0} gilt
(Az,x) > 0.
Durch Diagonalisieren von A sieht man leicht, dass gilt
(Az,z) = Ay l®

mit A\, := kleinste Eigenwert von A, wobei Gleichheit gilt fuer x aus
dem Eigenraum zu A,,. Damit folgt, dass A positiv (semi)definit istk,
genau dann, wenn die Eigenwerte von A strikt positiv bzw. nichtnegativ
sind. Entsprechend definiert man negative (semi)definite Matrizen.

THEOREM. (Kriterien fiir Extrema) Sei U C RY offen, f € €*(U,R)
und p € U. Dann gilt:

e (Notwendiges Kriterium) Hat f bei p ein (lokales) Ygwimum g0
gilt V f(p) = 0 und die Hesse-Matriz (DyD; f(p)) Yy, ist i
semidefinit.

o (Hinreichendes Kriterium) Gilt V f(p) = 0 und die Hesse-

Matriz ist b5 definit inp, so hat f ein striktes lokales }jazimum
m p.

Bemerkung. Obiges Theorem liefert im eindimensionalen Fall gerade
die uns schon bekannte Charakterisierung.

Beweis. Wir zeigen zunaechst die notwendige Bedingung: Nach obigen
Satz gilt Vf(p) = 0. Angenommen H (p) ist nicht negativ semidefinit,
dann existiert ein y € RV, |y| = 1 und (H(p)y,y) > 0. Da f € €*(U,R)
ist, existiert ein § > 0 mit

(H(p)y,y) >0
fuer alle x € U mit |z — p| < .
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Dann folgt mit dem Satz von Taylor fiir alle t € (0, 0]

Fo+ 1) = f(B) +0+ 3 Do+ D)l

= f(p) + % > *DiD; f(p + Oty)miny

= f(p) + %tg (H(p + 9ty)y, y)
> f(p)

Wir zeigen nun die hinreichende Bedinung:
Sei Df(p) = 0 und (D;D;f(p)):; negativ definit, dann gilt also mit
Y= )

N

0> Y DiD;f(p)nin; = (H(f)(p)y. y)

ij=1
fiir alle y mit y # 0.
Da die Abbildung
SY={yeR" : |yl=1} = Ry~ (H(f)(P)y,y)

stetig ist, nimmt sie auf dem kompakten SV ihr Maximum an. Es gibt
also ein A > 0 mit (H(f)(p)y,y) < —A fiir alle y mit |y| = 1. Da alle
D;D;f stetig sind, existiert ein 6 > 0 mit

A
|[DiD; f(2) = DiD; f(p)| < 5775

fur alle z € U mit |z — p| < 0. Damit folgt

N
(H(f)(@)y,y) = > DiD;f(z)nm;
ij=1
v
= > (DiD;f(x) — DiD; f(p))nin; + (H(f)(p)y, y)
ij=1
A A
2574573
fir alle y mit |y| = 1,

= (H(P)@)v) < 5ol

fiir alle |y| # 0,

= (H(f)(@)y,y) <0
fiir alle y # 0 und 2 mit |z — p| < 4.
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Mit dem Satz von Taylor folgt also
1

f(z) = fp) + Df(p)(x = p) + 5 (H(f)(p + I(z = p))(x —p), (x —p))
fiir ein ¥ € (0,1), also

f(@) = flp) <0
fir |z —p| <, = # p.
= f hat in p ein striktes Maximum.
Die Aussage iiber Minima folgt analog (z. B. f durch —f ersetzt) [

Bemerkung.

e Der Beweis nutzt: A nahe B = (Ay,y) nahe (By,y)
e Der Beweis zeigt: A negativ definit, grofiter Eigenwert ist — A,

B nahe A, B symmetrisch ;= grofiter Eigenwert von B ist
nahe —\,



KAPITEL 15

Implizite Funktionen und lokale Invertierbarkeit

In diesem Abschnitt untersuchen wir (lokale) Loesbarkeit von Gleichun-
gen der Form
F(z,y)=0

nach x bzw y bei gegebenen y bzw. x.

Wir beginnen mit einer Diskussion von lokaler Invertierbarkeit. Zur
Einstimmung betrachten wir zwei Spezialfalle.

Beispiel. Sei [ ein Interval in R und f : I — R stetig. Dann hat
f eine Umkehrfunktion genau dann wenn f streng monoton ist. Das
ist eine gute Charakterisierung aber unter Umstaenden nicht einfach
zu pruefen. Ist f stetig differenzierbar, so wird die Lage einfacher: Ist
f'(p) # 0 so ist f lokal invertierbar. (Denn dann hat f” in der Naehe
von p festes Vorzeichen und ist damit nach dem Mittelwertsatz streng
monoton.) Die (lokale) Inverse g ist stetig diffbar mit
1

/
9y =+~
)= F@
mit f(z) =y.
Beispiel. Sei L eine lineare Abbidlung von RY nach RY und f :
RY — RY, f(z) = a+ Lz. Dann ist f invertierbar genau dann, wenn
L invertierbar ist. In diesem Fall gilt fuer die Umkehrabbildung ¢ also
g:RY —RY g(y) =L 'a+ Ly

Insbesondere ist g stetig Diffbar mit

Dy(y) = Df(x)~".

In beiden Faellen gilt also: Ist f stetig diffbar und D f(z) invertierbar,
so ist f lokal invertierbar und seine Umkeharabbildung ist stetig diffbar
mit Dg(y) = D f(z)~". Tatsaechlich gilt folgender allgemeiner Satz.

THEOREM. (Satz ueber die Umkehrfunktion) Sei U C RN offen, f :
U — RY stetig diffbar, p € U, q := f(p) und Df(p) invertierbar.
Dann gibt es eine offene Umgebung V' von p eine offene Umgebung W
von q so dass folgendes gilt:

o fly:V — W ist bijektiv,

o die Umkehrabbildung g := (f|v)™' : W — V st stetig diffbar,

201
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o fuer alle x € V ist Df(x) invertierbar und es gilt Dg(y) =
Df(z)~" fuery = f(z).

Zeichnunyg.

Bemerkung.

e Ist die Umkehrfunktion g von f diffbar, so folgt mit go f = id
aus der Kettenregel, dass

1= Dyg(y)Df(x)
fuer y = f(x). Die Invertierbarkeit von D f(z) und die Formel
fuer Dg(y) sind also Konsequenzen der Diftbarkeit von g.

e In einer Dimension gilt: Ist f : R — R stetig diffbar mit
Df(x) = f'(x) # 0, so hat also f’ festes Vorzeichen, f ist
streng monoton und damit auf ganz R invertierbar. Wir zei-
gen nun an zwei Beispielen, dass in beliebigen Dimensionen
globalen Invertierbarkeit i. a. nicht gilt, auch wenn D f ueber-
all invertierbar ist.

Beispiel. Sei f: R?\ {0} — R?\ {0}, f(&,&) = (& —
£3,2€1€2). Dann gilt
Df(&1, &) = (26 — 26,28 26).
Also det Df(&1,&) = 4(2+&2) # 0. Damit ist D f ueberall in-

vertierbar. Aber es ist f nicht injektiv, denn es gilt f(—¢&;, —&) =

f(gl, fg) (Setzt man z = 51 +7:§2, So ist f(fl, 52) = (?RZQ, %22>.
Es handelt sich also bei f um die komplexe Quadratfunktion

und bei D f umd die Multiplikation mit 2z.)

Beispiel. Sei f: R? — R2, f(£1,&) = e¥1(cos &y, sin&y).
Dann ist f nicht injektiv. Aber die Ableitung ist ueberall in-
vertierbar: Es ist D f(£1,&) = €51 (cos &y —sin &y, sin & cos&y).
Alsoist det Df = e # 0. Aber esist f(&1, &) = f(&1, &+27).
(Setzt man z = & + i€ so ist f(z) = (Re?, Fe?). Es handelt
sich also um die komplexe Expnentialfunktion und ihre Ablei-
tung.)

Zur Vorbereitung auf den Beweis des Satzes beweisen wir zwei Resul-
tate.

LEMMA. Sei A : RN — RY linear. Dann sind aequivalent:

(i) Es ist A invertierbar.
(ii) Es gibt ein C > 0 mit |Az| > C|z| fuer alle v € RN
(ili) Es ist 0 nicht Eigenwert von A.
In diesem Fall kann C = ||A—1—1H gewaehlt werden.

Beweis. ()= (ii): Sei y = Az. Dann gilt nach (i) also z = A~ 'y.
Damit folgt
2| < A7 Iy
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Das liefert dann .
ly| > ——l=|.
A=

(il)= (iii): Das ist klar.
(ili):== (i): Nach (iii) ist A injektiv. Damit ist es bijektiv. O

PROPOSITION. Sei h : BR(0) C RN — RY stetig und differenzierbar
in Ur(0) und

¥ Up(0) — R, ¢(x) = |h(x)|*.
Hat v ein Extremum p in Ug, so gilt Dhth(p) = 0. Insbesondere ver-
schwindet also h in p, wenn Dh auf ganz Ugr(0) invertierbar ist.

Beweis. Das folgt direkt durch Bilden des Gradienten:

0=0;0(p) =0; ) h(p)* =2 NOhu(p) - h(p).

4

Bemerkung.

e Die Aussage ist bemerkenswert, weil auf den Funktionswert
im Extremum geschlossen werden kann (und nicht nur auf den
Gradienten).
e (Uebung) Ist h : RY — R stetig differenzierbar mit
— Dh(x) invertierbar fuer alle z € RY,
— |h| — oo fuer x — oo,
so gibt es ein x € RY mit h(z) = 0.
Wir kommen nun zum Beweis des Satzes ueber die Umkehrfunktion.
Beweis. Wir setzen

A= LD > 0
Es ist A die einzige relevante Groesse in unserem Beweis!
Da f stetig differenzierbar ist, existiert ein 5> 0 mit
IDf(x) = Df(p)| <A

fuer alle z € U mit |z — p| < é. Da U offen ist, gibt es ein § > 0 mit
d < 6 und Us(p) C U. Setze

V= Us(p) C U.

Dann gilt also
IDf(z) = Dfp)| < A (x)

fuer alle z € V.

Zwischenbehauptung: Fuer alle z, 2" € V gilt | f(z) — f(2')| > Nz —2'].
Bew. ZB: Sei ¢(x) = f(z) — Df(p)(x — p) — f(p, also

f(x) = f(p) + Df(p)(x —p) + ¢(x).
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Dann gilt:
(@)= f@'| = IDf(p)a—a) + p(z) — o)
(A=Ugl) = [Df(p)(a—2)|—[o(z) = p(x)
(Lemma) > 2|z —a'| —|p(z) — p(a))]
() > 2\z—2'| =Nz —2|

Az — 2]

(!: Das folgt aus dem Mittelwertsatz:

lp(x) — p(z)] < D]z — =]
= |IDf() — Df(p)|l]x — 2|
€V, DefV) < Mo—2])

Nach diesen Vorbereitungen koennen wir nun die Aussagen des Satzes
(in anderer Reihenfolge) beweisen.

Behauptung. Fuer alle x € V ist D f(x) invertierbar.
Bew. Es gilt

[Df(z)yl = [Df(p)yl = [(Df(z) = Df(p)yl
(Lemma, Def. V. X) > 2A|y| — Aly|
= Alyl
Damit foglt die Aussage nach dem Lemma zur Invertierbarkeit.

Behauptung. W := f(V) ist offen.

Bew. Sei y := f(z') € W beliebig. Sei § := ¢ — |[z' — p|, e := 35 . Wir
zeigen U.(y') C W. Zeichnung.

Sei also z € U.(y') beliebig. Damit folgt also

2 €Uy (y) ()
fuer ein 0 < r < §'. Wir betrachten
) Br(x/) — [0,00),¥(z) = |f(x) — 2\2.

Da 1 (offenbar) stetig ist, nimmt es auf dem kompakten B,(z') sein
Minimum an. (Wir muessen zeigen, dass dieses Minimum 0 ist.) Wir
zeigen nun, dass das Minimum im Inneren angenommen wird: Fuer x
auf dem Rand von B,(z') gilt |# — 2’| = 7 und damit

(o) =If(@) =2 = (f() = fl@)] -y —z])°
(ZB,(x)) > (Ar—%)\r)Q

= (%)\T)Q.
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Fuer den Mittelpunkt 2’ von B,(z') gilt aber
PN U
V(@) =1f2) =2 =y —2" < (GAr)~

Damit wird also das Minimum im Inneren von B,(z') angenommen.
Dann muss aber nach dem vorigen Lemma (mit h = f — z) fuer den
entsprechenden Punkt x,, gelten

0= Df(xm)t(f<xm) - Z)‘

Da D f(z,,) invertierbar ist (nach vorigen Behauptung) folgt also f(z,,)—
z = 0. Das liefert die gewuenschte Offenheit.

Behauptung. f 'V — W ist bijektiv.
Bew. Nach Definition von W ist f surjektiv. Nach ZB ist f injektiv.

Behauptung. Es ist g = (f|y)~! differenzierbar mit Dg(y) = D f(x)™!
fuer f(z) =yv.

Bew. Wir betrachten nur den Punkt y = ¢ = f(p). (In den anderen
Punkten von V' koennen analoge Betrachtungen gemacht werden, da
Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist.) Sei ¢ = %5 wie oben zu

z' = p gewachlt. Dann gilt also U.(q) € W, Us(p) C V. Zeichnung.
Fuer y € RY mit |y| < € gilt dann

glg+y) =p+zx

mit |z] < § und

Wl =1+ ) —al = 10 +2) — )] = Aa| (+).

Wegen Ende der 18. Vorlesung
fp+x)=f(p)+ Df(p)r+ ¢f(p+ )

d.h.
¢+y=q+Dfp)r+es(p+r) (xx4)

mit

o(p+ )

—0,x —0
|z
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folgt dann
lola-+9) —o(0) = DI 'yl = ke = DFw)
1
- mlDf(p)_l(Df(p)w —y)]
1
(k% %) = m|Df(p)_190f<p + )|
1
< mllDf(p)_llHSOf(p + z)|
1
(k%) < mlw(pw)l
0,y — 0 (&L 2| = 0).
Das beendet den Beweis. O

In der bisherigen Diskussion haben wir versucht, die Gleichung

g(z,y) = flx) —y =0
bei gegebenen y nach x aufzuloesen, d.h. x als Graph einer Funktion
von y darzustellen. Wir fragen nun, wieweit das fuer allgemeine Funk-
tionen g moeglich ist. Dazu vertauschen wir die Rollen von x und y
und betrachten g : RY x RM — RM und seine Nullstellenmenge

N =N(g) :={(2.y) : g(x,y) = 0},

Die Frage lautet, ob A lokal als Graph darstellbar ist d.h. ob man y als
Funktion von x schreiben kann y = g(z). Es geht also um das Aufloesen
der Gleichung g(z,y) = 0 nach y als Funktion von z.

Beispiel. (Einheitskreislinie) Sei g : RxR — R, g(x,y) = 22 +y*—1.
N ={(z,y) eR*: 2* +¢* = 1}.

Dann gilt:Zeichnung.

N N {y > 0}: Oberer Halbkreis y = /1 — z2.

N N {z < 0}: Linker Halbkreis 2 = —/1 — ¢2.

N N {y < 0}. Unterer Halbkreis y = —/1 — 22.

N N {z > 0}: Rechter Halbkreis. z = /1 — 2.

Die Gleichung kann also lokal nach x bezw y aufgeloest werden. Das
Aufloesen nach y ist dabei in Bereichen mit 9,g(x,y) = 2y # 0 moeglich
und das Aufloesn nach z in Bereichen mit 0,¢(x,y) = 2x # 0.

Beispiel. (Hoehenlinien einer Landkarte) Sei g : Landkarte — R,
g(p) = Hoehe von p ueber dem Meeresspiegel. Sei fuer ¢ € R

N, :={p € Landkarte : g(p) — ¢ = 0}.

Dann ist NV, gerade die Hoehenlinie zu c. Zeichnung
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Notation. Fuer z € RY x RM schreiben wir 2z = (z,y) mit x € RY
und y € RM. Ist W Cc RN x RM offen und ¢ : W — RM diffbar, so
setzen wir

DJ:Q(Z> = (3jgi(z))i:1 ,,,,, M,j=1,..N = Matrixmalen

Dyg(z) = (0j4n9i(2))i=1,..mj=1,...m = Matrizmalen.

Damit gilt dann also
Dg(z) = (Dyg(2) Dyg(2)).
Wichtig. D,g(z)) ist eine quadratische Matrix (M x M Matrix).

THEOREM. (Satz ueber implizite Funktionen) Sei W C RY x RM offen
und g : W — RM stetig diffbar. Sei

N = {(z,y) € W: g(z,y) = 0}.

Ist zy = (p,q) € M und D,g(z) invertierbar, so existieren offene
Umgebungen U von p und V von q und ein stetig diffbares f : U — V
mit

NN (U x V)= Graph von f ={(z, f(x)) : 2 € U}

sowie Df(z) = —Dyg(z, f(x)) ' Dyg(z, f(z)).

Kurz: Ist g(p,q) = 0 und Dy,g(p, ¢) invertierbar, so kann man die Loe-
sung von ¢(z,y) = 0 in einer Umgebung von p als Graph darstellen.

Zeichnung.

Beweis. Wir zeigen zunaechst die Existenz von f.

Idee (vgl. Zeichnung). Nach dem Satz zur Umkehrfunktion ist um (p, q)
herum ist jeder Punkt eindeutig durch seine x Koordinate und den
Wert von g beschrieben. Daher koenen wir (x, g) als Koordinatensy-
stem verwenden. Das liefert eine Zerlegung der Umgebung von (p, g)
in Konstanzflaechen von g¢. Diese sind nach Konstruktion (Bilder von)
Graphen.

Hier sind die Details: Sei G : W — RY x RM | (z,y) — (z,9(z,v)).
Dann gilt

G(p,q) = (p,0)

. 1n Onnr
DG(}% Q) = < ng(p, q) Dyg(pa Q) ) '

sowie

Damit folgt
det DG(p,q) = det Dyg(p,q) # 0
nach unserer Vorrausetzung an die Invertierbarkeit von D, g(p, ¢). Nach

dem Satz ueber die Umkehrfunktion gibt es also offenen Umgebungen
W von (p,q) und W von G(p,q) = (p,0), so dass G : W — W
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bijektiv mit stetig diffbarer Inverser ist. Ohne Einschraenkung (sonst
Verkleinern) koennen wir

WO x T
mit Umgebungen (7}, von p und Uy von 0 annehmen. Nun koennen

wir W in Konstanzflaechen (der zweiten Koordinate) zerlegen (offen-
bar). Zurueckziehen mit G eine Zerlegung von N'NW in Konstanzflae-
chen von g.Zeichnung. Nach Konstruktion sind diese Konstanzflae-
chen aber gerade Graphen. Denn: Waehle Umgebung U von p und V
von ¢ mit U x V.C W und G™H(U x {0}) C U x V (ggf. Verkleinern).

Sei
W:RNXRM—JRM,(Z )ng((),l;@(i),

L:RN—>RNXRM,:U»—>(‘£):(16V>$.

f=m0Glor:U—V
die gewuenschten Eigenschaften.

e ¢, bildet U auf U x {0} ab, x — (z,0).

e G ! bildet Ux {0} abnach UxV, (x,0) — (x,y) mit g(x,y) =
0.

e 7 bildet U x V nach V ab (z,y) — y, wobei fuer die in Frage
kommenden (z,y) gilt g(x,y) = 0.

Es bleibt die Ableitung zu berechnen. Nach Kettenregel ist f differen-
zierbar und es gilt

Df(z) = Dr(G™'(t(x)) DG (u(z)) De(x).
Es ist (beachte 7, linear):

D=1, Dr=m.

Dann hat

Weiterhin gilt

_ 1n Onm 1N On
DG(x,y) = ( Dag(z,y)  Dyg(x,y) ) - ( Ly L )
mit L; = D,g(x,y) und Ly = D,g(z,y). Damit ergibt sich das Inverse
(Probe!) zu
DG — ( Iy Onm )
~Ly'Ly Lyt )
Insgesamt folgt

1 0 1 _
prw =00 ( P ) () =Lt

und das ist die Behauptung. U

Eine Reihe von Kommentaren sind angemessen.
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Bemerkung.
e Sind f, g diffbar mit g(z, f(z)) = 0 und Dyg(x, f(x)) inver-

tierbar, so folgt aus der Kettenregel

0= Dyl f(0) (g ) = Deslef(2)) + Dugl F) DS ).

Damit ergibt sich die Formel fuer die Ableitung von f

Df(x) = —Dyg(x, f(x)) " Dug(a, f(2)).
Auch hier folgt also die Formel fuer die Ableitung von f auto-
matisch aus der Differenzierbarkeit von f und der Kettenregel.
e Im allgemeinen werden wir die Funktion f aus dem Satz nicht
explizit bestimmen koennen. Es ist bemerkenswert, dass wir
trotzdem die Ableitung von f berechnen koennen.
e Ist D,g(p, q) nicht invertierbar, so ist i.a. eindeutiges Aufloe-
sen von y nach z in Umgebung von p nicht moeglich:

Beispiel (kein eindeutiges Aufloesen moeglich):
9:R* — R g(x,y) =2"+y" 1, (p,q) = (1,0).
Beispiel (gar kein Aufloesen moeglich)
h:R* — R, g(z,y) = 2" + 3% (p.q) = (0,0).

e Statt ¢ = 0 kann man auch g = ¢ betrachten. (Dazu ersetzt
man einfach g durch g =g —c...)

o Ist W C RN x RM offen und g : W — RM stetig diffbar
mit g(zo) = 0 und RangDg(zy) = M, so kann man den Satz
nach Umsortieren der Koordinaten anwenden. (Vgl. Beispiel
mit Einheitskreis.)

e Wir haben den Satz ueber implizite Funktionen mittels des
Satzes ueber die Umkehrfunktion gezeigt. Man kann auch um-
gekehrt vorgehen. Dazu betrachtet man g(z,y) = f(z) — y in
einer Umgebung von (p,q) mit f(p) = ¢ d.h. g(p,q) = 0. Ist
D, f(p) invertierbar, so ist D,g(p,q) invertierbar und damit
nach dem Satz ueber implizite Funktionen also x nahe an p
als Funktion von y nahe ¢ darstellbar. (Details: Uebung).

Ende der 19. Vorlesung.



KAPITEL 16

Untermannigfaltigkeiten, bedingte Extrema und
all das

Untermannigfaltigkeiten sind die glatten Gebilde im Raum. Sie sind
lokal Nullstellenmengen von glatten Funktionen oder aequivalent lokale
Graphen. Zeichnungen. Kreis, Sphaere, Torus, Parabel.

Notation. Die Nullstellenmenge einer Funktion g bezeichnen wir wei-
terhin mit A'(g), d.h. zu g : W C RY — R* definieren wir

N(g) == {z € W : g(=) = 0} = N N (g)).

Den Graphen einer Funktion f bezeichen wir mit G(f) d.h. zu f: U C
RY — RM definieren wir

G(f) :={(z, f(x)): 2 €U} c RY x RM,

DEFINITION. Fine stetig differenzierbare Funktion f : U ¢ RY — RM
heisst regular in z, wenn D f(x) mazimalen Rang hat. Ist die Funktion
in jedem x € U regular, so heisst sie requlaer.

Bemerkung. Ist f : U C RY — RM regulaer, so gilt also

o falls M < N: RangDf(x) = M d.h. Zeilen von D f(z) sind
linear unabhaengig.

o falls N < M: RangDf(z) = N d.h. Spalten von D f(z) sind
linear unabhaengig.

o falls N = M: D f(x) invertierbar.

Wie man am letzten Punkt sieht, ist Regularitaet eine Verallgemeine-
rung von Invertierbarkeit.

Beispiel.
e Ist g : W — R stetig diffbar, so ist g genau dann regular,
wenn Vg(z) # 0 in jedem z € W.
o U C RY offen, f : U — RM stetig differenzierbar. Dann
ist £ : U — RY x RM F(z) = (z, f(x)) regular. (Denn
DF(z) = (1,Df(x))" und damit RangDF = N.)

LEMMA. Sei X CRY, pe X und L < N. Aequivalent:
210
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(i) Es eistiert eine offene Umgebung W von p in RY und regu-
laeres g : W — RN"E mit X NW = N(g). ('X ist lokal eine
Nullstellenmenge.’)

(ii) Es existiert eine offenen Umgebung W von p € RN und ei-
ne offenen Menge U C RF und f : U — RN~L, und eine
Permutation P : RN — RN mjt

NNW = PG(f).
(’X ist lokal Graph.’)

Beweis. Die Richtung (i)== (ii) folgt aus dem Satz ueber implizite
Funktionen. Die Implikation (ii)== (i) folgt einfach durch Betrachten
von g(z,y) =y — f(z) (wenn man P = Id annimmt). O

DEFINITION. (Untermannigfaltigkeit) Eine Teilmenge X von RN heisst
Untermannigfaltigkeit der Dimension L, wenn sie in jedem Punkt p €
X eine der Bedingungen des vorangehenden Lemma erfuellt.

Bemerkung.
e Untermannigfaltigkeiten der Dimension N — 1 heissen Hyper-
flaechen. Sie sind also (lokal) Nullstellengebilde von reellwer-
tigen Funktionen.

e Alle Untermannigfaltigkeiten sind lokal Schnitte von Hyper-
flaechen (da N'(g) = NY "N (gx)).

Beispiele. Offenbar sind alle Graphen und alle Nullstellengebilde regu-
laerer Funktionen also Untermannigfaltigkeiten. Insbesondere gehoeren
dazu:

e Kreis (g(z,y) = 2> +y* —1=0)

e Die Sphaere SVt :={z e RV : [z — 1 =0} (g(&, ..., &) =

> 5]2- —-1=0.)
e Torus (Uebung)
e Parabel (Graph).

Wir fuehren nun die Tangentialflaechen und Normalen an Unterman-
nigfaltigkeiten ein. Zeichnung.

DEFINITION. Sei X C RN eine Untermannigfaltigkeit und p € X.
Dann heisst

T,X = {¥(0) : v: (—¢y,6,) — RN stetig diffbar, v(0) = p,v(—1,1) C X}
der Tangentialraum von X in p. Der Normalraum N, X von X in p ist
definiert als N, X :=T,X*.

THEOREM. (Beschreibung Tangentialraum und Normalraum) Sei X C
RY eine Untermannigfaltigkeit der Dimension L. Seip € X und W C
RN offen mit

pe XNW =N(g) =G(f) = Bild(F),
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wobei U C REY, offen, f : U — RN=L stetig diffbar, F : U — RV,
F(x) = (z, f(z)), g : W — R¥"L stetig diffbar und regulaer. Dann
qgilt

T,X = KerDg(p) = BildDF(py)
fuer p = F(po) = (po, F(po)). Inbesondere gilt

N—-L
T,X = ({Vg(®)}*. NX = Lin{Vg;(p) : j =1,....N ~ L}

j=1
sowte dimT,X = L, dimN,X = N — L.

Bemerkung.

e Eis zeigt Vg; in Richtung des staerksten Wachstum von g;.
In Richtung von T,X gibt es umgekehrt kein Wachstum der
g; (da Nullstellenmenge). Daher ist der Normalraum gerade
durch die Gradienten der g; aufgespannt. Zeichnung.

e Der Satz zeigt, dass T, X ein Unterraum ist.

Beweis. T,X C KerDg: Seiv € T,X beliebig und v zugehoerige Kurve
dhvy:(-1,1) — X, v(0) = p, 7¥/(0) = v. Dann gilt g oy = 0 also

0= (g907)'(0) = Dg(7(0))7'(0) = Dg(p)v.

BildDF C T,X: Sei w € RF beliebig, v : (—1,1) — X, ~(t) =
F(po + tw). Dann gilt

DF(po)w =+'(0) € T, X.
Damit folgt die Aussage.
Insgesamt zeigt dies
BildDF(py) C T,X C KerDg(p).
Weiterhin gilt:

dimKerD(g) = L

(nach Dimensionsformel N = dim KerDg+ dimBildDg und g regulaer
also dimBildDg = N — L)

RangBildDF(py) = L
(klar, betrachte Ableitung). Damit folgt dann

BildDF (py) = T,X = KerDg(p).

T,X = ﬂjy;lL{ng(p)}L: Das folgt sofort aus 1,X = KerDg(p).
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N, X = Lin{Vyg;(p) : j=1,...,N — L}: Es gilt

Lin{V,(p) -5 = 1., N~ L} = [ {Va,m)} = T,X.

Damit folgt dann durch Bilden des orthogonalen Komplementes die
Aussage. O

Bemerkung/Achtung. Die Gleichheit 7,X = KerDg = BildDF ist
gerade eine linearisierte Version von X = Ker(g) = BildF'. Aehnlich
ist D f(z) eine linearisierte Version von f. Tatsaechlich kann man fu-
er f:U CRY — V c RM die Ableitung D f(x) deuten als eine
Abbildung des Tangentialraumes RY = T,U in den Tangentialraum
RM =Ty, V.

Betrachtung von Untermannigfaltigkeiten ist in vielerlei Hinsicht nuetz-
lich. Wir lernen jetzt eine Anwendung auf sogenannte bedingte Ex-
terema kennen. Diese ist unter dem Namen 'Methode der Lagrange
Multiplikatoren” bekannt.

DEFINITION. Sei U C RY offen, X c U, f : U — R, p € X. Es
nimmt f in p ein bedingtes lokales Maximum / Minimum auf X an,
wenn ein 0 > 0 existiert mit

flz) < f(p)/f(z) > f(p)

fuer alle x € M mit |x — p| <.

Da X i.a. nicht offen ist, koennen die bisher entwickelten Methoden zur
Untersuchung von bedingten Extrema nicht angewendet werden. Wir
untersuchen nun den Fall, dass X eine Nullstellenmenge ist.

THEOREM. Seien K < N aus N gegeben. Sei U C RY offen, g : U —
RE stetig diffbar, L .= N — K, (dh. K =N — L)

X:=N(g) = ﬂN(gi)-

Sei p ein requlaerer Punkt von g also rangDg(p) = K (d.h. Vgi(p),
i=1,...,K, linear unabhaengig). Sei f : U — R stetig diffbar. Hat
f in p ein bedingtes lokales Extremum auf X, so gibt es reelle Zahlen
)\1,...,)\]{ mat

Vfp) = Z AiVg;(p).

Ist insbesondere X ein Untermannigfaltigkeit (d.h. jeder Punkt von X
ist regulaer), so gilt Vf(p) € N,X = T,X*.
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Interpretation. Zeichnung. Haette V f(p) eine Komponente in Rich-
tung von 7, X so koennte man auf X in dieser Richtung e wanderen
und dabei den Wert von f wegen

9.f(p) = (Vf(p)e)

vergroessern und durch Wandern in Gegenrichtung verkleinern. In ei-
nem Extremum kann also V f(p) keine Komponente in Richtung von
T, X haben, muss also in N, X liegen. Es ist aber N, X die lineare Huelle
der Gradienten der g; (nach dem vorigen Satz).

Beweis. Ohne Einschraenkung ist X UMK (sonst Verkleinern). Ist
v (—e,+¢€) — X eine stetig diffbare Kurve in X mit v(0) = p, so
hat

h:(—ee) — R, h(t) = f(7(t))
in 0 ein lokales Extremum. Daher muss gelten (Zeichnung.)
0= h'(0) = (Vf(p),7(0).

Da v beliebige Kurve in X durch p war, folgt Vf(p) L TpX, also
Vf(p) € N,X. Nach dem vorangehenden Satz folgt die Aussage. [

Verfahren/Methode der Lagrange Multiplikatoren. Um die Punk-

te zu finden, in denen moeglicherweise Extrema vorliegen, hat man das
Gleichungssystem ()

gi(p)=0,j=1,...,K, (K — Gleichungen)

K
Vi) = Z \;Vygi(z) (N — Gleichungen)

nach p = (p1,...,pny) und (A1,..., A\g) aufzuloesen. Das sind K + N
Gleichungen und K + N Unbekannte.
Bemerkung. Man erhaelt das Gleichungssystem () auch durch Be-
trachten von
K
F:UxRN —R, Flz,M,..., ) = f(z) = > Nigi(x)
j=1
und Bilden des Gradienten
L
VE(pA) = (Vi) =Y NVe0),01(0), -, 9x(p))
j=1

und Nullsetzen des Gradienten. Das ist unter dem Stichwort ’Ankop-
peln der Nebenbedingungen’ bekannt. Die sich ergebenenden \; heissen
Lagrangemultiplikatoren. In Beispielen koennen sie eine konkrete Inter-
pretation haben (Zwangskraefte, Schattenpreise....).

Ende der 20. Vorlesung
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Bemerkung. Die gesuchte Menge der bedingten Extrema und die be-
rechnete Menge, in der (x) gilt, koennen sehr verschieden sein: Seien

M, := {Extrempunkt von f auf X}.

M, := {Extrempunkt von f auf X, in denen Dg vollen Rang hat}.
M;:={zxeX:(x)}
Dann gilt
My D My C Ms.
Es gilt:
e M, nicht leer, falls X kompakt.
e Erste Inklusion ist Gleichheit, falls Dg ueberall auf X vollen
Rang hat, also X eine Untermannigfaltigkeit ist.
e Es koennen in M3 Punkte dazukommen.

FOLGERUNG. Sei U C RN offen, f : U — R stetig diffbar und
X C U eine kompakte Untermannigfaltigkeit. Dann nimmt f sein Ma-
zimum/Minimum auf X an und zwar in denjenigen Punkten von

{pe X :Vf(p) € NX}
in denen es mazimalen / minimalen Funktionswert hat.
Beispiel. U = R?, ¢(&,&) = &+ & -1, X = N(g) = S. Gesucht
Extrema von f:R? — R, f(z) = & + 2& auf X.

Da f stetig und X kompakt ist, nimmt f auf X auf jeden Fall Minimum
und Maximum an. Wir berechnen nun Gradienten von f und g. Es gilt

Vi) =(12), Vg(a)=2(&,&)"
Insbesondere gilt Vg # 0 auf ganz X und X ist eine UMK. Aufloesen
von (k) liefert dann die Extrempunkte von f auf M (und moeglicher-
weise noch mehr Punkte). Es wird (x) zu

§+&6G—-1=0 (1,2) = X2(&,&) = 0.
Aufloesen liefert (nach endlicher Rechnung):

V5 1 2
)‘IiT? (51752):i(ﬁ7_5

Es gilt f(\%,\%) = /5 (Maximum) und f(—-%, 2) = —/5 (Mini-
mum).
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Etwas Integrationstheorie

Das Riemann-Integral weisst eine Reihe von Problemen auf. In die-
sem Abschnitt lernen wir eine allgemeine Theorie der Integration ken-
nen, die diese Probleme (groefitenteils) umgeht. Grundobjekte sind
(Prae)Masse und Integrale von Elementarfunktionen. Diese werden dann
durch einen Vervollstaendigungsprozess zu Massen und Integralen von
(messbaren) Funktionen fortgesetzt.

Genauer ist die Idee ist folgende: Sei eine Menge X gegeben.

e Ordne (geeigneten) Teilmengen A von X ein Volumen / Mass
p(A) zu.

e Definere Integral auf Elementarfunktionen f = > ¢;14, durch
J fdp =37 cip(As).

e Setze fort. (Hier ist Arbeit zu leisten!)

Probleme des Riemann-Integrals

Das Riemann-Integral weist eine Reihe von Problemen auf. Dazu ge-
hoeren folgende:

e Viele 'schoene’ Funktionen sind nicht Riemann-integrierbar.
Beispiel: f:[0,1] — [0, 1], f(z) = 0 fuer z irrational und
f(z) = 1 fuer x rational. Dann ist f ueberall 0 bis auf eine
abzaehlbare Menge.

e Das Riemann-Intgral ist nicht gut vertraeglich mit Grenzwer-
ten. Es ist - im wesentlichen - nur vertraeglich mit gleichmaes-
siger Konvergenz.

Beispiel: Sei {g, : n € N} eine Abazaehlung von Q N[0, 1].
Sei f, = [0,1] — [0,1], fu(z) = 1 fuer x € {q1,...,q},
fn(x) = 0 sonst. Dann ist (f,,) gleichmaessig beschraenkt, je-
des f, ist Riemann-intbar mit [ f,dx = 0, es konvergiert (f,)
gegen f (aus dem vorigen Punkt) punktweise und f ist nicht
Riemann-intbar.

e Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen ist nicht
abgeschlossen unter Substitutionen.

Beispiel: Sei tan : (=5,5) — R und arctan : R —
(=5, %) Sei f =1(_r/2x/2). Dann ist f Riemann-intbar auf R,
aber die aus der Substitution entstehende Funktion g : R —

R, g(x) = foarctan ﬁ ist nur uneigentlich Riemann-intbar.

216



1. PRAMASE 217

Bemerkung. Diese Nachteile werden in einer Dimension durch den
grossen Vorteil des Riemann-Integral, die Gueltigkeit des HDI, ausge-
glichen. In hoeheren Dimensionen trifft das nicht mehr zu.

1. Pramafle

DEFINITION. Sei X eine Menge. Fine Familie R von Teilmengen von
X heisst Mengenring auf X, wenn gilt:

(R1) Die leere Menge () gehoert zu R.

(R2) Mit A, B in R gehoert auch AU B zu R.

(R3) Mit A, B in R gehoert auch A\ B zu R.

Dann schreibt man auch (X, R) fuer den Mengenring ueber X.

FOLGERUNG. Sei R ein Mengenring ueber X und seien A, B in R.
Dann gehoert auch AN B zu R.

Beweis. Es gilt ANB = A\ (A\ B). O
Beispiele.

e Sei X eine beliebige Menge. Dann bildet die Menge der endli-
chen Teilmengen von X einen Mengenring.

e Sei X = R. Dann bilden die Figuren d.h. die Vereinigungen
von endlich vielen beschraenkten Intervallen einen Mengen-
ring.

e Sei X = R". Dann bilden die Figuren d.h. die Vereinigungen
von endlich vielen achsenparallelen Quadern einen Mengen-
ring. (Es ist @ ein achsenparalleler Quader, wenn gilt Q) =
I x ... x Iy mit Intervallen [;.)

DEFINITION. Sei R ein Mengenring auf X. Eine Funktion p: R —
[0,00) heisst Praemass auf (X, R), wenn gilt

u( U Ay = Z w(Ay,) (o-Additivitaet)

neN
fuer alle Folgen (A,) in R mit
o A, NA,, =0 fuer alle n #m (A, paarweise disjunkt’)
e |JA, € R (Nicht selbstverstaendlich)

FOLGERUNG. Sei pu Praemass auf (X, R). Dann gilt

e u(0)=0
e u(AUB) = pu(A)+ u(B) fuer alle A, B aus R mit AN B = ().

Beweis. Es gilt ) = U,0. Damit folgt aus der o-Additivitaet

p(®) = 3 u(0).

Damit folgt x(@) = 0. Nun folgt die zweite Aussage leicht, indem man
die Mengen A; definiert durch

A=A A =B, A, =0, n>2
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und aus der o-Additivitaet schliesst
AU B) = =Y ul(A)) = u(Ar) + p(A2) + 0 = p(A) + pu(B).
Das beendet den Beweis. O

FOLGERUNG. Sei p Praemass auf (X, R). Dann gilt:
o Fuer A,B € R mit AC B gilt n(A) < u(B).
o Gehoeren A,, n € N, und A zu R und gilt A C UA, so folgt
p(A) < 30 u(Ay).
Beweis. Erster Punkt: Setze A; := A und A, := B\ A. Dann gilt nach
der vorangehenden Folgerung.

w(B) = p(Ar) + p(A2) > p(Ar) = p(A).
Zweiter Punkt: Definiere
Al =ANA A = (A,NA)\UZLA,.
Dann gehoeren die A;I zu R und sind paarweise disjunkt mit
A C A, und A=U(A,NA) =UA,.

Damit folgt also
= nA) <) p(A

Das beendet den Beweis. O
Beispiele.

e Sei X eine beliebige Menge und R der Mengenring der endli-
chen Teilmengen von X. Dann ist

p: R — No, u(A) := Anzahl der Elemente von A

ein Praemass. Es heisst das Zaehlpraemass.

e Sei X = R und R der Mengenring der Figuren (d.h. der Verei-
nigungen von endlich vielen beschraenkten Intervallen). Fuer
ein beliebiges Intervall I mit (a,b) C I C [a,b] definiert man
die Intervalllaenge || durch

lI| =b—a.

Es laesst sich nun jedes A aus dem Mengenring als disjunkte
endliche Vereinigung A = U?_; A; von beschraenkten Interval-

len schreiben und durch

AR — [0,00), A(A) =) |4
j=1
wird ein Praemass auf R definiert. Dieses heisst das Lebesgue-
praemass auf R.
(Bew: Mit Induktion sieht man leicht, dass man jede Fi-
gur als diskunkte Vereinigung von Intervallen schreiben kann.
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Die Wohldefiniertheit von A (i.e. Unabhaengigkeit von der ge-
waehlten Zerlegung in disjunkte Intervalle) folgt einfach.

Wir zeigen nun die o-Additivitaet. Diese wird in drei Schrit-
ten bewiesen:

Schritt 1: Zu jeder Figur A und jedem ¢ > 0 gibt es eine
kompakte Figur K und eine offene Figur U mit

KCACU und NU) —e < XA) < \K) +e.

Bew. Das ist klar fuer Intervalle. Da jede Figur eine end-
liche disjunkte Vereinigung von Intervallen ist, folgt es dann
fuer Figuren.

Schritt 2: Es ist A monoton und endlich additiv.
Bew. Das folgt leicht.

Schritt 3: Ist A € R die disjunkte Vereinigung von A,, € R,
so gilt

D 00A(A,) = AA).

Bew. <: Fuer jedes k € N gilt U*_, A,, C A. Damit folgt
nach Definition von A

STAAL) PE AU AL) < MA).

(Die letzte Abschaetzung folgt einfach.)

>: Sei € > 0 beliebig. Waehle nach Schritt 1 eine kompakte
Figur C' mit

C CAund MA) < AC)+e (x).
Waehle nach Schritt 1 zu jedem A,, eine offene Figur U, mit

A, € U, und MU,) < MA,) + Qin ().

Dann bilden die U,, n € N, eine offene Ueberdeckung von C
(und sogar von A). Aufgrund der Kompaktheit von C' gibt es
dann eine endliche Teilueberdeckung d.h. ein £ € N mit

Damit folgt dann:
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—~
*
~

MA) < NC)+e
k
((* x %), Monotonie) < X U U, +¢
n=1

k
(Endliche Additivitaet) < Y AMU,) +¢
n=1

() & c
< ;(A(Ak) + 2—n) +e
k
< > AAp) + 2.
n=1

Da e > 0 beliebig war, folgt die gewuenschte Ungleichung. )

e Sei X = R". Eine Teilmenge I von R" heisst Intervall (oder

achsenparalleler Quader), wenn es beschraenkte eindimensio-
nale Intervalle Iy,... Iy gibt mit I = [} x ... x Iy. Sei
R der Mengenring der Figuren (d.h. der Vereinigungen von
endlich vielen achsenparallelen Quadern). Fuer ein Interval
]:]1 x...xINsei

N

1] =15l

j=1
Es laesst sich nun jede Figur A in disjunkte Quader zerlegen
A =Uj_,I; und durch

AR — [0,00), A(A) =Z|Ij|

wird ein Praemass auf R definiert. Dieses heisst das Lebesgue-
praemass auf RY.

(Bew. Das folgt wie im eindimensionalen Fall.)
Sei X = R und R der Mengenring der Figuren (d.h. der Ver-
einigungen von endlich vielen beschraenkten Intervallen). Sei
¢ : R — R eine nichtfallende, rechtssetige Funktion. Setze

¢(z+) = lim ¢(y) = #(), (z—) = lim ¢(y).
Definiere nun fuer ein Intervall
1(la, bf) = ¢(b—) — ¢(a)
p1(la,b]) = ¢(b) — ¢(a)
([a, b)) = ¢(b—) — ¢(a—)
p([a,b]) = ¢(b) — ¢(a—).
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(d.h. es wird [ uebersetzt in — und | in +).

Es laesst sich nun jedes A aus dem Mengenring als dis-
junkte endliche Vereinigung A = U7_; A; von beschraenkten
Intervallen schreiben und durch

= jig: R —[0,00), u(A):= ZN(AJ')

wird ein Praemass auf R definiert. Es heisst das Stieltjes-
Praemass zu ¢.

Bemerkung: Setzt man ¢ = id, so erhaelt man gerade das
Lebesguepraemass.

(Bew. Die noetigen Bestandteile wurden mehr oder we-
niger schon beweisen. Wir skizzieren nur den Beweis der o-
Additivitaet. Dazu zeigt man zunaechst wieder folgendes:

Schritt 1: Zu jeder Figur A und jedem € > 0 gibt es eine
kompakte Figur K und eine offene Figur U mit

KCcACU und p(U) —e < p(A) < u(K)+e.

Bew. Das ist einfach fuer Intervalle. Da jede Figur eine end-
liche disjunkte Vereinigung von Intervallen ist, folgt es dann
fuer Figuren.

Anschliessend zeigt man dann in Schritt 2 die o-Additivitaet
von p wie bei im Falle des eindimensonalen Lebesge Praemass.

Wir kommen nun noch zu einem wichtigen Konzept, das beschreibt,
was wir vernachlaessigen duerfen.

DEFINITION. Sei p ein Praemasfl auf dem Mengenring (X, R). Fine
Teilmenge N C X heisst - Nullmenge, wenn zu jedem £ > 0 eine Folge
(Ayn) in R existiert mit

N C UA” und Z,u(An) <e.

Bemerkung. Nullmengen werden im allgemeinen nicht zu R gehoeren.

Notation. Sei p ein Praemasfl auf dem Mengenring (X, R). Dann sagt
man, dass eine Eigenschaft auf X pu-fast ueberall gilt, wenn es eine -
Nullmenge gibt, so dass die Eigenschaft fuer alle x € X \ N gilt.
Beispiele.

e > gp-fu. (dh.esexistiert u-Nullmengen N mit f(z) > g(x)
fuer alle z € X \ N).

o [ =g pfu(dh.esexistiert u-Nullmengen N mit f(z) = g(x)
fuer alle x € X \ N).

o f, — g pufu (dh. es existiert y-Nullmengen N mit f,(z) —
g(x) fuer alle x € X \ N).
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THEOREM. Sei p ein Praemasfl auf dem Mengenring (X, R). Die Ver-
einigung von abzaehlbar vielen Nullmengen Ny, k € N, ist eine p Null-
menge.

Beweis. Fuer jedes k € N existiert nach Voraussetzung an N eine
Folge AP in R mit

N C UA;’“) und Z,u(Aq(f)) < ;—k

Damit folgt
Ncl el Jap
k n,k

mit
€
S HA9) = S Al < 30 <
n,k k n k
Das beendet den Beweis. O

Bemerkung. Grundlegend fuer den gegebenen Zugang zur Integrati-
onstheorie sind folgende Bestandteile:

e Ein Grenzwertsatz fuer Integrale in Form der o-Additivitaet.
(Uebung)
e Die Vernachlaessigung von Nullmengen.

2. Integrale von Elementarfunktionen

In diesem Abschnitt lernen wir Integrale von Elementarfunktionen ken-
nen. Die Idee ist natuerlich

/ Y bilp dui="y bju(B;)
X j=1 j=1

zu definieren. Wir muessen aber etwas arbeiten, um die Wohldefiniert-
heit zu zeigen. Anschliessend untersuchen wir dann einfache Eigen-
schaften des Integrals auf den Elementarfunktionen.

DEFINITION. Sei R ein Mengenring ueber X . Eine Funktion f : X —
C heisst Elementarfunktion (Treppenfunktion), wenn ein N € N und
c1,...,cy € Cund By, ...,Byx aus R existieren mit

N
f = ZleBj.
7=1

Der Vektorraum der Elementarfunktionen wird mit E(X,R) bezeich-
net.
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Beispiel. X = R, R = Figuren. Dann handelt es sich bei den Ele-
mentarfunktionen gerade um die aus Analysis I bekannten Treppen-
funktionen.

PROPOSITION. Set R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass
auf R. Dann existiert zu jeder Elementarfunktion f = Z;\le cjlp, (mit
c1y...,cy € Cund By, ..., By aus R) Koeffizienten «; € C und paar-
weise diskunkte A; in R, j=1,..., K mit

o = ZailAi
¢ Zj bijp(Bj) = > cip(Ay).
Beweis. Das folgt leicht durch Induktion nach N. O

FOLGERUNG. (Wohldefiniertheit des Integrals) Sei R ein Mengenring
ueber X und p ein Praemass auf R. Gilt f = Zj\;l bjlp, = ZkK b;ng;
(mit b, b, € C und By, B,; aus dem Mengenring), so folgt

N K )
D bin(By) = bl
Jj=1 k

Beweis. Es reicht f:= ) bjlp, = 0= > b;ju(B;) = 0 zu zeigen.
Nach vorangehender Proposition existieren «; € C und paarweise dis-
junkte A; in R mit

0=f= ZailAi und ij,u(Bj) = Z%’M(Ai)-

Aufgrund der paarweisen Disjunktheit der A; muss dann gelten o; = 0
fuer alle 7 und die Behauptung folgt. O

DEFINITION. Set R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf
R. Ist [ = Z;.Vzlclej mit ¢i,...,cy € C und By,...,By aus R so
definiert man

/X fdp = /X F (@) du(x) :Zi::bju(Bj)-

(Das ist wohldefiniert nach voriger Proposition.)

PROPOSITION. (FEinfache Eigenschaften des Integrals) Sei R ein Men-
genring ueber X und p ein Praemass auf R. Dann ist die Abbildung

/:E(X,R)—>(C, f»—>/deu

linear und positiv d.h. es gilt

/(af +g) dp = a/fd,u + /gd,u (Linearitaet)



224 17. ETWAS INTEGRATIONSTHEORIE

fuer alle f,g € E(X,R) und a € CC sowie

/fdu > 0 (Positivitaet)

fuer f > 0.
Beweis. Linearitaet ist klar. Positivitaet folgt durch Betrachten von
f =72, a;la, mit paarweise disjunkten A; aus dem Mengenring. U

Bei gegebenem Praemass macht Integral macht den Vektorraum der
Elementarfunktionen zu einem (Halb)normierten Vektorraum. Das ist
von fundamentaler Bedeutung fuer unseren Zugang. Wir werden naem-
lich effektiv den Raum der intgrierbaren Funktionen als die "Vervoll-
staendigung’ des Raumes der Elementarfunktionen mit dieser Halb-
norm definieren. Die entsprechende Halbnorm wird in der naechsten
Proposition eingefuehrt.

PROPOSITION. Sei R ein Mengenring ueber X und pu ein Praemass auf
R. Mit f ist auch |f| eine Element von E(X,R) und die Abbildung

|- s B(X,R) — [0,00), || /]l == /X Fldp

ist eine Halbnorm auf E(X, R mit

'/ fdu‘ < Ifll.
X

Beweis. Sei f =Y. ;14 mit paarweise disjunkten A; aus dem Men-
genring. Dann gehoert
|fl = Z || 14,

ebenfalls zu den Elementarfunktionen und es gilt

[ 1] = [ atan| < Skt = [ 111w

Es bleiben die Halbnormeigenschaften zu zeigen:

1+ gl < |[Flli+ gl Mit | f+g] < [f]+|g] folgt das sofort aus der
Monotonie und Linearitaet des Integrals.

lleefllr = ||| fll1- Das folgt aus der Linearitaet des Integrals. O

Bemerkung. Es ist || - ||; im allgemeine keine Norm. Betrachte dazu
etwa X = R mit dem Mengenring der Figuren und dem Lebesgueprae-
mass A. Dann erfuellt jede Funktion f, die genau in einem Punkt nicht
verschwindet natuerlich || f||; = 0.

DEFINITION. Set R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf
R. Eine Folge (f,) von Funktionen f, : X — C konvergiert u-fast-
gleichmaessig (u-f.glm) gegen f : X — C, wenn zu jedem ¢ > 0 eine
Folge (A3), k € N, in R existiert mit
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L Zk M(Ai) <e
o f, — [ gleichmaessig auf X \ U, AS.

PROPOSITION. Set R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass
auf R. Konvergiert f, gegen f u-fast-gleichmaessig, so konvergiert f,
gegen [ p-fast ueberall.

Beweis. Sei
N :={z: f,.(z) konvergiert nicht gegen f(x)}.

Sind zu € > 0 dann Aj entsprechend der Definition von p-fast gleich-
maessiger Konvergenz gewaehlt, sogilt N C Ui Af und > p(A5) < e.
Damit ist N eine Nullmenge. U

Bemerkung. Sei X = [0, 1] und R der Mengenring der Figuren auf X
und A das Lebesguepraemass auf X. Sei f,, : X — R, f,(z) = 2™ und
[: X —R, f(xr) =1y (z). Dann gilt

e Es konvergiert f,, punktweise gegen f.

e Es konvergiert f,, nicht gleichnmaessig gegen f.

e Es konvergiert f,, A-fast-gleichmaessig gegen f.

3. Cauchy Folgen von Elementarfunktionen

In diesem Abschnitt studieren wir Cauchy-Folgen in E(X,R).

Erinnerung. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf
R. Eine Folge (f,,) in E(X, R) heisst ||-||;-Cauchy Folge, wenn zu jedem
€ > 0ein N, € N existiert mit

”fn - fm”l S €

fuer alle n,m > N..

THEOREM. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf
R. Sei (fn) eine || - ||1-Cauchy Folge in E(X,R). Dann gilt:
o Es gibt eine Funktion f : X — C und eine Teilfolge (fn, )k
von (f,) sodass f,, p-fast-gleichmaessig gegen f konvergiert.
o Sind (gi) und (hy) zwei p-fast-ueberall konvergente Teilfolgen
von (fn), so gilt gx — hx, — 0 p-fast ueberall.

Bemerkung. Der zweite Teil der Aussage besagt, dass die im ersten
Teil gefundene Funktion (bis auf Werte auf einer Nullmenge) eindeutig
ist.

Beweis. Wir zeigen zunaechst den ersten Punkt: Sei (f,,) so gewachlt,

dass .
||fnk - fnk+1||1 S ﬁ

Ende der 23. Vorlesung
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gilt fuer alle k£ € N. Sei
k-— |fnk - fnk+1|'

Dann gilt also
e g >0
o lgells = Il fan = frnallt < 57
Idee. Da die Norm von g sehr klein ist, muessen auch die Funktions-

werte fuer die meisten z € X ziemlich klein sein. Details dazu finden
sich im folgenden.

Sei .
My ={zx € X : gi(z) > W}
und
NK = UM[
1>k

Wir zeigen die folgenden beiden Aussagen:

(1) Auf X \ Ny konvergiert (f,, )m gleichmaessig.
(2) Es gilt >0, u(M;) — 0, k — oo.

u (1): Auf X \ Ny gilt

1
[ fuuia (2) = fu(2)] = @u(@) < 57
fuer [ > k. Wegen

fnm :f Z(fnz+1 fnz)

ist dann (f,, ) auf X \ Ny glelchmae581g konvergent.

Zu (2): Es gilt 1), < 2'*1g,. Damit folgt aus der Monotonie des Integrals

also
2 +1
1) = [ < [ #gdn <2 al = (3)
X X

Damit folgt

S <3 (2) 0t

1>k 1>k

Wir kommen nun zum zweiten Punkt des Theorem: Es gebe Funktionen
g und h auf X sowie Nullmengen N, und Nj, mit g, — g auf X \ N,
und h,, — h auf X \ N,. Zu zeigen g = h u-fast ueberall. Da (gx) und
(hi) Teilfolgen der Cauchy-Folge (f,) sind ist auch (p,) mit

91, hlaQQ; h27 e

eine || - ||;-Cauchy-Folge. Nun koennen wir wie im Beweis des ersten
Punktes also eine Teilfolge (p,, ) wachlen mit
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e p,, konvergiert p-fast ueberall d.h. auf X \ N, mit N, Null-
menge, gegen ein f.

® D, stammt aus (gx).

® Puy., Stammt aus (hy).

Dann ist N := N,UN,UN, eine Nullmenge und es gilt fuer z € X \ N
g(x) = lim g, (z) = lim py,, (z) = f(z) = limp,,,,, (x) = lim h, (x) = h(x).
U
Bemerkung. Der Uebergang zu einer Teilfolge ist im allgemeinen noe-
tig, wie man sich leicht an Beispielen klarmacht. Zeichnung.
Unser naechstes Ziel ist es fuer || - ||;-Cauchy-Folgen zu zeigen:
| full = 0 <= f, — 0 p fast ueberall.

Dazu schraenken wir uns im folgenden Lemma zunaechst auf den Fall
monoton fallender Funktionen ein.

LEMMA. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf R.
Ist (f,) eine Folge in E(X,R) mit 0 < fn11 < f, fuer allen € N und
fn — 0 p-fast ueberall, so gilt || fn]l1 — O.

Beweis. Aufgrund der Monotonie des Integrals und der Voraussetzung

X n

monoton fallend und nichtnegativ. Damit handelt es sich um eine Cauchy-
Folge. Wegen

= full = [ o= S = [ fudu [ fue

(fuer n > m) ist dann also (f,) eine || - ||;-Cauchy Folge. Damit exi-
stiert nach dem vorigen Satz also eine Funktion f : X — C und eine
Teilfolge (f,,) von (f,) mit

fn, — [ p-fast gleichmaessig..
Da f, p fast ueberall gegen 0 konvergieren gilt dann f = 0 und damit
fn, — 0 p-fast gleichmaessig..
Wegen f; > f,, > 0 folgt damit (! s.u) dann
| frellt = 0,m — o0

und, da (f,,) eine || - |[;- Cauchy-Folge ist, ergibt sich dann || f,|; — 0,
n — oo.
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Zu !: Sei 0 > 0 beliebig. Dann gilt
ol = [ 1ol
X

= / JriWasfo, (@)>01 A1 + / JriDya0< £, (2)<81db
X X
< N filloon{z : for(x) > 0}) +0p({z : fi(z) # 0}).

Hier wird der zweite Term klein, nach Wahl eines kleinen § > 0 (das ja
beliebig war) und der erste Term wird (bei festem 6 > 0) fuer k — oo
beliebig klein aufgrund der u fast gleichmaesiigen Konvergenz gegen 0
der f,,. O

THEOREM. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf
R. Sei (f,) eine || - || Cauchy-Folge in E(X,R), die u fast ueberall

konvergiert. Dieser punktweise Grenzwert heisse f. Dann gilt
f=0=|fallh =0
Beweis. <—: Betrachte die Folge (p,) gegeben durch

f1707f2707 f3,0,......

Dann ist (p,) eine ||-||; Cauchy-Folge (da || f,||1 — 0). Es sind (f,,) und
(0) fast ueberall konvergente Teilfolgen gegen 0 bzw. f. Damit folgt aus
dem vorigen Satz also 0 = f fast ueberall.

—>: Wir werden den Beweis mithilfe des vorigen Lemmas fuehren. Da-
her wird es darum gehen eine monoton fallende Folge zu konstruieren.
Wir zeigen: Konvergiert || f,||1 nicht gegen 0, so ist f,(z) — 0 p-fast
ueberall falsch.

Ohne Einschraenkung f,, > 0 (sonst betrachte man |f,| statt f,).

Ohne Einschraenkung existiert C' > 0 mit || f,| — C (sonst Teilfolge

waehlen).
Ohne Einschraenkung
2 C1
() [ full > 50 und || f — faralh < 3 om

(sonst Teilfolge waehlen).
Wir betrachten nun die Folge (f;) mit

fi(x) == min{fi(z),..., f;(x)}.
Dann gilt N N
(xx) 0< fim1 < fj
fuer alle j € N. Ausserdem gilt

~ J-!
(k) fi = fi = Z | fi1 = il

k=1
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(Allgemeiner gilt fuer beliebige reelle ay,

j—1
max{ay,...,a;} <min{a,...,qa;} + Z lag+1 — agl
k=1

wie man sich leicht ueberlegt.Zeichnung der a; auf der Achse. ) Durch
Integration folgt aus der vorangehenden Abschaetzung sofort

151 = [ 1Bl
() = [ Fdn

—1

(Integration (x**)) > || fi|i — Z | frr1 — frll

Jj=1
2 1
> 20 - Z
() = 30-3C
1
= 3C

Mit dieser Abschaetzung und (xx) folgt, dass die Folge (E) also mono-
ton faellt und || f;||; nicht gegen 0 konvergiert. Damit folgt aus dem vo-
rigen Lemma, dass f;(z) nicht fast ueberall gegen 0 konvergiert. Wegen

f; > f; kann dann auch (f;) nicht fast ueberall gegen 0 konvergieren.
Das beendet den Beweis. U

Das vorangehende Theorem hat folgende Konsequenz, die die Wohlde-
finiertheit des Integrals liefern wird.

FOLGERUNG. (Wohldefiniertheit des Integrals) Sei R ein Mengenring

ueber X und p ein Praemass auf R. Ist f : X — C gegeben und sind
(hn) und (gn) |- ||1-Cauchy-Folgen in E(X,R) mit h,, — f und g, — f
w-fast ueberall, so existieren die Grenzwerte

lim | g¢g,dp und lim hndp
und stimmen ueberein.

Beweis. Wir zeigen zunaechst die Existenz der Grenzwerte: Es ist (g,)
eine Cauchy-Folge in bzgl. || - ||;. Damit ist also

(o)

eine Cauchy-Folge in C (da | [ gndp — [ g dpt| < ||gn — giml|1). Damit
existiert dann aufgrund der Vollstaendigkeit von C der Grenzwert

lim [ g, dup.
X

n—oo
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Analoge Betrachtungen ergeben die Existenz des entsprechenden Grenz-
wertes fuer (h,,).
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit: Sei ¢, := g5, — h,,. Dann gilt:

e ¢, — 0 u-fast ueberall (da g, und h, p-fast ueberall gegen f
konvergieren).
e (q,) ist eine || - ||;-Cauchy-Folge (da |g, — gm| < ... < |gn —
Gm| + [h — hinl...)
Nach dem vorangehenden Theorem gilt dann aber

/ |qn|dpe — 0,m — o0.

I/ gndﬂ—/ hndp = |/(gn_hn)d:u
X X X
< /|gn_hn’dﬂ
X

= / | dp
X

— 0,n — oo.

Damit folgt

Damit stimmen die beiden Grenzwerte ueberein. O

4. Integrierbare Funktionen und Integrale

In diesem Abschnitt fuehren wir die integrierbaren Funktionen ein und
studieren einige Eigenschaften. Die integrierbaren Funkionen werden
dabei diejenigen sein, die sich 'gut’ als Grenzwert von Elementarfunk-
tionen darstellen lassen koennen.

DEFINITION. Set R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf
R. FEine Funktion f : X — C heisst integrierbar (bzgl. (R, 1), wenn
es eine Folge (f,) in E(X,R) gibt, so dass gilt:

e (fn) ist eine || - ||y Cauchy-Folge.
o f, — [ pu-fast ueberall.

Dann definiert man

/fd,u = lim/fndu.
X e Jx

Die Menge der integrierbaren Funktionen wird mit LY (X, R,u) oder
LY X, ) bezeichnet.

Beachte. Es folgen Existenz des Grenzwertes und Wohldefiniertheit
des Integrals aus der letzten Folgerung des vorangehenden Abschnittes.
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Notation. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf R.
Ist f : X — C eine Funktion (h,,) eine ||-||;-Cauchy-Folgen in F (X, R)
mit h,, — f p-fast ueberall, so nennen wir (h,,) eine || - ||;-Cauchy-Folge
zu fin E(X,R).

Notation. Im folgenden werden wir manchmal ein Tripel (X, R, i)
bestehend aus einer Menge X, einem Mengenring R auf X und einem
Mass p auf R als Praemass-Raum bezeichnen.

Wir zeigen nun, dass £'(X, R, i) unter einer ganzen Reihe von Ope-
rationen abgeschlossen ist.

PROPOSITION. Sei R ein Mengenring ueber X und pu ein Praemass auf
R. Dann ist LY X, R, ) ein Vektorraum (d.h. mit f,g € LY (X, R, 1)
und o € C gehoert auch f+ ag 2u LY(X,R,u)). Mit f € LYX,R, )
gehoeren auch |f|, Rf und Sf 2u LYX,R,u). Weiterhin gehoeren
zu reellwertigen f,g € LY(X, R, ) auch min{f, g} und max{f, g} zu
LYHX, R, ).

Beweis. Die Beweise aller dieser Aussagen folgen einfach nach dem
gleichen Schema. Wir fiithren dies nur fuer die Vektorraumeigenschaft
vor. Seinen also Mf,g € LY(X,R,u) und a € C gegeben. Zu zeigen:
Es gehoert auch f + ag zu LY X, R, p)).

Waehle dazu ||-||;-Cauchy-Folgen (f,,) und (g,) zu f bzw. g in E(X,R).
Dann ist f 4+ ag eine || - ||;-Cauchy-Folge in E(X,R) zu f + ag. Also
gehoert f + ag auch zu LY(X, R, p). O

Grundlegende Eigenschaften des Integrals 'vererben’ sich von E(X,R)
auch auf £1(X, R, 1), wie folgende Proposition zeigt.

PROPOSITION. (Integral ist linear und positiv) Sei R ein Mengenring
ueber X und p ein Praemass auf R. Dann ist die Abbildung

/El(Xvau’) —>(c7f'_>/ fdlu’7
X
linear und positiv.

Beweis. Linearitaet. Das folgt leicht aus der Linearitaet des Integrals
auf E(X,R): Seien f,g € L'(X,R, 1) und o € C gegeben. Seien || - ||;-
Cauchy-Folgen (f,,) und (g,) zu f bzw. g in E(X,R). Dann ist f + ag
eine || - [[;-Cauchy-Folge in E(X,R) zu f + ag. Damit gilt

/X (F+og)du = tim [ (fo+ agu)du

n—oo X

n—oo

= /fdu+a/gdu.
X X

= lim fndu—l—a/gndu
X X
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Positivitaet: Das folgt leicht aus der Positivitaet des Integrals auf E(X, R):
Seien fLY(X,R,u) gegeben und (f,) eine zugehoerige || - ||;-Cauchy-
Folge in F(X,R). Dann ist (| f,|) eine || - ||;-Cauchy-Folge in E(X,R)
zu |f| = f > 0. Damit gilt also

[ fan =t [ \pldn =0
X n—eo Jx
Das beendet den Beweis. O

PROPOSITION. (||-||; ist Halbnorm auf £') Sei R ein Mengenring ueber
X und p ein Praemass auf R. Dann ist die Abbildung

||-||1:£1(X,R,u)—><C,fH/ ] du,
X

eine Halbnorm auf LY(X, R, p) mit

‘/ fdu\ < If1.
X

Es gilt || f]l1 = 0 genau dann, wenn f =0 u-fast ueberall gilt.

Beweis. Die Halbnormeigenschaften folgen leicht aus den entsprechen-
den Eigenschaften von || - ||; auf F(X,R) durch Grenzuebergang.

Zur Ungleichung. Sei (f,,) eine || - ||;-Cauchy-Folge in £'(X, R, i) zu f.
Dann ist (| f,|) eine || - ||;-Cauchy-Folge in £'(X, R, ) zu |f]. Damit

gilt
fo
b's

lim / fnd,u‘
n—oo X

o

< lim [ [ fuldp
X

n—oo

_ /\fldu
X
= 117l

Zur letzten Aussage: Gilt || ]| = 0, so folgt ||| f||l1 = 0. Damit existiert
also eine || - ||;-Cauchy-Folge (f,) in £Y(X,R,u) mit f, — f p-fast
ueberall. Sei g, := |f,|. Dann gilt

lgalls = /X ol — /X [l = £l =o.

Damit folgt aus einem Theorem des vorigen Abschnittes also g, — 0
p-fast ueberall. Weiterhin gilt aber g, — |f| p-fast ueberall. Damit
folgt f = 0 p-fast ueberall.

= lim

n—oo
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Ist umgekehrt f = 0 u-fast ueberall; so ist f,, = 0 eine u-fast ueberall
gegen f konvergente Cauchy Folge und es folgt

11 =t [ Ufuldn =0,
n—oo X
Das beendet den Beweis. O

Wir koennen jetzt zeigen, dass eine || - ||;-Cauchy-Folge in F(X,R) zu
f tatsaechlich gegen f konvergiert.

PROPOSITION. Sei R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass
auf R. Sei (f,) eine || - ||1-Cauchy-Folge in E(X,R) zu f. Dann gilt

Beweis. Waehle n € N beliebig (aber fest). Setze ¢, := fn — fm,

m € N. Dann ist g,, eine || - [[;-Cauchy-Folge zu f,, — f. Daher ist |g,,|
eine || - ||;-Cauchy-Folge zu |f,, — f|. Damit folgt

/Ifn—fldu = lim [ |fa— flds
X m—oo Jx

= lim | fro — finldp
m—0o0 X
— 0,n — oo.

Das beendet den Beweis. O

THEOREM. ("Vollstaendigkeit’ von L'(X, R, pn)) Sei R ein Mengenring
ueber X wund p ein Praemass auf R. Sei (f,) eine ||cdot||,-Cauchy-
Folge (d.h. zu jedem € > 0 gebe es N. € N mit ||f,, — fiml1 < € fuer
alle n,m > N.). Dann gibt es ein (bis auf Werte auf einer Nullmenge)
eindeutig bestimmtes f: X — C mit

[fn = flls = 0,1 — oo.

Insbesondere gilt dann also

/X Fuddpt — /X Fd.

Die Folge (f,) hat eine Teilfolge, die p-fast gleichmaessig gegen [ kon-
vergiert und jede p-fast ueberall konvergente Teilfolge von (f,) konver-
giert p-fast ueberall gegen f.

Beweis. Zu jedem f,, gibt es nach der vorherigen Proposition ein gy €
E(X,R) mit

1
() llgn = full <

Da (f,) eine || - |[;-Cauchy-Folge ist, ist dann auch (g,) eine || - |-
Cauchy-Folge. Damit gibt es also nach einem Resultat des vorherigen
Abschnittes eine Teilfolge von (g,) und ein f : X — C, so dass die
Teilfolge p-fast ueberall gegen f konvergiert. Ohne Einschraenkung sei
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die Folge (g,) selber u-fast ueberall gegen f konvergent. Damit ist dann
also insgesamt (g,) eine || - ||;-Cauchy-Folge in E(X,R) zu f. Damit
folgt f € £1(X, R, 1) und (nach voriger Proposition)

(#%) llgn = fllt = 0,n — o0
Mit (x) und (*x) folgt sofort

an - f”l S ”fN - gn”l + ”gn - f”l - O?” — Q.

Damit folgt, dass (f,) gegen f konvergiert. Ist f  eine zweite Funktion
gegen die (f,) konvergiert, so gilt wegen

1F =l U = falli + 1 fa = s = 0,0 — oo

also ||f — f'|l = 0. Damit folgt (vgl. Proposition zur Halbnormeigen-
schaft von ||-||1) f = f p-fast ueberall. Die uebrigen Aussagen werden
als Uebung ueberlassen. (Sie koennen entweder so bewiesen werden, wie
die entsprechenden Aussagen fuer Cauchy-Folgen aus F(X,R), oder
indem man die obigen (g,) auch punktweise (bis auf kleine Aussnah-
memengen) nahe an f, waehlt). d

Bemerkung. Auf dem Raum £!'(X, R, p) ist || -||; nur eine Halbnorm.
Entsprechend greift dort unser Konzept eines vollstaendigen Raumes
nicht. Das laesst sich durch Herausfaktorisieren der fast ueberall ver-
schwindenden Funktionen beheben: Sei R ein Mengenring ueber X und
p ein Praemass auf R. Dann ist N := {f : X — C : ||f]}; = 0} ein
Unterraum von £1(X, R, ). Auf dem Quotienten

LYX, R, p) =LY X, R, u)/N
ist die Abbildung
-1l s ZHX, R, 1) — [0,00), [f] = I f]la

wohldefiniert und macht L'(X, R, 1) in einem vollstaendigen normier-
ten Vektorraum. Die Elemente von L'(X, R, 1) sind nicht mehr Funk-
tionen sondern Klassen von Funktionen, die fast ueberall uebereinstim-
men. Da die Funktionene einer Klasse fast ueberall uebereinstimmen,
spielt es fuer Integrationstheorie keine Rolle mit welchem Representan-
ten wir rechnen.

Beispiel. /'(N). Sei X = N und R der Mengenring der endlichen Teil-
mengen von X und p das Zahlpramafl. Wie man sich leicht klarmacht,
gilt dann

E(X,R)={a:N— C:a(k) =0 fuer alle bis auf endliche viele k € N}

und .
/ adp =Y a(k),
k=1

(wobei die Summe nur endlich viele nichtverschwindende Terme hat).
Fuer eine Folge (a,,) in E(X,Rund a : X — C gilt dann a,, — a p-fast
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ueberall genau dann, wenn fuer jedes k£ € N gilt a,, (k) — a(k), n — oo.
Ist nun (a,) in E(X,R eine || - ||; Cauchy-Folge und a : X — C mit
a,(k) — a(k), n — oo, gegeben, so gilt fuer jedes N € N

N

N
Z|a )| = lim ZW )| < lim [lan]y < sup{flaa|| : n € N} < co.
n—oo

Da N eN beheblg war, folgt also

Z]a )| < 0.

Insgesamt sehen wir so

LYX,p)C{a: X —C: Zoo|a )| < oo}
n=1
Umgekehrt sieht man leicht, dass fuer jedes a : X — C mit E(X,R
offenbar a,, := 1p »ja eine Cauchy-Folge in E(X, R) ist, die punktweise
gegen a konvergiert. Damit folgt dann
LYX,p)={a: X — C: Zoo|a )| < oo}
n=1
Man schreibt
C(N) = LY(X, )

und nennt diesen Raum den ’klein /-Eins’ Raum.

Beispiel - Lebesgueintegral auf R". Sei X = R" und R der Men-
genring der Figuren (auf X') und A das Lebesgue Praemass auf R. Dann
heissen die Funktionen aus £'(R™,\) Lebesgue-integrierbar und fuer
eine solche Funktion f heisst

fd\

RN
das Lebesgueintegral von f.
Sei weiterhin die Menge der stetigen Funktionen auf R mit kompak-
tem Traeger gegeben durch
C.(RY) :={f:RY — C : f stetig und es gibt ein kompaktes K mit f =0 in RV \ K}.

Dann gilt C.(RY) C L£Y(X,p). Weiterhin gilt im Falle N = 1 fuer
f € C.(R) mit f =0 ausserhalb von [a, b]

/ fdx = / fdz,

(wobei auf der rechten Seite das Riemann-Integral von f gebildet wird).
Beweis: Wir zeigen zunaechst C.(RY) C £}(X, ). Um Schreibarbeit
zu sparen, betrachten wir nur den Fall N = 1. Sei C' > 0 gewaehlt, so
dass f = 0 auf R\ [-C, C]. Da f stetig ist, ist es auf dem kompakten
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[—C, C] gleichmaessig stetig. Daher koennen wir zu jedem ¢ > 0 also

paarweise disjunkte Intervalle I j(E), j=1,...,n., finden, so dass gilt
o Ui, ;7 = -, C).
o sup, @ |f(z) = fy)] <efuerallej=1,... n.
’ J
Waehle nun 25 € I ](6) fuer j = 1,...,n. und definiere

Z F@5)1e.

Dann ist f. eine Elementarfunktlon mit

||fs - fHoo < €.
Damit folgt dann
[fer = farlloo < €1+ €2
und damit

/ ‘f€1 - faz‘d)‘ S 20(51 +€2).
X

Damit sieht man leicht, dass (f,) mit f, := fi, eine || - [; Cauchy-
Folge ist mit f, — f punktweise (und sogar gleichmaessig). Das zeigt
feLyx,n).

Wir kommen nun noch zur Aussage ueber das Uebereinstimmen von
Rieman-Integral und Lebesgueintegral: Fuer Treppenfunktionen stim-
men offenbar Riemann-Integral und Lebesgueintegral ueberein. Damit
sind die zu f € C.(R) eben konstruierten f,, alle Riemann-integrierbar
und konvergieren (wie eben gesehen) gleichmaessig gegen f. Damit ist
nach Saetzen aus der Vorlesung auch f Riemannintegrierbar und es gilt

b b
/ fdr = lim fndx = hm faA /fd/\.
a R

n—oo

5. Die berithmten Integralsitze

In diesem Abschnitt lernen wir die wichtigsten Saetze zur Konvergenz
von Integralen kennen. Die Voraussetzunge sind jeweils punktweise
Konvergenz der Funktionen zusammen mit einer (schwachen) Gleich-
maessigkeit der Kontrolle. Die Folgerung ist Konvergenz der Integrale.
Ebenso lernen wir das Lemma von Fatou kennen.

Wir machen uns zunaechst anhand eines Beispiels klar, dass punktwei-
se Konvergenz nicht ausreicht fuer Konvergenz der Integrale. Betrachte
dazu X = R mit dem Mengenring der Figuren und dem Lebesgue-
Praemass . Sei f,, :== nl(g1/n). Dann gilt f,(z) — 0 in allen Punkten
z € R. Aber es gilt [ f,d\ = 1.
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THEOREM. (Satz von Beppo Levi; Monotoner Konvergenz Satz) Sei X
eine Menge, R ein Mengenring ueber X und pu ein Praemass auf R.

Sei (f,) eine Folge in LY(X, R, ) und C € R gegeben. Weiterhin gelte

o fu(x) < fuy1(x) fuer alle x € X undn € N,
o [ fadu < C fuer alle n € N.

Dann ezistiert ein f € LY(X, R, u) mit

fula) = $(0) = faue wnd [ ud— [ fau
X X
Die entsprechende Aussage gilt, falls alle < durch > ersetzt werden.

Bemerkung. In der Situation des Theorem gilt f,, — f bzgl. || - ||1.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzunng gilt

[ udn< [ frdn<c
X X

fuer alle n € N. Damit ist also

( /X fndp)

eine beschraenkte monotone Folge, also eine Cauchy-Folge. Wegen

J1ta= gkt = [ Ga= fdde= [ g [ o

fuer n > m ist also (f,,) eine ||-||;-Cauchy-Folge. Damit gibt es aufgrund
der "Vollstaendigkeitssatzes’ zu L£'(X, R, ) also ein f € LY X, R, i)
mit || f, — f|l1 — 0 also insbesondere

/Mme/ﬁ@

Weiterhin hat die Folge (f,,) nach dem schon erwaehnten Vollstsaendig-
keitssatz eine Teilfolge (f,, ), die p-fast ueberall gegen f konvergiert.
Aufgrund der Monotonie konvergiert dann aber (f,,) u-fast ueberall

gegen f. O

FOLGERUNG. (Variante) Sei (X, R, u) wie im Satz. Ist f : X — R
gegeben und (f,) eine Folge in LY(X,R,un) mit f.(x) — f(x) p-fast
ueberall. Weiterhin gelte mit einem C € R

o f,, < fuy1 fuer allen € N,
o [ fodu < C fuer allen € N,

so gehoert f zu LY(X, R, u) und es gilt

/fd,u: lim/fndu.
X e X
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Beweis. Das ist klar: Der vorige Satz liefert, dass die (f,,) in L1(X, R, i)
und pi-f.ue. gegen ein f  konvergieren. Die Voraussetzung zeigt f = f
und die Behauptung folgt. O

Bemerkung. Die Aussage des Satzes folgt auch, wenn fuer jedes n € N
nur fuer p-fast alle z € X gilt f,+1(x) < f(z) (da man nach Abaende-
rung der Funktionen auf einer geeignet gewaehlten Nullmenge wieder
in der Situation des Satzes ist).

THEOREM. (Satz von Lebesque - Dominierter Konvergenzsatz) Sei X
eine Menge, R ein Mengenring ueber X und p ein Praemass auf R. Ist
f: X — C gegeben und (f,) eine Folge in LY(X,R,pn) mit f,(z) —
f(x) p-fast. Weiterhin gebe es ein g € LY(X, R, u) mit

o |fu| < g fuer allen € N fuer ein g € LY X, R, ),
so gehoert f 2u LY(X, R, u) und es gilt

/ fdu = lim / fndp.
X T Jx
Bemerkung. In der Situation des Theorem gilt f,, — f bzgl. || - ||

Beweis. Ohne Einschraenkung seien die f,, alle reellwertig (andernfalls
koennen wir Real- und Imaginaerteil betrachten).

Sel

Gng = max{fn, ..., fotr}
und

Gn = 1M g g = sup{fo, for1,. -} < 9.
(Dabei existiert das Supremum wegen |f,| < g.) Dann gilt:

® g,ix(x) /" gn(x) fuer alle x € X.
® Jni < gni+1 fuer alle k € N.

o [ gnndp < [ gdp =: C (wegen g, < g).
Damit folgt nach dem Satz von Beppo Levi also g, € LY(X, R, 1). Nun
gilt aber

e g,(x) \, f(z) p-fast ueberall.
® 9,1 < g, fuer alle n € N.
i fX Gndp > f(—g)d,u fuer alle n € N (da g, > —g).

Damit folgt aus dem Satz von Beppo Levi also f € L1(X, R, i) sowie

() [ gt [ g
X n—oo X

Voellig analog (vgl. auch den Beweis des folgenden Theorems) folgt mit

hy = inf{f,, foi1,.- .}
die Aussage

(k) /fdu: lim hndp.
X nmoe Jx
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Wegen h,, < f, < g, und der Monotonie des Integrals gilt

/MWS/EWS/%W
X X X

Damit folgt aus (*) und (xx) also

/X fuddpt — /X Fd.

Das beendet den Beweis. O

THEOREM. (Lemma von Fatou) Sei X eine Menge, R ein Mengenring
ueber X und p ein Praemass auf R. Sei f : X — R gegeben und (f,)
eine Folge in LY(X, R, p) mit fn(x) — f(x) p-fast ueberall. Weiterhin
gelte mit einem C' > 0 noch

e 0 < f, fuer allen € N
o [ [adp < C fuer alle n € N.

Dann gehoert f zu LY X, R, 1) und es gilt
/fd,ugliminf/ fndp.
X nemee JX
Beweis. Sei

hpge :=min{f, ..., fosx}, hn :=inf{fs, fot1,.. .}
Dann gilt
P ™\ P, / T, pdp > / Odp = 0.
X X
Damit folgt nach dem Satz von Beppo Levi also
hn € LYX, R, 1).
Nun gilt h,, < f,.x fuer alle n € N und k € N, also

/hndugliminf/ fn+kdu:1iminf/ frdp
X k—oo [y k—o0 X

h, /" f n fast ueberall.
Damit folgt aus dem Satz von Beppo Levi also

fel' (X, R,p

sowie

sowie
/ fdp = lim hndp < lim inf/ frdpe.
X n—oo [ k—oo X
Das beendet den Beweis. O

Bemerkung. Im allgemeinen gilt in der Situation des Theorem nur <,
wie man an folgendem Beispiel sieht: X = R, u = Lebesguepraemass,
Jn = ljnng1). Dann gilt f, — f =0 aber

/anduzl%():/XOd,u.
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6. o-Algebren, Messbarkeit und Masse

In diesem Abschnitt konstruieren setzen wir ein Praemass auf einem
Mengenring zu einem Mass auf einer o-Algebra fort. Anschliessend dis-
kutieren wir das Konzept der Messbarkeit. In der Literatur wird oft
Integrationstheorie entwickelt, indem von Massen und o-Algebren aus-
gegangen wird (statt von Praemassen auf Mengenringen). Dann muss
aber die Konstruktion von Massen aus dufleren Masse noch untersucht
werden, um das Lebesguemass einzufuehren. Der von uns gewaehlte
Zugang liefert Integrationtheorie und Konstruktion von Massen in ei-
nem.

DEFINITION. Sei X eine Menge. Fine Familie A von Teilmengen von
X heisst o-Algebra auf X, wenn gilt:

o (X e A.
e Ac A= A =X\AcA
e A, e AneN=|J A, €A

Ist A eine o-Algebra auf X, so heisst (X, .A) ein messbarer Raum.

PROPOSITION. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und p
ein Praemass auf R. Dann ist

AR) :={AC X :1pna € LY(X,R, 1) fuer alle B € R}
eine o-Algebra.

Beweis. Vertraeglichkeit mit Komplementbildung. Es gelte A € A(R).
Dann folgt fuer jedes B € A also

1pnae = 1p — 1anp € LY(X, R, 1)

und damit A° € A(R).
0,X € A(R). Dasist klar fuer X und folgt durch Komplementbildung
fuer (.

A, € AR),n e N = J, A, € A(R). Setze Ay := UY_| A, und
A == U, A,. Dann gilt fuer jedes B € R natuerlich

N
Lpnay =min{1, Y 1a,qp} € LY(X, R, p).

n=1

Weiterhin gilt natuerlich

1Bnay /" 1na. < 1.

Damit folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz (oder dem
Satz von der majorisierten Konvergenz) dann

1BﬂAoo € ‘Cl(Xa Ra ,U)
Das beendet den Beweis. O
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DEFINITION. Sei (X, .A) ein messbarer Raum. Dann heisst eine Abbil-
dung

p:A—1[0,00]
ein Mass, wenn fuer jede Folge (A,) paarweise disjunkter Mengen aus

A gilt
p(UnAn) = Z 1(Ayn).

Ist i ein Mass auf (X, A), so heisst (X, A, u) ein Massraum.

Bemerkung. Der Wert oo ist zugelassen.

PROPOSITION. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und p
ein Praemass auf R. Dann definiert die Abbildung

fi: A(R) — [0, 00]
mit [i(A) = [ 1xdp falls 14 € LY(X, R, ) und ji(A) = co sonst, ein
Mass auf A(R). Es gilt i(A) = u(A) fuer A € R. Es gilt p(N) = 0

genau dann, wenn N eine pu-Nullmenge ist.

Beweis. Sei (A,) eine Folge paarweise disjunkter Mengen in A(R). Sei
Ay = UN_ A, Ay = U A,

Dann gilt 14, /" 14 . Wir unterscheiden nun zwei Faelle:

Es gilt 14, € LY(X, R, u). Damit folgt aus dem Satz von der domi-
nierten Konvergenz

00 N
D (A = lim Y (A
n=1 n=1
(paarw. disjunkt) = lim laydp
N—oo [y
= / 1Aoo d,u
X
= A(Ax).

Es gilt 14 ¢ LY(X, R, pn). Dann gilt also j1(A) = oo. Nach dem Satz
von der monotonen Konvergenz muss dann aber auch gelten 2 | i(4,) =
0o. Denn andernfalls wuerde die Rechnung aus dem ersten Fall einen
Widerspruch liefern.

Zur letzten Aussage: (Uebung). Es ist N eine it Nullmenge genau dann,
wenn i(N) = 0 d.h. wenn 1y zu £Y(X, R, p) gehoert mit [ 1,du =
0. Das bedeutet aber gerade (s.o.), dass 1y bis auf eine Nullmenge
verschwindet. Damit ist NV eine Nullmenge. U

Beispiel. Sei X = N und p das Zaehlpraemass auf dem Mengenring R
der englichen Mengen. Dann ist A(R) die o-Algebra aller Teilmengen
von N und g ist das sogenannte Zaehlmass.
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Beispiel. Sei X = R" und A = u das Lebesgue Praemass auf dem
Mengering der Figuren an. Dann heisst A die Borel-o-Algebra auf RN
und A heisst das Lebesguemass.

Notation. Wir schreiben meist p statt f.

DEFINITION. Sei (X, A) ein messbarer Raum. Eine Funktion f : X —
R heisst messbar, wenn die Urbilder von offenen Mengen der Form

(c,0) zu A gehoeren. Fine Funktion f : X — C heisst meflbar, wenn
Rf und Sf mefbar sind.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass eine Funktion genau dann messbar
ist, wenn sie ueberall ein Grenzwert von Elementarfunktionen d.h.
Funktionen der Form Zjvzl cjla, mit A; € A ist. Damit sieht man
leicht, dass Linearkombinationen, Produkte, punktweise Grenzwerte
von messbaren Funktionen wieder messbar sind.

PROPOSITION. Sei X eine Menge, R ein Mengenring ueber X und p
ein Praemass auf R. Fuer f: X — C sind aequivalent:

(i) Fuer jedes A € R ist fl p-fast ueberall Grenzwert von Funk-
tionen aus E(X,R).
(ii) Es ist f messbar bzgl. A(R).

Ist X =UX, mit X,, € R, so ist dies aequivalent zu
(i) Esist f p-fast ueberall Grenzwert von Funktionen aus E(X,R).

Beweis. Die Aequivalenz von (ii) und (iii) (unter der angegebenen Zu-
satzvoraussetzung) ist klar.

(i)== (ii): Das folgt leicht aus den folgenden beiden Aussagen, deren
Beweis als Uebung gelassen wird:

- Der punktweise Grenzwert von messbaren Funktionen ist messbar.

- Abaendern einer Funktion auf einer Nullmenge aendert die Messbar-
keit (bzgl. A(R) nicht (da jede Teilmengen einer Nullmenge wieder eine
Nullmenge ist).

(ii)== (i) Der Beweis folgt aus den olgenden beiden Aussagen, deren
Beweis als Uebung gelassen wird:

- Jede messbare Funktion ist punktweiser Grenzwert von Funktionen
der Form S°N ¢;14, mit A; € A(R) mit u(4;) < co.

- Jede Funktion 1,4, mit A; € A(R) mit u(A;) < oo ist u-fast gleich-
maessiger Grenzwert von Elementarfunktionen (da sie integrierbar ist).

O
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7. Der Satz von Fubini-Tonelli

In diesem Abschnitt lernen wir einen Satz kennen, der beim Ausrechnen
von Integralen sehr nuetzlich ist.

Seien X und Y Mengen und Rx ein Mengenring auf X und Ry ein
Mengenring auf Y. Dann erzeugen die Mengen der Form A x B mit
A € Rx und B € Ry einen Mengenring auf X x Y, den wir als den
Produktmengenring R x x Ry bezeichnen. Sind weiterhin px und py
Praemasse auf Rx bzw. Ry, so wird durch

w(Uj_1 (45 x Bj)) Z pix (Aj)py (Bj)

fuer A]’ € RX und Bj S Ry,j = 1, R ,nmlt (A] XBJ)H(AkXBk) = @
fuer j # k ein Praemass p auf X xY definiert. Das von diesem Praemass
erzeugte Mass heisst das Produktmass.

THEOREM. Seien X,Y, Rx, Ry und px und py wie oben. Sei f :
X xY — C gegeben. Dann sind aequivalent:
(i) Es gehoert f zu LY(X X Y, p).
(i) Es st f p-messbar und | f(z,-)| gehoert fuer px fast alle x € X
2u LYY, uy) und die Funktion F : X — C mit F(z) =
=0

S )] duty). falls |fx.)| € LY. py), und F(a)
sonst, gehoert zu LY(X, px).

In diesem Fall gilt
x,y) du(x = x duy dux(x).
[ s dutea) = [ ([ 1) divt)) duxto

Bemerkung.

e Natuerlich gilt entsprechendes, wenn die Rollen von X und Y
vertauscht werden.
e Ist f > 0 messbar, so besagt der Satz, dass auf jeden Fall gilt

[ @ pdutay) = /X /Y £, )y (2)dpx (1),

wobei allerdings beide Seiten oo sein koennen.

Der Beweis kann mit den zur Verfiigung stehenden Methoden gefiihrt
werden, wuerde aber recht viel Zeit kosten (ohne aber iiber die Aussage
hinausgehenden wesentlichen Erkentnisgewinn zu liefern). Daher geben
wir ihn hier nicht. Wir bemerken stattdessen, dass (i)=- (ii) als Satz
von Fubini bekannt ist und (ii)== (i) als Satz von Tonelli.

8. Die Transformationsformel fuer das Lebesguemass

In diesem Abschnitt geht es um das Lebesguemass im RY und das
hoeherdimensionale Analogon zur Substitutionsregel.
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THEOREM. Seien U und V offene Mengen im RY, deren Rinder Le-
besguenullmengen sind. Sei ¢ : U — V' stetig diffbar und es gebe ab-
geschlossene Nullmengen Ny C U und Ny C 'V, so dass ¢ : U\ Ny —
V' \ Ny bijektiv mit stetig differnzierbarer Inverser ist. Dann ist fuer
jede integrierbaress f : V. — C auch fo¢ : U — integrierbar und es
qgilt

/fo¢ )| det Dp(x)|dA(x /f ;AN (y

Bemerkung. Im eindimensionalen Fall (und fuer stetiges f) handelt es
sich im wesentlichen um die schon bekannte Substitutionsregel. Dem
Vertauschen der Reihenfolge der Grenzen entspricht das Bilden des
Betrages der Ableitung.

Die vielleicht wichtigste Anwendung der Transformationsformel liegt in
der Benutzung von neuen (dem Problem besser angepassten) Koordi-
natensystemen. Wir studieren nun noch einige géngige Koordinatensy-
steme.

Polarkoordinaten in der Ebene Sei
. 2 _ (rcos(y)
O [0,00) x [0,271] — R, O(r, ) = <Tsin(cp)) .
Dann ist
®: (0,00) x (0,27) — R*\{(z,0) : = >0}
bijektiv und stetig differenzierbar mit

__[cosp —rsingp
Do(z,y) = (singo rcosgo)

Fuer die Funktionaldeterminante gilt
det D®(z,y) = cosercosp + rsinpsinp = r.
Damit ergibt sich also (mit dem Satz von Fubini/Tonelli)

[ separas) - |

[07

r ( f(rcos g, rsin qb)d)\(gb)) d\(r).
) [0,27]
Ist f radialsymmetrisch d.h. f(z,y) = f(|(z,y)|), so folgt

flx,y)d\(z,y) = 27r/ rf(r)d)\(r).

R2 [0,00)

Entsprechend folgt mit der abgeschlossenen Kugel B mit Radius R
um den Ursprung also

fz,y)d\(z,y) = 27?/ Tf(r)d)\(r).

Br [0,R]
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Damit erhaelt man insbesondere fuer die Flaeche F'(R) der Kugel mit
Radius R (d.h. f = 1} 5)) also

F(R) :/B 1d(z, y) zzw/ﬁ)mr-m(r) = 1R2.
R )

Polar-/Kugelkoordinaten in R? Sei

7 cos(p) sin(6)
®: [0,00) x [0,27] x [0, 7] — R?®, ®(r,,0) = rsin(gp)(sér;(@)

Dann ist
®: (0,00) x (0,27) x (0,7) — R*\{(x,0,2): z€ R, x>0}

bijektiv und stetig differenzierbar mit der Jacobi-Matrix

cospsinf —rsingsinf rcosycosf
D®(r,p,0) = | rsinpsind rcosesinf rsinpcosd
cosf 0 —rsiné

und der Funktionaldeterminante

det D®(r, ¢,0) = —r?siné
Damit ergibt sich also (mit dem Satz von Fubini/Tonelli)

f(x7 y’ Z)dA(x7 y’ z)

R3

= / r? (/ (/ sin 0 f (r cos ¢ sin @, rsin ¢ sin 0, r cos Q)d)\(ﬁ))d)\(gb)) d\(r).
[0,00) [0,27r] J[0,m)

Ist f radialsymmetrisch d.h. f(x,y,2) = f(|(z,y, 2)|), so folgt

f(z,y, z2)d\(z,y, z) = 47r/ rf(r)d\(r).

R3 [0,00)

Entsprechend folgt mit der abgeschlossenen Kugel By im R? mit Radius
R um den Ursprung also

fz,y, 2)d\(x,y, 2) = 47?/ r2 f(r)d\(r).

Br [0,R]

Damit erhaelt man insbesondere fuer das Volumen V' (R) der Kugel mit
Radius R (d.h. f = 1j9,5)) also

4
V(R) = /B Ld\(z,y,2) = 47r/[0m r? - 1d\(r) = §7TR3.
R ;

Beispiel. Berechnen von [, e d\.
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Setze
I::/eth)\; und J::/ e~ l@w)P d\(z,y).
R R2

Dann gilt nach dem Satz von Fubini/Tonelli aber I? = J. Mittels
Polarkoordinaten in der Ebene, des Satzes von Fubini/Tonelli und der
Tatsache, dass fuer stetige Funktione das Lebesgue Integral und das
Riemann Integral iibereinstimmen, koennen wir weiterhin J ausrechnen

Z0
J = / re N6, 1)
(0,00) x[0,27]

(Fubini/Tonelli) = 27r/ re " dA(r)
(0,00)
(Monotone Konv.) = 27 lim re " dA(r)
R—o0 (0,R)
R 2
= 27 lim re” " dr
R—oo [
= 27 lim (—=e "))
= 7.

Damit folgt [ = /7.



