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(1)

Sei (M, d) ein metrischer Raum. Fir z € M und ) # A C M sei
d(z, A) := inf d(z,y),
und fiir € > 0
U(A):={xeM: dz,A) <e}.
Zeigen Sie:
(a) d(z,A) =0 <=z € A,
(b) A=[U:(4),

e>0

(c) Sei d(z) :=d(x, A). Zeigen Sie, dass § : M — R lipschitzstetig ist.

Bemerkung: Seien (M;, d;), i = 1,2 metrische Rdume. Eine Abbildung f : M; — M,
heifst lipschitzstetig, falls L > 0 existiert, so dass fiir alle x1, x5 € M,
d2(f($1)7 f(xz)) <L- 41(9017332)-

Sei (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Sei (F,,) ein Folge nichtleerer abge-
schlossener Teilmengen von M mit der Eigenschaft Fy, 2 F; O --- D F, D ...
und diam F,, — 0, wobei diam A := sup{d(z,y) : x,y € A}. Zeigen Sie, dass der
Durchschnitt N, enF), nichtleer ist. Gilt dies auch, falls man auf die Vollstandigkeit
verzichtet? Kann man die Voraussetzung diam F,, — 0 fallenlassen?

Es seien (E,| - ||g), (F,|| - ||[r) normierte Rdume und (F x F.| - ||) mit ||(z,y)| =
Il - [lz + || - || versehen. Zeigen Sie:

(E x F,|| - ||) vollstiindig < (E, |- ||5) und (F, || - ||») vollstindig.

Sei (X, || - ||) ein normierter Raum und Y ein abgeschlossener Unterraum von X.
Zeigen Sie, dass die Abbildung || - || definiert durch

;= inf
Il = inf e+ ]

eine Norm auf dem Quotientenraum X/Y definiert.



(5) Zeigen Sie, dass C([0, 1]) beziiglich der Norm

1]l = / ()] dt

nicht vollstandig ist.

(6) Sei P der Raum aller reellwertigen Polyonome auf R. Fir ein Polynom p(t) =
> h_o axt” definieren wir ||p|| = >"1_, |ak|.

(a) Ist (P,] - ||) vollsténdig ?

(b) Untersuchen Sie die folgenden linearen Funktionale ¢; : P — R auf Stetigkeit
und berechnen Sie gegebenefalls deren Norm:

©1(p) :/0 p(t)dt, pa(p) = p'(0), w3(p) =p'(1).

(c) Untersuchen Sie die die folgenden linearen Abbildungen 7; : P — P und be-
stimmen Sie gegebenenfalls deren Norm:

(Tip)() = plt + 1), (Tap)(t) = / pls)ds.

(7) Sei C*([0,1]) der Raum der auf dem Intervall [0, 1] einmal stetig differenzierbaren

Funktionen, ausgestattet mit der Norm || f|| = ||f]loc + ||/ |lco, WObei
[flloe = sup{|f(z)[ - = € [0, 1]}.
Welche der folgenden Normen sind aquivalent zu || - || 7

1f 1l = 1FO) + 11 lloes

151 = maoc | [ s 71
i1 = ([ 1sra+ [ 1rora) "

Hinweis: Nutzen Sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

(8) Auf jedem unendlichdimensionalem normierten Raum existiert ein unstetiges lineares
Funktional. Hinweis: Konstruieren Sie ein solches Funktional mittels (algebraischer)
Basen.

(9) Finden Sie einen metrischen Raum (M, d) und eine folge stetiger Funktionen f,,, die
punktweise gegen eine nirgends stetige Funktion f konvergieren.



