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1 Allgemeine Grundlagen

Zahlenbereiche

N ={1,2,3,...}: Menge der natiirlichen Zahlen.

Die Addition und die Multiplikation sind in N uneingeschrénkt ausfiihrbar:

Es gilt a + b € N sowie a-b € N, falls ¢ € N und b € N erfiillt ist.

No =NuU {0},

7Z ={0,+1,£2,...}: Menge der ganzen Zahlen.

In Z ist auflerdem die Subtraktion (als Umkehroperation zur Addition) uneingeschrénkt ausfiihr-
bar:

Es gilt a — b € Z fiir beliebige a € Z und b € Z.

Q={p/q: p €Z, q € N}: Menge der rationalen Zahlen.

In Q ist zusétzlich die Division (als Umkehroperation der Multiplikation) aufler durch 0 un-
eingeschrankt ausfiithrbar:

Es gilt p/q € Q fiir beliebige p € Q und ¢ € Q mit ¢ # 0.

Falls a € Q, a > 0, so heiBt z = \/a, > 0 (Quadratwurzel von a) genau dann, wenn z2 = a
gilt.

Aus der Schule ist bekannt, dass v/2 ¢ Q gilt.

Das kann man indirekt beweisen: Wir nehmen an, dass v/2 € Q gilt, und es sei

p°=2q",

dass p gerade und damit auch ¢ eine gerade Zahl sein muss. Das ist jedoch ein Widerspruch zur
Annahme, dass p und ¢ teilerfremd sind.
oo

R=/{ Z ar10% : ay, € {0,1,...,9}}: Menge der reellen Zahlen (unendliche Dezimalbriiche).

k=—o00

Wir identifizieren die Menge der reellen Zahlen R mit der Zahlengerade.

Weiterhin ist Q eine dichte Menge auf der Zahlengerade (Q ist dicht in R).
I =R\ Q: Menge der irrationalen Zahlen.

Insbesondere ist v/2 eine irrationale Zahl. Weitere wichtige irrationale Zahlen sind z.B. 7 und



die Eulersche Zahl e.
Jedoch auch in R ist nicht jede quadratische Gleichung losbar, z.B. gilt das fiir 22 +1 = 0 (Man

erhélt in diesem Fall wegen

T1,2 = i\/ —1

eine negative Diskriminante). Wir werden spéter die komplexen Zahlen C einfithren, um die
Losungen bestimmen zu kénnen. Wir haben insgesamt die folgenden (echten) Zahlenbereichser-

weiterungen

NcNocZcQcRcC.
Falls a eine reelle Zahl ist, so definieren wir durch

al +a: falls a>0
a|l =
—a: falls a<0

den Betrag von a. Dann sind folgende Eigenschaften erfiillt:
la| >0, | —a|] = |a|, |a| =0 genau dann, wenn a = 0.
Weiterhin gilt die Dreiecksungleichung
la+b| < |a|+ |b| fiir alle a,b € R.
Wir definieren jetzt durch
RZ2=RxR={(z,y): z€R, y R}

die Menge aller geordneten Paare reeller Zahlen. Diese Menge kann man mit der Anschauungs-

ebene identifizieren. Fiir ein geordnetes Paar gilt

(z1,y1) = (72,92) <= 21 = T2, Y1 = V2.

P = (z,y) entspricht der Darstellung von P durch seine kartesischen Koordinaten in der Ebene.

Durch

|PLPy| = /(z1 — 22)2 + (y1 — 2)?



ist der Abstand zwischen den Punkten P, = (z1,y1) und P> = (z2,y2) definiert (Satz von
Pythagoras). Insbesondere gilt
|PLP| =[PP

sowie die Dreiecksungleichung

|PLP| < |PLPs| + | PP

fiir beliebige Punkte P; = (x;,v;), i = 1,2,3, der Anschauungsebene.

Analog fithrt man den R3 ein.
RE=RxRxR={(z,9,2): t€R, y€R, z € R}

ist die Menge aller geordneten Tripel reeller Zahlen und entspricht dem Anschauungsraum. Es

gilt also
(1,91, 21) = (22,2, 22) <= 1 = T2, Y1 = Y2, 21 = 22

P = (z,y,z) entspricht der Darstellung von P im Anschauungsraum durch seine kartesischen

Koordinaten.

Durch

|PLPs| = \/(z1 — 22)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2

ist der Abstand zwischen den Punkten P, = (z1,y1, 21) und Py = (22, y2, 22) definiert ( Verallge-

meinerung des Satzes von Pythagoras). Es gilt ebenfalls
|PLPs| = | PPy

sowie die Dreiecksungleichung

|P1Po| < |P1 P3| + | P2 P3|

fiir beliebige Punkte P;, i = 1,2, 3, des Anschauungsraumes.

Wichtige Koordinatensysteme

Die Lage eines beliebigen Punktes P in der Anschauungsebene bzw. im Anschauungsraum lasst
sich mit Hilfe eines Koordinatensystems darstellen.

Wichtige Koordinatensysteme in der Ebene



e Die (rechtwinkligen) kartesischen Koordinaten (z,y) (siehe oben)

e Die Polarkoordinaten (r, )

Mit r > 0 wird der Abstand des Punktes P vom Nullpunkt (Linge des Radiusvektors)
und mit 0 < ¢ < 27 der Winkel zwischen dem Radiusvektor und der positiven x-Achse
bezeichnet.

Es existiert eine eineindeutige Zuordnung zwischen den kartesischen Koordinaten und den
Polarkoordinaten fiir alle Punkte der Anschauungsebene, die nicht den Nullpunkt dar-
stellen.

Falls die Polarkoordinaten fiir P durch P = (r,¢) mit r # 0 und ¢ € [0,27) gegeben sind,

so erhélt man die kartesischen Koordinaten P = (z,y) auf eindeutige Weise durch
T =17C0sp, y=rsine.

Falls ungekehrt die kartesischen Koordinaten P = (z,y) # (0,0) gegeben sind, so erhilt

man die eindeutig bestimmten Polarkoordinaten P = (r,¢) durch

r=+\/x2+y>?

sowie
_ Y
@ = arctan =, x # 0,
T

unter Beachtung der Quadrantenbeziehungen. Wir setzen weiterhin

= %, fallsy>0, =0
(%) ® 5 alls y T

p= 37”, falls y < 0, z = 0.

Man beachte fiir x = y = 0 ist der Winkel ¢ nicht erkldrt.

Wichtige Koordinatensysteme im Anschauungsraum

e Die (rechtwinkligen) kartesischen Koordinaten (z,y, z) (siehe oben)



e Die Zylinderkoordinaten (r, ¢, z), wobei in der (z,y)-Ebene die Polarkoordinaten (r,y)
gegeben sind

Dann erhalten wir die Beziehungen
T=Trcosp, y=rsing, z =z,

bei der Umrechnung von Zylinderkoordinaten in kartesische Koordinaten.

Im umgekehrten Fall haben wir
r=+/x2+y2, ¢ = arctan g,
x

wobei wir die entsprechenden Quadrantenbeziehungen und (*) wie bei den ebenen Polar-
koordinaten verwenden. Man beachte, dass auch hier der Winkel ¢ in der (x,y)-Ebene fiir

x =y = 0 nicht definiert ist.

e Die Kugelkoordinaten (r, p, )
Dabei ist 7 > 0 der Abstand des Punktes P vom Nullpunkt (Lénge des Radiusvektors),
0 < ¥ < 7 bezeichnet den Winkel, den der Radiusvektor mit der positiven z-Achse bildet,
und 0 < ¢ < 27 ist der Winkel zwischen der Projektion des Radiusvektors auf die (z,y)-

Ebene und der positiven xz-Achse. Wir haben dann die folgenden Beziehungen
xr =rsindcosp, y =rsindsiny, z = rcosv

bei der Umrechnung von Kugelkoordinaten in die entsprechenden (rdumlichen) kartesi-
schen Koordinaten.

Im anderen Fall ergibt sich zunéchst

r =22+ y%+ 22
Analog zu oben erhalten wir unter Beriicksichtigung der Quadrantenbeziehungen und (*)
zundchst den Winkel ¢ durch
_ Y
(¢ = arctan —.
x

fir (2,) # (0,0).
SchlieBlich folgt aus

22+ y2 = r?sin® vﬂ(sin2 0+ cos? Q) = rZgin? ¢



und z = rcos ¥ # 0 wegen
[22 1 02 ind
¢ +y _ sin — tand,
z cos

dass
¥ = arctan M
gilt. Weiterhin setzen wir
9 = 0, falls 2> 0, 22 +¢y> =0,
¥ = m, falls z<0, 22 +y> =0,
- g falls z = 0, 22 + % # 0.

Man beachte auch hier, dass der Winkel ¢ fiir den Nullpunkt (0,0,0) nicht erkldrt ist.

Wichtige geometrische Objekte

In der Anschauungsebene
Die Gerade:
Die allgemeine Geradengleichung ist durch Az+ By+C = 0 gegeben, wobei A, B und C beliebige
reelle Zahlen sind. Als Spezialfille erhalten wir fiir A = 0 und B # 0 eine Parallele zur x-Achse
sowie fiir B =0 und A # 0 eine Parallele zur y-Achse. Fiir B # 0 folgt die bekannte allgemeine
Geradengleichung

A

y:—Ex—Ezmx—{—b,

wobei m = tan d den Anstieg (Richtungskoeffizient) und b den Schnittpunkt mit y-Achse liefert.
Analog kann man den Fall A # 0 betrachten.

Der Kreis:

Durch (x —0)%+ (y —y0)? = R? wird ein Kreis vom Radius R > 0 mit Mittelpunkt M = (g, o)
in kartesischen Koordinaten dargestellt.

Eine mogliche Parameterdarstellung fiir den gleichen Kreis ist
x =9+ Rcosy, y=1yo+ Rsing, ¢ € |0,2n].
Auflerdem ist der Kreis ein Spezialfall der allgemeinen Kurven 2. Ordnung K, die durch
K ={(z,y) € R?: apz® + a22y2 + 2a192y + 2a137 + 2a93y + asz =0, aiq,...,a33 € R}

definiert sind.

Die Normalformen der Kurven 2. Ordnung sind durch



o die Parabel: y> = 2pzx,

2 2
. . X Yy
die Ellipse: — + =5 =1
e die pse 22 + 12 ,
2 2

; .Y
e die Hyperbel: 2

=1
gegeben. Insbesondere ist der Kreis mit a = b = R eine spezielle Ellipse.
Wir geben jetzt eine geometrische Charakterisierung dieser Normalformen. Dabei sind wie iiblich

Py = (x1,71) und Py = (2,y2) zwei Punkte im R? und der Abstand zwischen diesen Punkten

ist durch

|PLPy| = /(21 — 22)? + (41 — 42)?

gegeben.
Wichtige Begriffe fiir die Parabel

y* = 2px, p # 0,

sind der Brennpunkt B = (p/2,0) und die Leitlinie g, d.h. die Gerade, die durch den Punkt

(—p/2,0) parallel zur y-Achse verlduft. Dann gelten folgende Eigenschaften.

Satz 1 (a) Ein Punkt P = (z,vy) liegt auf der Parabel y> = 2px genau dann, wenn der Abstand
von P zur Leitlinie g gleich dem Abstand von P zum Brennpunkt B ist.
(b) (Brennpunkteigenschaft) Es sei p > 0. Jeder von rechts parallel zur x-Achse einfallende
Strahl verlduft nach Reflexion an der Parabel durch den Brennpunkt B.

Wichtige Bezeichnungen fiir die Ellipse

sind die beiden Brennpunkte B; = (—e,0) und By = (e,0), wobei die Brennweite durch

e=+va2—-02>0

gegeben ist. M = (0,0) ist der Mittelpunkt, S; = (—a,0) und Sy = (a,0) sind die Hauptscheitel
sowie N1 = (0,b) und Ny = (0, —b) sind die Nebenscheitel der Ellipse. Die groe Achse hat die
Léange 2a, und die kleine Achse hat die Lange 2b.

Fiir die Ellipse gelten folgende Eigenschaften.



2 2

Satz 2 (a) Ein Punkt P = (z,y) liegt auf der Ellipse x_2 + ¥
a

=i 1 genau dann, wenn

|PBl| + |PB2| = 2a

gilt.
(b) (Brennpunkteigenschaft) Jeder von einem Brennpunkt ausgehende Strahl verliuft nach Re-

flexion an der Ellipse durch den anderen Bremnpunkt.

Wichtige Begriffe fiir die Hyperbel

2 2
T Y
g—b—2:1,a>0,b>0,

sind die beiden Brennpunkte By = (—e,0) und Bs = (e,0), wobei
e=Va*+b >0

gilt. Die beiden Hauptscheitel sind durch S; = (—a,0) und Sz = (a,0) gegeben. In diesen
Punkten schneidet die Hyperbel die Hauptachse, die durch B; und B verlduft. Die Nebenachse
ist die Mittelsenkrechte der Strecke zwischen By und Bs.

b
Durch y = +—x sind die Asymptoten der Hyperbel definiert. Aus der Hyperbelgleichung folgt
a

a
und somit
b
y — t—x fir |z| — oo.
a

Fiir die Hyperbel kann man folgende Eigenschaften herleiten.

2 2

Satz 3 (a) Ein Punkt P = (x,y) liegt auf der Hyperbel 56—2 - Z_Q
a

=1 genau dann, wenn
’PBl‘ - ‘PBQ’ = 2a

gilt.
(b) (Brennpunkteigenschaft) Die Tangente an einem Punkt P der Hyperbel halbiert den Winkel,

der mit den beiden Brennpunkten gebildet wird.

10



Allgemeinere Darstellungen sind z.B. fiir

_ 2 _ 2
(z a;fo) It 70

b2 ’

e die Ellipse

2 )2
e die Hyperbel (z = 20) — (v~ 30) =1,
a? b2

e und die Parabel (y — o) = 2p(x — x0),

falls die Achsen parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen.

Die Flichen 2. Ordnung F im Anschauungsraum sind durch
F={(z,y,2) € R? : anz? + any? + aszz? + 2a19xy + 201322 + 2a93y2

+2a14% + 2a24y + 2a34%z + agq = 0}

definiert, wobei alle Zahlen aq1,...,aqq reell sind.

Wir geben nur die Normalformen der Fldchen 2. Ordnung an.

o die Kugel: z? + 3% 4+ 2% = R?,

2 2 2

T z
e der Ellipsoid: ) + Z_Q + 2= 1,
. . a2 2 2
e das einschalige Hyperboloid: — + 5 — — =1,
a b c
. . a2 22
e das zweischalige Hyperboloid: — — 5 — — =1
a b c
2?2
e das elliptische Paraboloid: — + = = 2z,
a b2
22 42
e das hyperbolische Paraboloid: — — = = 2z,
a b
2 2 2
. T y z¢
e der elliptische Kegel: ) + 2 a 0,
22 g2
e der elliptische Zylinder: — + -5 =1, z € R,
a b

11



22 g2
e der hyperbolische Zylinder: — — = =1, z € R,
a

b
22
e und der parabolische Zylinder: — =2y, z € R.
a

Ein entarteter Spezialfall ist die ebene Fliche Ax + By + C'z 4+ D = 0, wobei die Zahlen A, B,
C und D reell sind.
Wir beschéftigen uns jetzt mit wichtigen Rechenoperationen und deren Eigenschaften.

Die Potenzen mit ganzen Exponenten sind fiir x € R\ {0} durch

_ 1
22=1, 2" =2-2", neNy, x "=— neN,
T

definiert. Weiterhin setzen wir

0" =0,neN.

Man beachte: | 0° ist nicht definiert (unbestimmter Ausdruck).

Es gilt der Binomischer Lehrsatz

n

n
(@+y)" =) iy,

k=0 \ k
wobei
n n!
k N /{?'(TL - k)'
die Binomialkoeffizienten darstellen, und n! rekursiv durch 0! = 1 und (n + 1)! = (n + 1)n! fir

n € Ny gegeben sind.
Es sei k¥ € N. Dann heifit z > 0 die k-te Wurzel einer reellen Zahl a > 0, falls ¥ = a gilt

(Umkehrfunktion zur Potenzfunktion z*).

r=3a+=1¥=a, x>0,

(wir schreiben auch z = a!/¥).

Fiir reelles a > 0 und r = p/q € Q konnen dann die Potenzen mit rationalen Koeffizienten

definiert werden.
Es ist

a" = alll = (%)p,pEZ, g€ N.
Die Zahl a heifit Basis, und r ist der Exponent.

Wir wissen, dass die Menge Q dicht in R ist. Somit kann man durch eine Grenzbetrachtung die

Exponentialfunktion zur Basis a > 0

flz)=a", z €R,

12



einfiithren.

Satz 4 FEs seien a, b, x und y reelle Zahlen. Weiterhin sei a > 0 und b > 0 erfillt. Dann gelten
folgende Eigenschaften fiir die FExponentialfunktion:

(a) a* - a¥ = a1V,

(b) (a”““) a®v,

(c) a” - b" = (ab)*,
(

d) Falls > 0 und b # 1 gilt, so existiert genau ein y € R mit b¥ = x.

Unter Verwendung der Aussage (d) kann man jetzt die Logarithmusfunktion zur Basis b defi-

nieren.

Definition 1 Es gelte x > 0 und 0 < b # 1. Dann ist log, x die eindeutig bestimmte reelle Zahl

y mit b = x, d.h. es gilt | y =log,x <= x = bY = plo&?,

Die Zahl y nennt man den Logarithmus von x zur Basis b (Umkehrfunktion der Exponential-

funktion)

Satz 5 Fira>0,c>0 und0<b#1 gelten die folgenden Figenschaften:
a) log, ac = logy a + logy, ¢,
b) log, 1 =0 und log, b =1,

(
(
(c) log, a® = zlogy a fir x € R,
(d) logy % = logy, a — logy, c,

(

e) log, a = log, ¢ - log, a, falls ¢ # 1.

Diese Aussagen kann man leicht unter Verwendung von Satz 4 und der Definition 1 herleiten.
Wir zeigen stellvertretend dafiir die Aussage (e):

Nach Definition 1 gilt

a = blogba’ a = clogca’ c= blOgbC_
Damit erhalten wir unter Verwendung der Eigenschaft (b) in Satz 4
blogb a _ Clogc a _ (blogb c) logc a — blOgb clog.a
und somit wegen der Eindeutigkeit der Logarithmusfunktion die Aussage
log, a = logy ¢ - log, a.

Die wichtigsten Spezialfille ergeben sich bei folgender Wahl der Basis b:
Fiir b = 10 erhélt man den dekadischen (Briggs’schen) Logarithmus. Wir setzen dann lg = log.

13



Falls b = e (Eulersche Zahl) ist, so hat man den natiirlichen Logarithmus. Wir verwenden spéter

immer In = log,.

14



2 Folgen und Reihen

Eine Folge (Zahlenfolge) ist eine unendliche oder endliche Menge von reellen Zahlen ay, as, ag, . .

e

die in bestimmter Rethenfolge angeordnet sind.
Wir verwenden z.B. folgende Schreibweise:
{an}o2; fiir eine unendliche Folge,

{an}N_, fiir eine endliche Folge.

Definition 1 (a) Die Folge {ay,}5° | heifit beschrinkt, falls eine reelle Zahl ¢ > 0 derart existiert,
dass |an| < ¢ fir alle n € N gilt.

(b) {an}>2, heifst unbeschrinkt, wenn es zu jeder reellen Zahl C eine natirliche Zahl nc gibt
mit |ap,| > C.

(c) {an}2, heifit konvergente Folge mit Grenzwert oder Limes a € R, falls fir alle ¢ > 0 ein

no = no(e) € N existiert, so dass fiir alle n > ng die Abschitzung |a, — a| < & gilt.

Wir verwenden die Schreibweisen:
an = a firn — oo, lim a, = a.
n—oo

Falls a = 0 ist, so nennen wir {a,}2, eine Nullfolge.

(d) Falls {an}22 , nicht konvergent ist, so heifst die Folge divergent.

(e) (unendlicher Grenzwert, bestimmt divergent) Wir setzen JLH;O an = 00, falls fiir alle reellen
Zahlen ¢ > 0 eine Zahl ng = no(c) € N existiert mit a,, > ¢ fir alle n > ng. Analog definiert
man lim a, = —occ.

n—o0

(f) {an}22, heifit (streng) monoton wachsende Folge, falls

ap <ap<az <o <ap S Ay <

(a1 <ag<az< - <ap<agy <---)

gilt.
{an}>2, heifit (streng) monoton fallende Folge, falls

a1 2> ax 2 a3 > " 20 2> Gyl = -

(a1 >ag >az> - >ap > agy1 > -

gilt.
{an}22, heifit (streng) monotone Folge, falls sie entweder (streng) monoton wachsend oder

(streng) monoton fallend ist.

15



Beispiel 1 (a) Die Folge mit a, = 1/n, n € N, ist beschrinkt, streng monoton fallend und
konvergent mit
1

lim a, = lim — =0
n—oo n—,oo N

(Nullfolge),

(b) die Folge mit a, = n, n € N, ist unbeschrinkt, streng monoton wachsend mit

lim a, = lim n = o0
n—oo n—oo

(bestimmt divergent),
(c) die Folge mit ag,—1 = —1, ag, = 1, n € N, ist beschrénkt, keine monotone Folge, besitzt

keinen Grenzwert und ist somit (unbestimmt) divergent.

Wichtige Eigenschaften und Rechengesetze fiir konvergente Folgen

Satz 1 (a) (Cauchy-Kriterium)

Die Folge {a,}52 ist konvergent genau dann, wenn fir alle € > 0 eine Zahl Ng = Ny(e) € N,
existiert, so dass |ay — am| < € fir alle k, m € N mit m > k > Ny gilt (Cauchy-Folge).

(b) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt, d.h.

lim a, =a, lim a, =b=—a =0.
n—oo n—oo

(¢) (notwendiges Konvergenzkriterium)

Jede konvergente Folge ist beschrinkt, d.h. falls {an}o, unbeschrankt ist, so ist diese Folge
niemals konvergent und damit divergent.

(d) Es gibt beschrinkte Folgen, die nicht konvergent sind.

(e) (i) Falls {an}o2 eine Nullfolge und {b,}5° | beschrinkt ist, so ist {ay -b,}>>, ebenfalls eine
Nullfolge.

(i) Falls {an}52 , eine konvergente Folge und {b,}5°; beschrinkt ist, so ist {a,-by}72 | ebenfalls
eine konvergente Folge.

(f) Eine monotone beschrinkte Folge besitzt stets einen endlichen Grenzwert.

(g) (Rechenregeln fiir konvergente Folgen)

Es gelte

nangO ap, =a und JLH;O b,=10
fir die Folgen {ay}req und {by}oo ;.
Dann folgt

(1) (an, £bp) =a+£b,

lim
n—oo

16



ii) hﬁm (an - by) =a-b,

1 1
iii) lim — = —, falls a, #0, a # 0,
n—oo a,n a
iv) hm lan| = |al,

(
(
(
(v) hm c- an—c a, c € R,
n—o0 a
(vi) lim —:— fallsb #0,b#0,
n—oo by,
(vii) hm ank = d¥, falls k € Z sowie zusdtzlich a, # 0, a # 0 fir k <0,
(viii) falls an < by, soista <b,
(i

x) falls a = b und fir die Folge {c,}orq gilt an < ¢, < by, so folgt hm cp = a.

Bemerkung 1

e zu (c) siehe Beispiel 1(b)
e zu (d) siehe Beispiel 1(c)

e zu (e)(i) Falls {a,};2; eine Nullfolge und falls {b,}°°; unbeschrinkt ist, so kann

{an - butaiy

eine Nullfolge sein:

1 1

—_—n = —

n? n’
eine allgemeine konvergente Folge sein

! 5 5

— 0N =

n2

e zu (e)(ii) {ay - by}, ist eine Cauchy-Folge
e zu (f) fiir eine monoton wachsende Folge gilt

lim a, > a
n—oo

fiir alle £ € N und analog fiir eine monoton fallende Folge
lim a, < a

n—oo

fiir alle kK € N.
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Beispiel 2 (a)

2 2
1
S i 143y = lim = lim (14 2) =0,

n—oo 4n3 n—oo 4n3 n n—oo 4n n—oo n

(b)

o (AFT-yRWATI+ V)

(c) wichtige Grenzwerte:

:07

o kel
) & 0: O<axl
lim n%a" =
nree co: a>1
e lim Ya=1,a>0, lim {/n=1
n—o0 n—oo
e (e: Eulersche Zahl)
lim (1+1/n)"=e, lim(1+z/n)"=¢" zeR.
n—oo n—oo
Reihen:
o0
Es seien ag, a1, ao, ..., reelle Zahlen. Dann heifit Z a; (unendliche) Reihe. Mit
=0
N
Sy = Zaj’ N € Np,
=0

bezeichnen wir die N-te Partialsumme der Reihe. Die Partialsummen {Sy }%_, bilden eine Folge

von reellen Zahlen.

o

Definition 2 (a) Die Reihe Z a; heifst konvergent, falls die Folge der Partialsummen {Sn }%—g
j=0

eine konvergente Folge ist. Dann existiert

lim S, =: S,

N—oo

o0
und man setzt Zaj =8.
=0

oo oo

(b) Die Reihe Zaj heifit absolut konvergent, falls die Reihe Z laj| konvergent ist.
=0 =0

(¢c) Eine nicht konvergente Reihe heif$t divergent.

Satz 2 (a) Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent. Die Umkehrung gilt i.a. nicht, d.h.
es existieren konvergente Rethen, die nicht absolut konvergent sind.

(b) (notwendiges Konvergenzkriterium)

Fiir jede konvergente Reihe gilt a; — O fiir j — oo, d.h. falls ]li)rgo a; = 0 nicht erfillt ist, kann

die Reihe niemals konvergent sein, sie ist also divergent.
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[e.e]
Beispiel 3 (a) Die Reihe Z a; mit a; = 1 fiir alle j ist divergent, da das notwendige Konver-

j=1
genzkriterium verletzt wird. Wir erhalten

lima; =1#0

J—0Q

und

lim SN—]\}lm N = 0.

N—o0
1
b) Es gelte a; = ——————, 7 € Ng. Wegen
) TG +2)
N N
1 1
s (L 1)
N 234—1 )G+ 2) ZOJH jt2
1

ist diese Reihe (absolut) konvergent, und es gilt

oo o0 1
24X GrGey

(c) Die geometrische Reihe: Es sei ¢ >0, ¢ # 1 und a; = ¢/, j € Ny. Dann gilt

N N+1
_ g4
Sn = ‘Zo ¢ = 1—gq
]:

Diese Aussage ergibt sich aus

¢Sn = g+ -+

und damit
(1—q)Sy=1—¢"".

Damit erhalten wir (fiir ¢ = 1 siehe (a))

o .
Y@= lim Sy=4 0 beast

=0 N—oo co: q>1.

Die geometrische Reihe ist also fiir 0 < ¢ < 1 (absolut) konvergent und sonst divergent.

(d) Die harmonische Reihe ist gegeben durch
i :
=
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Es gilt wegen
1—1—1—1- 1—1-1 + 1+1+1+1 +
2 3 4 5 6 7 8 ’

dass wir unendlich viele Summanden erhalten, die grofier als 1/2 sind. Damit haben wir
lim Sy = oc.
Ngnoo N o

Die harmonische Reihe ist also divergent.

(e) (Verschirfung von (b), (d)) Es sei a > 0. Die Reihe
y L
=

ist fiir 0 < a <1 divergent und fiir & > 1 (absolut) konvergent. Insbesondere gilt
S
) — 4
=

Eine Reihe
o
2%
j=0
heiflt alternierend, falls die Glieder a; abwechselnd positiv und negativ sind.

Satz 3 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen)
o0

Eine alternierende Reihe Z a; konvergiert, falls ihre Glieder |a;|, j € No, eine monotone Null-

=0
folge bilden.

Beispiel 4 (a) Die alternierende Reihe

[e o]
1 1 1
1yt =14+ Z2F...

ist nach Satz 3 konvergent (siche auch Einschachtelungsprinzip), aber nicht absolut konvergent

(siche Beispiel 3(d)). Es gilt

o0

Z(—w“l =In2.

=1 J
(b) Die Betriige der alternierende Reihe

1 1 n 1 1 N 1
T2 RT3
bilden zwar eine Nullfolge, aber keine monotone Folge. Wegen

A LA |

57
j=1 N j=1 g
(Differenz aus harmonischer und geometrischer Reihe) ist die Folge der Partialsummen nicht

konvergent sondern bestimmt divergent; die Reihe ist also divergent.
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Satz 4 (Konvergenz- und Divergenzkriterien fiir Reihen mit nichtnegativen Gliedern)
(a) (Majorantenkriterium)

o
Falls 0 < aj < bj fiir alle j gilt, so folgt aus der Konvergenz von Z bj auch die Konvergenz der

Jj=0
o0
Reihe E aj.
j=0

(b) (Minorantenkriterium)

oo
Falls aj > b; > 0 fiir alle j gilt, so folgt aus der Divergenz von ij auch die Divergenz der

Jj=0
[oe)
Reihe g aj.
j=0

(c¢) (Wurzelkriterium)
Es gelte

{/\aj] <qg<1 firalle j.
o

Dann ist Z a; absolut konvergent und damit auch konvergent.

=0
</\aj] >Q>1 firalle j.

Es gelte

oo

Dann ist Z a; divergent.
§=0

(d) (Quotientenkriterium)

Es gelte
M§q<1 fir alle j.
|a;]
o
Dann ist Z a; absolut konvergent und damit auch konvergent.
j=0
Es gelte
s
| ’J+‘1| >Q>1 fir alle j.
aj

[e.e]
Dann ist Z a; divergent.
j=0

(Aussagen gelten auch, falls eine Zahl jy € N existiert, so dass die Kriterien fiir alle j > jy
gelten. In den Anwendungen meist |a;| = a; fiir alle j (nichtnegative Glieder). Die Aussagen (d)
und (e) sind i.a. falsch, falls fiir ¢ nur die Abschitzung ¢ < 1 bzw. fiir @ nur die Abschétzung
Q@ > 1 erfiillt ist. Man beachte z.B. die harmonische Reihe.)

Beispiel 5 (a) Die Reihe

2

J

=
25
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konvergiert (absolut) nach dem Quotientenkriterium. Es gilt

G+D*2 724241 1+2/j+1/72 1
j2 L9+l T 2j2 - 9 9

fiir j — oo.

(b) Die Reihe

S o
o In/(j+ 1)
konvergiert (absolut) nach dem Wurzelkriterium. Wir erhalten

_ 1 B 1
In/(j+1) In(j+1)

—0

fiir j — oo.

(c) Die Reihe
o
> 57
2+ 2)
divergiert nach dem Minorantenkriterium, da die harmonische Reihe divergiert. Man verwende

1 < 1
n(j+2) " j+2

Satz 5 (Eigenschaften absolut konvergenter Reihen)

(a) (Umordnung)

In einer absolut konvergenten Reihe kann man die Glieder beliebig umordnen, ohne die Summe
der Reihe zu verdndern.

(b) (Summe, Differenz, Produkt)

Es gelte fiir zwei absolut konvergente Reihen Z a; = Sq und Z bj = Sp.
=0 =0

(i) Falls o, B € R, so ist

> (aa;j + Bbj) = aS, + BS.
7=0
(i)
oo J
S S h = 33 ad
7=0

=0 k=0
= apby
+aoby + a1bg
+agbs + a1by + azbg
+agbs + a1ba + azbi + agby
..

= S-S
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3 Funktionen

Wir verwenden folgende Bezeichnungen fiir Intervalle, wobei a, b reelle Zahlen sind.
(—o00,a), (—o00,al, (b,00), [b,o0)
fiir unbeschrinkte offene bzw. halboffene Intervalle,
(a,b),la,b), (a,b],[a,b]
fiir beschréinkte offene, halboffene bzw. abgeschlossene Intervalle.

Definition 1 (a) Eine Abbildung f, die jeder reellen Zahl x € Dy C R genau eine reelle Zahl y
zuordnet, nennt man eine Funktion (oder eindeutige Abbildung) einer reellen Variable.
Schreibweise: y = f(z), = EN Yy

(b) D¢ heifst Definitionsbereich von f und
Wi={yeR:y=f(z), v€Ds} CR
nennt man Wertebereich von f.

hier: (natiirlicher) Definitionsbereich, d.h. maximales Intervall, wo Funktion erkldrt ist.

weitere Bezeichnungen:

(a) eindeutige Abbildung:

Ty = x93 = f(v1) = f(z2), dh. f(z1) # f(22) = 21 # 12

(b) f heifit eineindeutig (umkehrbar eindeutig, injektiv), falls zusdtzlich aus z7 # zo stets

f(z1) # f(z2) folgt. In diesem Fall existiert die Umkehrfunktion (inverse Funktion)
fTlryeWsmsa=f'(y) € Dy.

Im weiteren stets folgendes Vorgehen bei der Konstruktion der Umkehrfunktion und deren In-
terpretation:

(i) Man l6se y = f(x) eindeutig nach der unabhingigen Variable x = f~!(y) auf,

(ii) durch formales Vertauschen der beiden Variablen in x = f~!(y) erhilt man die Umkehr-
funktion y = f~1(x).

(entspricht Spiegelung an der Geraden y = )

Es seien f und g reelle Funktionen. Dann fithren wir folgende Operationen mit Funktionen

punktweise ein.
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skalare Multiplikation y = a - f: y(x) = a- f(x), Doy = Dy
Summe, Differenz y = f + g: y(z) = f(x) £ g(x), Df+y = DN Dy,
Produkt y = f - ¢: y(x) = f(x) - g(x), Ds.g = Dy N Dy

Quotient y = 5: y(z) =19 p; = DN Dy \A{x: g(xz) =0}

- g

g9(x)
Verkettung, Hintereinanderausfithrung y = f o g: Falls zusétzlich W, C Dy gilt, soist y = fog

definiert durch y(z) = (f o g)(x) = f(g(x)) mit Dsog = Dy.

Im allgemeinen gilt fog # go f (Operation o ist nicht kommutativ)
Symmetrie, wobei wir voraussetzen, dass x,—x € Dy gilt.

(a) gerade Funktion (spiegel-, achsensymmetrisch)

f(=x) = f(x) furalle x € Dy.
(b) ungerade Funktion (punktsymmetrisch)

f(=x) = —f(z) fir alle x € Dy.

Periodizitdt mit Periode a. In diesem Fall muss © € Dy = x + a € Dy gelten.

Die Funktion y = f(x) hat die Periode a, a € R, falls
f(x+a) = f(x) furalle € Dy.

Monotonie

(a) Die Funktion y = f(z) heifit (streng) monoton wachsend, falls fir alle z1, xo € Dy mit
z1 < my stets f(z1) < f(z2) (f(21) < f(22)) folgt.

(b) Die Funktion y = f(z) heifit (streng) monoton fallend, falls fiir alle 1, x2 € Dy mit 1 < 9
stets f(x1) > f(x2) (f(21) > f(x2)) folgt.

(c) Jede streng monoton wachsende (fallende) Funktion y = f(z) ist eineindeutig
und besitzt eine streng monoton wachsende (fallende) inverse Funktion y = f~!(z).
(nach vereinbarter Interpretation)

Potenzfunktion y = 2", n € N.

1. Fall n gerade: Die Funktion y = 2™ ist auf [0, 00) streng monoton wachsend und umkehrbar.
Die inverse Funktion ist dort y = +{/x, > 0, und ebenfalls streng monoton wachsend. Die
Funktion y = 2™ ist auf (—oo, 0] streng monoton fallend und dort auch umkehrbar. Die inverse
Funktion ist dann y = — {/z, > 0, und streng monoton fallend (Interpretation).

2. Fall n ungerade: Die Funktion ist auf R streng monoton wachsend. Die Umkehrfunktion ist

—/—x: x € (—00,0]

+/+z: x€0,00)

y:
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ist streng monoton wachsend.

Definition 2 (a) Die Funktion f(x) hat an der Stelle x = x¢ den Grenzwert yo, falls fir alle

Folgen {xj}]‘?‘;l C Dy mit der Eigenschaft lim x; = x¢ die Aussage lim f(x;) = yo gilt. Wir
j—o0 J—0

schreiben dann

ILm f(x)=yo oder f(x)—yo fir x— xg.
T—x0

(b) Die Funktion f(x) hat an der Stelle x = ¢ den rechtsseitigen Grenzwert yo, falls fiir alle Fol-
gen {xj};?’;l C Dy, xj > o, j € N, mit der Eigenschaft lim x; = g die Aussage lim f(z;) = yo
j—oo j—oo

gilt. Wir schreiben dann

lim f(z) =yo oder f(x)—yo fir x— xo+0.

zlzo
(¢) Die Funktion f(x) hat an der Stelle x = xo den linksseitigen Grenzwert yq, falls fir alle Fol-

gen{z;}52, C Dy, x; < x0, j € N, mit der Eigenschaft

im x; = xg die Aussage lim f(z;) = yo
]HOO ]HOO

gilt. Wir schreiben dann

liTm f(x)=yo oder f(x)—yo fir x— xg—0.
ztzo

(d) Die Funktion f(x) ist stetig in xo € Dy, falls

lim f(z) = f(zo)

T—T0

(e) Analog definiert man die links- bzw. rechtsseitige Stetigkeit einer Funktion f.

Beispiel 1 Alle unten angegebenen elementaren Funktionen sind auf dem Definitionsbereich

stetig.

Nach Definition 2(d) gilt

f in xo stetig == z9 € Dy.

(a) Definitionsliicken in xg ¢ Dy: f ist in ¢ nicht definiert und damit in g nicht stetig.

(al) Polstelle in x:

Die einseitigen (endlichen oder unendlichen) Grenzwerte

lim f(z), lim f(x)

xlxo zTxo
existieren und mindestens einer ist unendlich.
Die Funktion f(z) = 1/x mit Dy = R\ {0} ist stetig auf Dy. Im Punkt g = 0 ¢ Dy hat die

Funktion eine Polstelle (mit Vorzeichenwechsel), da

lim f(@) = o0, lim f(z) = —oc.
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Die Funktion f(z) = 272 mit Dy = R\ {0} hat in zg = 0 ¢ Dy eine Polstelle (ohne Vorzeichen-
wechsel), da

ili%f(x) = 00.

(a2) stetig hebbare Definitionslicken in x(:

Es existieren die endlichen Grenzwerte

lim f(z) = lim f(x).

zlxo ztzo

Die Funktion f(x) = 9;:_11 mit Dy = R\ {—1} ist stetig. Im Punkt 29 = —1 hat die Funktion

eine stetig hebbare Definitionsliicke, da

(x—1
lim f(z)= lim E+D=1) = lim . —1=-2.
rz——1 rz——1 x+1 r——1

Die Funktion kann also auf ganz R durch die Funktion g stetig fortgesetzt werden, indem man

f@): £ -1
—2: r=—1.

g(z) =

setzt.
(a3) Oszillationen im Punkt xo:
Es existiert kein (endlicher oder unendlicher) links- und/oder rechtsseitiger Grenzwert von f(x)
in xg.
Die Funktion f(z) =sin i ist auf R\ {0} stetig und hat in 29 = 0 eine Oszillation, da
lim sin l, lim sin 1
0 x zo x
weder als endliche noch als unendliche Grenzwerte existieren.

(b) Unstetigkeitsstelle in xq € Dy: f ist in xg definiert, hat aber dort keinen oder einen vom

Funktionswert f(xo) abweichenden Grenzwert.

Die Funktion

1: x>0
flz) =sign(z)=¢ 0: =0
—-1: x<O.

ist stetig fiir alle z # 0. Im Punkt 2o = 0 € Dy ist die Funktion unstetig; es liegt eine endliche

Sprungstelle vor, da

Die Funktion f(x) = sign(|z|) hat in x9 = 0 einen endlichen Sprung, da
= 1. == 1.
0= f(zo) # lim f(z)

26



Die Funktion
0: <0

flx) =
Inz: z>0.
hat in zg = 0 einen unendlichen Sprung als Unstetigkeitsstelle, da

lim /(@) = —o0, lim f(z) = /(0) = 0.

Analog hat die Funktion
Sin% x>0
flx) =
0: z <0.
hat in x¢p = 0 einen oszillierende Unstetigkeitsstelle, da

hfol f(z) nicht existiert, h?ol f(z) = f(0)=0.

Eine Funktion heifit stickweise stetig, falls sie nur endlich viele Unstetigkeitsstellen hat, die alle
endliche Sprungstellen sind.
(c) Die Funktion

—1: z€Q

+1: ze€R\Q

ist nirgends stetig.

Grenzwert der Funktion f(x) fir x — oo
Ist f(x) auf [a,00) definiert, und gilt fiir die Folge der Funktionswerte f(x,) mit x,, € Dy und
Ty, — 00:

lim f(z)=c,

T—r00
wobei ¢ € R U {—o00, 00} zugelassen ist, so sagt man, dass der Funktionwert fiir z — oo gegen
den (endlichen oder unendlichen) Grenzwert ¢ strebt. Analog definiert man

lim f(z)=-c

T——00

Nahert sich der Graph der Funktion f fiir x — —oo bzw. £ — oo einer Geraden y = kx + b, so
nennt man diese Gerade Asymptote der Funktion f.

Die Funktion

hat wegen
2
-1 2
im L~ = lim (1-—
T— oo 2 +1 z—+oo 2 +1

) =1
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als Asymptote die Gerade y = 1 (Anndherung von unten). Die Funktion

2

¥ —x—1
hat wegen
2
. - —x—1 . 1 5
mgrjrzloo 2r — 6 _xgr:iloo(gx+1+2x—6)_ioo7

als Asymptote die Gerade y = /2 + 1 (Anndherung an die Asymptote erfolgt fiir x — —oo von
unten und fiir z — oo von oben).

Die Asymptoten der Hyperbel

22 2 ,
a2 b2 '
sind wegen
22

— /T g2
Y o2
) b . b
lim +-v22—-a2= lim +-z =+
z—+oco @ rz—+oo @

die Geraden y = £b/a - x.

Satz 1 (Eigenschaften stetiger Funktionen)
(i) Die Funktionen f und g seien stetig in .

a) Falls o und B reelle Zahlen sind, so ist auch af + Bg in xg stetig.

)
b) Die Funktion f - g ist in xq stetig.
c) Es gelte g(xo) # 0. Dann ist auch die Funktion f in xo stetig.
g
)

ii) Falls g in xo und f in g(xo) stetig sind, so ist die Funktion f o g in xy stetig.

iii) Es sei [a,b] ein abgeschlossenes und beschrinktes Intervall, und f sei stetig auf [a,b].

(
(
(
(
(
(a) Dann ist f auf [a,b] beschrinkt, d.h. es existiert eine reelle Zahl ¢ mit

If(z)| <c< oo fiiralle x € [a,bl.

(b) Die Funktion f nimmt auf [a,b] ihren gréfiten Wert (Maximum) und kleinsten Wert (Mini-
mum) an.

(c) (Zwischenwertsatz) Es seien x1, 2 € [a,b] mit x1 < za, und es gelte

fx1) - fla2) <0
Dann gibt es mindestens einen Punkt xg € (z1,z2) mit f(xzo) = 0.

Aussage (f) verwendet man fiir Ndherungsmethoden zum Bestimmung der Nullstellen, z.B. beim

Sekantenverfahren.
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Im folgenden geben wir grundlegende Eigenschaften der elementaren Funktionen an. Wie oben
schon bemerkt, sind diese Funktionen innerhalb ihres Definitionsbereiches stetig.

Die elementaren Funktionen

(a) Die ganzen rationalen Funktionen (Polynomfunktionen) vom Grad n € Ny sind
y= f(z) = apx" + ap_12" '+ +arx +ag, a; €R, a, #0, z € R.

Falls n = 0 bzw. n = 1 gilt, spricht man von konstanten bzw. linearen Funktionen.
xo ist Nullstelle (Wurzel) von f(x), falls f(xg) = 0 gilt.
Fiir quadratische Gleichungen (n = 2) mit Normalform 22 + px + ¢ = 0 sind die (reellen)

Nullstellen x1, o durch

2
p p
= — = Zl: - —
x1,2 B 4 q

gegeben, falls die Diskriminante D = p?/4 — ¢ die Eigenschaft D > 0 erfiillt (falls D = 0 haben

wir eine doppelte reelle Nullstelle und fiir D < 0 keine reelle Nullstelle).
Nach den Vietasche Wurzelsitzen gilt x1 + xo = —p, x1 - T2 = q.

Diese Aussage folgt aus
0=(z—z)(x—22) = 2°4 (—z1 —22)x + 2129
= 22+ pr +q.

(b) Die gebrochen-rationalen Funktionen ist durch

filx)  apx™+---+ap
fa(x)  bpax™m 4+ +by’

G - by # 0,

gegeben, wobei f; und fo ganze rationale Funktionen sind. Damit erhalten wir den Definitions-
bereich Dy = {x € R: fao(x) # 0}.

Die Nullstellen von f(x) sind alle x € Dy mit fi(x) = 0.

Die Definitionsliicken von f(z) sind alle Nullstellen von fs. Sie sind entweder Polstellen oder
stetig hebbar.

f ist eine echt gebrochene-rationale Funktion, falls n < m, und eine unecht gebrochene-rationale
Funktion, falls n > m gilt.

Mittels Polynomdivision (euklidischer Algorithmus) ist es moglich, jede unecht gebrochene-
rationale Funktion als Summe einer ganzen rationalen und einer echt-gebrochenen rationalen
Funktion darzustellen.

Zum Beispiel ergibt sich

3
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(c) Die allgemeine Potenzfunktionen ist
y=f(zr)=2% x>0, a € R.

Es gilt stets y > 0 und y(1) = 1. Spezialfélle der allgemeinen Potenzfunktion sind die (iibliche)
Potenzfunktion y = 2" und die Wurzelfunktionen y = o = Y/x mit n € N.

(d) Die trigonometrische Funktionen

Die Sinusfunktion y = sinz, z € R.

Es gilt —1 < y < 1. Die Funktion ist ungerade, 2m-periodisch und auf [—7 /2, 7 /2] streng monoton
wachsend.

Die Maxima (y = 1) sind in = 7/2 4 2k7 und die Minima (y = —1) in = 3/27 + 2kn, die
Nullstellen sind x = k7, k € Z.

Die Kosinusfunktion y = cosz, = € R.

In diesem Falle gilt ebenfalls —1 < y < 1. Die Funktion ist gerade, 2m-periodisch und auf [0, 7]
streng monoton fallend.

Ihre Maxima (y = 1) sind in z = 2km, ihre Minima (y = —1) sind in £ = 7 + 2k7 und ihre
Nullstellen sind © = 7/2 + kn, k € Z.

Wichtige Funktionswerte sind
sin0 = 0, sinw/6 = 1/2, sinw/4 = v/2/2, sinw/3 = V3/2, sinn/2 =1

cos0 =1, cosm/6 = V/3/2, cosm/4 =?2/2, cosm/3=1/2, cosm/2 = 0.

Weiterhin gilt die Identitat

sin®x +cos?zx =1, z €R.

Wir haben folgende Additionstheoreme:

sin(x + y) = sinx cosy + coszsiny, cos(z £ y) = cosxcosy F sinxsiny.

Die Tangensfunktion y = tanz = :i)%, x#7m/2+km, k €Z.

Wir erhalten —oo < y < co. Die Funktion ist ungerade, m-periodisch und auf (—7/2,7/2) streng
monoton wachsend.

Die Nullstellen sind wegen sin km = 0 durch «x = km, k € Z, gegeben, und die Polstellen sind

wegen cos(m/2 + kn) =0inz =7/2 4+ kn, k € Z.
Cos T

Die Kotangensfunktion y = cotz = , x # km, k € Z. Analog zur Tangensfunktion erhalten

sin x
wir —oo < y < oo. Die Funktion ist ungerade, m-periodisch und auf (0,7) streng monoton
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fallend.
Die Nullstellen sind « = 7/2 4 k7 und die Polstellen sind x = kx mit k € Z. Weiterhin gilt

tanx - cotx = 1.

Hier gelten folgende Additionstheoreme:

tanx + tany

cotx-coty F1

tan(z £ y) = , cot(xty) =

1Ftanz-tany coty + cotx

Allgemein kann man folgende Aussagen iiber die Symmetrie des Quotienten zweier symmetri-
scher Funktionen beweisen:

Es sei f eine gerade und g eine ungerade Funktion. Dann ist wegen

f@) _ f(-a)
g(x)  —g(-x)

h(z) = = —h(—x)

die Funktion h fiir alle x € Dy, ungerade. Das gleiche gilt fiir

fir x € Dy, bzw. x € Dy, stets gerade.

(e) Die Arkusfunktionen (zyklometrische Funktionen) als Umkehrfunktionen der trigonometri-
schen Funktionen)

Die Arkussinus-Funktion y = f~1(z) = arcsinz, x € [~1,1], ist als Umkehrfunktion der auf
[—7/2, /2] streng monoton wachsenden Sinusfunktion ungerade und ebenfalls streng monoton
wachsend.

Es gilt —7/2 <y < 7/2 und die Nullstelle ist wegen sin0 = 0 in x = 0.

Die Arkuskosinus-Funktion y = f~1(x) = arccos z, x € [~1,1], ist als Umkehrfunktion der auf
[0, 7] streng monoton fallenden Kosinusfunktion streng monoton fallend. Es gilt 0 < y < 7, aus
cosm/2 = 0 folgt y(0) = 7/2 und die Nullstelle ist wegen cos0 =1 in x = 1.

Die Arkustangens-Funktion y = f~!(r) = arctanz, r € R, ist als Umkehrfunktion der auf
(—=m/2,m/2) streng monoton wachsenden Tangensfunktion ungerade und streng monoton wach-
send. Es gilt —7/2 < y < 7/2 und die Nullstelle ist in 2 = 0 wegen tan 0 = 0. Das asymptotische
Verhalten ist durch

lim arctanz = —7/2, lim arctanx = +7/2
T—»—00 T—+00
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gegeben.
Die Arkuskotangens-Funktion y = f~1(z) = arccotz, x € R, ist als Umkehrfunktion der auf
(0,7) streng monoton fallenden Kotangensfunktion streng monoton fallend. Es gilt 0 < y < 7

sowie wegen cot /2 = 0, dass y(0) = 7/2 ist. Das asymptotische Verhalten ist

lim arccotx =m, lim arccotz = 0.
T—r—00 T—+00

t) Die Exponentialfunktionen zur Basis a, a > 0, a # 1 ist gegeben durch
geg
y= f(z) =a" z R

Falls 0 < a < 1 gilt, so ist sie streng monoton fallend; fiir @ > 1 ist sie streng monoton wachsend.

Es gilt 0 < y < oo und y(0) = 1. Sie hat keine Nullstelle. Fiir das asymptotische Verhalten gilt

) ©o: O<a<l ) 0: O<axl
lim a* = lim a* =
oo 0: a>1 F—+00 0o: a>1

Ein wichtiger Spezialfall ist y = e, falls a die Eulersche Zahl e ist .

Die Exponentialfunktion erfiillt die folgende Funktionalgleichung

f(z1+22) = f(21) - f(22), 21, T2 € Dy

(g) Die Hyperbolische Funktionen
Die Sinus hyperbolikus- Funktion

e:B

y =sinhz =

ist eine streng monoton wachsende und ungerade Funktion. Es gilt —oo < y < oo und ihre

Nullstelle ist in z = 0. Das asymptotische Verhalten ist

lim sinhz = +o0.
r—+o00

Die Kosinus hyperbolikus-Funktion
y=coshex = — 2 €R,

ist auf (—oo,0] streng monoton fallend und auf [0, 00) streng monoton wachsend. Sie ist eine
gerade Funktion und besitzt keine Nullstelle. Es gilt y > 1. Thr Minimum ist y(0) = 1. Das

asymptotische Verhalten wird beschrieben durch

lim coshz = oo.
r— 100
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Wichtig ist die folgende Identitit

cosh?z — sinh?z =1, z € R.

Es gelten die folgenden Additionstheoreme:

sinh(xz £+ y) = sinh z cosh y + cosh x sinh y

und

cosh(z £+ y) = cosh z cosh y + sinh z sinh y.

Die Tangens hyperbolikus-Funktion ist eine ungerade Funktion und durch

sinh z e —e %
prng prng t h = == 3 € R,
y=f(z) ani cosh z er +e T v

definiert.

Die Kotangens hyperbolikus- Funktion

y = f(z) = cothx = , x € R\ {0},

1
tanh x

ist eine ungerade Funktion.

(h) Die Logarithmusfunktion y = log, z, x > 0, zur Basis a, a >0, a # 1,

ist als Umkehrfunktion der auf (—oo, 00) streng monotonen Exponentialfunktion streng monoton
wachsend, falls ¢ > 1, und streng monoton fallend, falls 0 < a < 1. Weiterhin gilt —oo < y < o0

und die Nullstelle ist in = 1. Es gelten folgende Grenzwerte

00 : 0<axl1 —0: O<axl1
limlog, x = , lim log,z =
=0 —o0: a>1 z=+00 o0 : a>1

Ein wichtiger Spezialfall zur Basis a = e (Eulersche Zahl) ist y = Inz, der natiirliche Logarith-
mus.

(i) Die inverse Hyperbelfunktionen (Areafunktionen)

Die Areasinus-Funktion y = arsinhz = In(xz + v/22 + 1), = € R, ist als Umkehrfunktion der auf
(—00, 00) streng monoton wachsenden Sinus hyperbolikus-Funktion eine ungerade und ebenfalls
streng monoton wachsende Funktion. Die Nullstelle ist x = 0.

Die Beziehung folgt aus

T —T

€e” — €

Y= sinhr = T, xTr = arsinhy.

Dann erhalten wir aus

T

0=e"—2y—e?*,

33



durch Multiplikation mit e*
0= e — 2ye® — 1.

Setzen wir jetzt z = €® und damit « = In z, so folgt die quadratische Gleichung
0=22—2yz—1

mit der Losung
z=y+Vy +1

wegen der Substitution z = e* > 0. Daraus ergibt sich x = In(y + \/ﬁ) und entsprechend
unserer Interpretation die Aussage.

Die Areakosinus-Funktion y = arcoshx = In(x 4+ V22 — 1), x > 1, ist als Umkehrfunktion der
auf [0,00) streng monoton wachsenden Kosinus hyperbolikus-Funktion auch streng monoton
wachsend. Die Nullstelle ist in 2 = 1. Diese Aussagen lassen sich analog herleiten.
Abschlieflend geben wir wichtige Grenzwerte an, die man z.B. in der Differentialrechnung

bendtigt.

lim (1 +2)Y% = lim (1+1/z)" =e,

z—0 T—00
I 1 In(1
i 28a0 D) o RO oy
zl0 T z]0 x
. sinzx . cosxz —1
lim =1, lim ——— =0,
z—0 T z—0 T
r_ 1 r_1q
lim 2 =lIna, lim ¢ =1,
z—0 T z—0 T
1 “—1
lim % = q,
z—0 xT
z 1
lim — = o0, m € N, limﬂ:O,mGN.
r—o00 M r—o0 M
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4 Differenzierbare Funktionen

Definition 1 Es sei f eine reelle Funktion mit Dy = (a,b) und xo € (a,b).

(a) f ist in xo differenzierbar, falls der (endliche) Grenzwert des Differenzenquotienten

lim f(zo+h) — f(wo) .
h—0 h

existiert. Wir verwenden dann folgende Bezeichnung fiir die erste Ableitung von f im Punkte
x = xy (Anstieg der Tangente)

o= %(ﬂco) = f'(wo).

(b) f heif§t in xg rechtsseitig differenzierbar, falls der endliche Grenzwert

lim f(zo+h) — f(zo)
h10 h

— 8

ezistiert. Wir setzen dann f! (xo) = 8. Analog definiert man die linksseitige Differenzierbarkeit

und f! (zo).

Bemerkung 1 Ist g + h = x, d.h. x — g = h, so erhélt man folgende Schreibweise

o) =t T@ = F@)

T—T0 T — T

Satz 1 Die Funktion f sei differenzierbar in xq.
(a) Die Tangente t(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) ist die einzige lineare Funktion (Gerade) g(x)

mit der Approximationseigenschaft

fx) — g(x)

— 0 fir x— x, (1)
r — X

(b) Es existieren fl(xo) und es gilt f (xo) = f.(xo) = f'(x0).

(¢) Die Funktion f ist dann stetig in x.

Bemerkung 2 (a) Aus der Differenzierbarkeit von f in z( folgt die Stetigkeit in xg. Die Um-

kehrung ist i.a. falsch, z.B. f(x) = |z| ist stetig aber nicht differenzierbar in zy = 0, da

1= f(0) # £.(0) = —1.

(b) Approximationseigenschaft
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Satz 2 (Differentiationsregeln)
(i) Die Funktionen f und g seien in x differenzierbar.

(a) Falls o und 8 reelle Zahlen sind, so ist af + Bg in xo differenzierbar.

(af + Bg) (x0) = af'(x0) + By’ (x0).

(b) f - g ist in xo differenzierbar.

(f - 9) (x0) = f'(x0)g(xo) + f(x0)g' (x0).

(c) Falls g(xg) # 0, so ist S in xo differenzierbar.
g

(i)'(m )= f'(x0)g(xo) — f(x0)g' (x0)
’ (g9(x0))? '

(ii) Es sei f in xo und g in f(xg) differenzierbar. Dann ist h = g o f in xq differenzierbar mit

W (xo) = (g0 f) (x0) = ¢'(f(w0)) - f'(z0).

(iii) Es sei f in xo und f~1 in yo = f(x0) differenzierbar. Falls f'(z) # 0, so erhalten wir mit
zo = f~Y(yo) die Beziehung
1 1

—1\ o o
(f > (o) = filwo) — f'(f~(wo))

(iv) (logarithmische Ableitung)
Es sei f in xq differenzierbar und es gelte f(xg) > 0. Dann gilt fir h(x) = In f(x)

!/
f(zo)
Beispiel 1 (a) y(z) = tanx = " Wir erhalten mit Satz 2(i)(c)
cos
2 2
i cos” x +sin“x 1 5
yie) = cos? x T cos?x L tanta
(b) y(z) = cotz = T Bs gilt nach Satz 2(i)(c)
sin x
;2 2
—Q _ 3 1
y(x) = o 562 T —— = —1— cot?z.
sin® x sin® x

(c) y(x) = a® = e*"%: Mit Satz 2(ii) ergibt sich
!/
Y (z) = (ewln“) ="M Ing =a® - Ina.

(d) y(z) = log, z, d.h. z(y) = a¥: Wir verwenden Satz 2(iii) sowie Eigenschaften der Logarith-
musfunktion und erhalten

1 1 1

() = = = —110 e
4 ~ (a¥)  a¥lna  zlna Ba &
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Speziell fiir a = e folgt

1
Inz) = -
(o) =

(e) y(x) = z® = e*!™®: Aus (c) und Satz 2(ii) folgt

/ «
y'(x) _ (ealnx) — eozlna: g Oé.%'a_l.
X

T _ —T

(f) y(z) = sinhz = %: Wir verwende Satz 2(i)(a) und erhalten

e +e %

y'(z) = — = cosh z.
(g) y(x) = cosha = 5 Analog folgt
T _ -
Y (x) = % = sinh z.

(h) y(z) = arcsinz, d.h. z(y) = siny: Mit Satz 2(iii) ergibt sich

1 1 1 1
y'(z) = =

(siny)  cosy  \/1-sinly VI-—a?

(i) y(x) = arccos x, d.h. z(y) = cosy: Analog erhalten wir

1 1 1
V(o) = o = - =

1
(cosy)’ _Siny__\/1—COS2y__\/1—£C2.

(j) y(z) = arctan z, d.h. z(y) = tany: Wie in (i) folgt mit (a)

1
tany) 1+tan?y 14 22

/
y(z) =
(
(k) y(x) = arccot x, d.h. z(y) = cot y: Analog berechnen wir mit (b)

1 1 1
y'(z) = =

(cot y)’ TI1+cot?y  L1+a?

(1) y(z) = arsinh z, d.h. z(y) = sinhy: Wir haben

, 1 1 1 1
y (x) = " h ) = h = - 5 = 5 .
(sinhy)’  coshy /1 +sinh?y V14w

(m) y(z) = arcoshz, d.h. z(y) = coshy: Wir erhalten analog

1 1 1
(coshy)’  sinhy Veosh?y —1  V2Z—1

(n) y(x) = 2% = " Mit Satz 2 (i)(b) und (ii) sowie (d) folgt

y'(x) =

Y (z) = e . (zInz) = 2°(1 + Inx).
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(Ubersicht: Ableitungen der elementaren Funktionen)

/
f() f(z)
c 0
T 1
er e’
sinx cos ¥
Cos T —sinx
1 2
tanx o = 1+tan“x
cotx —.12 =—1—cot’x
sin® x
1 _ 1
log, x —Ina = 3 log, e
Inz 1
X
xr
ax:elna _emlna a® -lna
« —
% = elnm _ ealn:v ar® 1
sinh z cosh z
cosh x sinh z
: 1
arcsin x
1—z2
1
arccos x —
1—x2
1
arctanx 722
1
arccot x 1122
arsinh x 1
1422
1
arcosh x
x2—1
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Mittelwertsétze

Satz 3 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es sei f auf [a,b] stetig und in (a,b)

differenzierbar. Dann existiert ein xg € (a,b) mit

() = LU=, 2

Bemerkung 3 Aus (2) folgt, dass der Anstieg der Tangente an die Kurve f im Punkte
(zo, f(x0)) gleich dem Anstieg der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.

Satz 4 (Satz von Rolle) Fulls zusdtzlich f(a) = f(b) = 0 erfillt ist, dann existiert ein Punkt
zg € (a,b) mit f'(xo) = 0.

Bemerkung 4 Es existiert zwischen zwei Nullstellen der Funktion f mindestens ein Punkt xg,

wo ein minimaler bzw. maximaler Wert von der Funktion f angenommen wird.

Folgerung 1 FEs sei f differenzierbar in (a,b) mit f' = 0. Dann ist f eine konstante Funktion

in (a,b).

Folgerung 2 (Regel von I"'Hospital) Die Funktionen f und g seien in einer Umgebung von
xo differenzierbar, und es gelte f(xo) = g(xo) = 0. Falls der Grenzwert

lim I'(z)

w0 g (x)

existiert, so existiert auch der Grenzwert

und es gilt
@) L@

roso glx) e g(z)

Beispiel 2 Anwendungen der I’Hospitalschen Regel fiir die Auswertung von unbestimmten Aus-

driicken der Form g

. sinzx . cosT
(a) lim = lim
z—0 X z—0

=cos0=1.
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z—0 T - z—0 1
(¢) (mehrmaliges Anwenden)

2
3z TR . P R

im — — 11N = 11m
z—0 2T — 2x — 2 z—0 2% — 2 z—0 2e%

(d) Mit Hilfe von Folgerung 2 lassen sich nach geeigneten Umformungen z.B. auch folgende

unbestimmte Ausdriicke untersuchen:

00
=, 1%, 00 — o0, 0%, oc?, 0 - 0.
00

Wir betrachten dazu z'/* fiir z — 0, einen Ausdruck der Form co?:
. 1 . Inz i Inz i =
lim 2z = lim e = = eMevoe "o = liMamoe 777 — 0 — 7

T—00 T—00
Als Spezialfall folgt fiir x =n € N

lim /n = 1.

n—o0

Hohere Ableitungen

Definition 2 Die Funktion f sei auf (a,b) differenzierbar und z¢ € (a,b). Falls der endliche
Grenzwert

lim
h—0

f(xo + hf)b — f'(@o) _ 3

2
existiert, so heifit § die zweite Ableitung von f in xo. Wir schreiben W(.%'o) = f"(z0) = B.
T

Iterativ definiert man die n-te Ableitung von f in xqg durch

af
dz™

(o) = f(")(xo) — (f(n—l))l(%)7 n € N.

Anwendungen der Differentialrechnung

‘ (I) Kurvendiskussion ‘

1. Monotonie

Satz 5 Es sei [ auf (a,b) differenzierbar.

(a) f ist monoton wachsend auf (a,b) genau dann, wenn f'(x) >0 fir alle z € (a,b).

(b) f ist monoton fallend auf (a,b) genau dann, wenn f'(x) <0 fiir alle x € (a,b).

(c) f ist auf (a,b) streng monoton wachsend genau dann, wenn f'(x) > 0 fir alle z € (a,b) und
es existiert kein Teilintervall (c,d) C (a,b) mit ¢ < d, so dass f'(x) =0 auf (c,d).

(d) f ist auf (a,b) streng monoton fallend genau dann, wenn f'(x) < 0 fiir alle x € (a,b) und

es existiert kein Teilintervall (c,d) C (a,b) mit ¢ < d, so dass f'(x) =0 auf (c,d).
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2. lokale Extremwerte

Wir setzen im folgenden stets voraus, dass f auf (a,b) definiert ist und U(xg) C (a,b) eine

Umgebung von zg € (a, b) ist.

Definition 3 (a) f(x) hat in g ein lokales Mazimum, falls eine Umgebung U (x) existiert mit
f(z) < f(zo) fiir alle x € U(zy). (3)

(b) f(z) hat in zq ein lokales Minimum, falls eine Umgebung U (z¢) existiert mit

f(z) > f(xo) fir alle x € U(x). (4)

(c) Falls in (3) bzw. in (4) sogar < anstelle von < bzw. > anstelle von > fir alle x € U(xo)\{zo}
gilt, so sprechen wir von einem eigentlichen lokalen Mazximum bzw. von einem eigentlichen lo-
kalen Minimum.

(d) f(z) hat in xy einen (eigentlichen) lokalen Extremwert, falls f(x) in x¢ entweder ein (ei-

gentliches) lokales Maximum oder ein (eigentliches) lokales Minimum hat.

Satz 6 (a) (notwendige Bedingung, Extremwert-verdéchtig)

f(z) sei stetig differenzierbar in U(xo). Falls f(z) in xo ein lokales Extremum hat, so gilt stets
f'(xo) = 0.

(b) (hinreichende Bedingung)

Es gelte k > 2. Die Funktion f(x) sei in U(xo) k-mal differenzierbar, und es gelte

flao) == fE D wg) =0 und ¥ (w) #0.

Falls k gerade und f*)(x) in zy stetig ist, dann gilt:
Falls f®)(x0) > 0, so hat f(x) in zo ein eigentliches lokales Minimum.

Falls f)(x0) < 0, so hat f(x) in z¢ ein eigentliches lokales Mazimum.
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3. Wendepunkte

Definition 4 Die Funktion f(x) sei auf (a,b) differenzierbar. Dann hat f in z¢ € (a,b) einen

Wendepunkt, falls f'(xo) ein eigentlicher lokaler Extremwert von f'(x) ist.

Folgerung 3 Fulls f(x) in zo einen Wendepunkt hat, so wird der Graph der Funktion in

(xo, f(x0)) von der Tangente

t(x) = f(xo) + f'(x0)(x — 20)

durchsetzt, d.h. die Funktion wechselt in diesem Punkt von konkav nach konvexr bzw. umgekehrt
von konvex nach konkav.
Falls f(x) zweimal stetig differenzierbar ist, so wechselt f"(x) im Wendepunkt sein Vorzeichen.

(f" > 0 konvexer Bereich (Linkskurve), f” <0 konkaver Bereich (Rechtskurve)

Satz 7 (a) (notwendiges Kriterium, Wendepunkt-verdéchtig)

f(x) seiin U(xg) zweimal stetig differenzierbar. Falls f(x) in xo einen Wendepunkt hat, so gilt
f"(z0) = 0.

(b) (hinreichende Bedingung)

Es gelte k > 3. Die Funktion f(x) sei in U(xo) k-mal differenzierbar, und es gelte

F'wo) == " V(o) =0 und [ (xg) £0.
Falls k ungerade und f(k)(x) in xq stetig ist, so hat f in xg einen Wendepunkt.

Vorgehen bei Kurvendiskussionen

e Definitionsbereich, Klassifikation der Definitionsliicken

e Symmetrie, Periodizitét
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Nullstellen

Stetigkeit, Klassifikation der Unstetigkeitsstellen
Monotonieverhalten

Lage und Klassifikation der Extrempunkte
Wendepunkte, Konvexitit, Konkavitét
Asymptote, Verhalten fiir z — +o0
Wertebereich

Skizze des Graphen der Funktion

‘ (IT) Losen von Extremwertaufgaben
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