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(1) (a) Es sei M eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und es seien (U,φ) und (V, ψ)
Karten mit lokalen Koordinatenfunktionen x1, . . . , xn bzw. y1, . . . , yn. Beweisen
Sie, dass für p ∈ U ∩ V gilt

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(yj)
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

=
∂

∂xi
yj(p)

∂

∂yj

∣∣∣∣
p

.

Bemerkung: Etwas kompakter lässt sich diese Identität für die induzierten Vektor-
felder schreiben. Auf U ∩ V gilt dann nämlich
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(b) Auf R2 seien die glatten Karten

idR2 : R2 → R2, v 7→ v

mit Koordinatenfunktionen x, y (Standardkoordinaten) und

R2 \ {(z, 0) | z ≤ 0} → (0,∞)× (−π, π), (r cosφ, r sinφ) 7→ (r, φ)

mit Koordinatenfunktionen r, φ (Polarkoordinaten) gegeben. Drücken Sie die Vek-
toren ∂

∂x
, ∂
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bezüglich der Basis ∂
∂r
, ∂
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aus und umgekehrt.
(c) Auf R2 seien die glatten Karten

idR2 : R2 → R2, v 7→ v

mit Koordinatenfunktionen x, y und

R2 → R2, (x, y) 7→ (x, y + x3)

mit Koordinatenfunktionen x̃,ỹ gegeben. Zeigen Sie, dass im Punkt p = (1, 0) gilt
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Bemerkung: Dieses Beispiel zeigt, dass die induzierte Basis im Tangentialraum
stets von der kompletten Karte und nicht nur von einzelnen Koordinatenfunktionen
abhängt.



(2) Seien (X,DX) und (Y,DY ) glatte Mannigfaltigkeiten. Wir statten M := X × Y mit
der Produkttopologie und der von

{((φ, ψ), U × V ) | (U,φ) ∈ DX und (V, ψ) ∈ DY }

erzeugten glatten Struktur DM aus. Es heißt (M,DM) das kartesische Produkt von
(X,DX) und (Y,DY ). Ist y ∈ Y gegeben, so erzeugt jede Derivation ξx ∈ TxX eine
Derivation ξx,y ∈ T(x,y)M durch

ξx,y(f) := ξx(f(·, y)).

Die Abbildung TxX → T(x,y)M, ξx 7→ ξx,y ist linear und injektiv. In diesem Sinne kann
TxX als Unterraum von T(x,y)M aufgefasst werden. Führt man analoges für TyY durch,
so gilt

T(x,y)M = TxX ⊕ TyY.

(a) Beweisen Sie alle Behauptungen aus dem obigen Abschnitt.
(b) Zeigen Sie, dass Rn \ {0} das kartesische Produkt von (0,∞) und Sn−1 ist.

(3) Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, I ⊆ R ein offenes Intervall und γ : I →M eine
glatte Kurve. Zeigen Sie, dass für alle t ∈ I gilt γ̇(t) ∈ Tγ(t)M . Beweisen Sie ferner,
dass für p ∈M die Abbildung

{γ : (−ε, ε) →M | ε > 0, γ glatt mit γ(0) = p} → TpM

γ 7→ γ̇(0)

surjektiv ist.
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