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(1) Sei N ⊂ R eine Lebesgue-Nullmenge. Zeigen Sie, dass es eine positive Funktion
f ∈ L1(R) gibt, sodass

F : R −→ R, F (x) =
∫
(−∞,x]

f dλ

in keinem Punkt x ∈ N differenzierbar ist.

Hinweis: Seien Un ⊃ N , n ∈ N, offene Mengen mit Un ⊃ Un+1 und λ(Un) ≤ 2−n für
alle n ∈ N. Setze f =

∑∞
n=1 1Un .

(2) Seien a, b ∈ R. Eine Funktion F : [a, b] −→ R heißt absolut stetig, falls für alle ε > 0
ein δ > 0 existiert mit

n∑
k=1

|F (βk)− F (αk)| < ε

für alle disjunkten Intervalle Ik = [αk, βk) ⊂ [a, b] mit
∑n

k=1 |Ik| < δ.

Zeigen Sie, dass jede Lipschitz-stetige Funktion F : [a, b] −→ R absolut stetig ist.

(3) Sei µ ein endliches Maß auf R und f : R −→ R, f(x) = µ((−∞, x)). Zeigen Sie, dass
für c, x ∈ R die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) Es ist f differenzierbar in x mit f ′(x) = c.

(ii) Für alle ε > 0 existiert ein δ > 0, sodass∣∣∣∣µ(I)λ(I)
− c
∣∣∣∣ < ε

für alle Intervalle I ⊂ R mit x ∈ I und 0 < λ(I) < δ.

Hinweis: Für z1 < x < z2 gilt

f(z2)− f(z1)
z2 − z1

=
f(z2)− f(x)

z2 − x
zx − x
z2 − z1

+
f(x)− f(z1)

x− z1
x− z1
z2 − z2

.



(4) Seien α, β ∈ [0, 1] mit α ≤ β. Konstruieren Sie eine messbare Menge E ⊂ R1, sodass

lim inf
δ→0

λ(E ∩ (−δ, δ))
2δ

= α, lim sup
δ→0

λ(E ∩ (−δ, δ))
2δ

= β.

Zusatzaufgabe: Konstruieren Sie eine streng monoton wachsende, stetige Funktion f : R −→
R mit f ′(x) = 0 für fast alle x ∈ R.
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