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(1) Sei N C R eine Lebesgue-Nullmenge. Zeigen Sie, dass es eine positive Funktion
f € LY(R) gibt, sodass

F:R—)R,F(m):/ fdA
(_Oovx]

in keinem Punkt x € N differenzierbar ist.
Hinweis: Seien U, D N, n € N, offene Mengen mit U,, D U, 41 und A(U,) < 27" fur
alle n € N. Setze f=>"" 1y,.

(2) Seien a,b € R. Eine Funktion F': [a,b] — R heifst absolut stetig, falls fiir alle € > 0
ein 6 > 0 existiert mit

D IF(B) = Flaw)| < e

fiir alle disjunkten Intervalle Iy = [, Bx) C [a,b] mit >, [1x] < 4.
Zeigen Sie, dass jede Lipschitz-stetige Funktion F': [a,b] — R absolut stetig ist.

(3) Sei p ein endliches Maf auf R und f: R — R, f(z) = pu((—o0, z)). Zeigen Sie, dass
fiir ¢,z € R die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Es ist f differenzierbar in x mit f'(z) = c.

(ii) Fir alle € > 0 existiert ein § > 0, sodass

-

1) <e€

fiir alle Intervalle I/ C R mit z € [ und 0 < A(/) < 4.
Hinweis: Fiir z; < x < 29 gilt

f(Z2)—f(Z1)_f(Z2)—f(x) Zg — X +f($)—f(21)$—21

Z9 — 21 29 — T Z9 — 21 r — 2z zZ9 — 29




(4) Seien a, 8 € [0, 1] mit a < 3. Konstruieren Sie eine messbare Menge £ C R!, sodass

.. )‘(E N <_67 (S)) o . )‘<E M <_67 5))
gt = = e T

= 4.

Zusatzaufgabe: Konstruieren Sie eine streng monoton wachsende, stetige Funktion f: R —
R mit f'(x) = 0 fiir fast alle z € R.



