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(1) Sei (X, T ) ein topologischer Raum und M ⊆ X. Zeigen Sie:

M◦ =
⋃

O⊆M,O∈T

O

M =
⋂

M⊆F,X\F∈T

F

∂M = {x ∈ X : für alle Umgebungen U von x gilt U∩M 6= ∅ und U∩(X\M) 6= ∅}.

(2) Seien (M,d) und (N, e) metrische Räume mit Vervollständigungen (M̂, d̂) und (N̂ , ê).
Zeigen Sie:

(a) Jede gleichmäßig stetige Funktion f : M → N lässt sich eindeutig zu einer
gleichmäßig stetigen Funktion f̂ : M̂ → N̂ fortsetzen (wenn man M bzw. N als
Unterräume von M̂ bzw. N̂ auffasst)

(b) Für stetige Funktionen gilt (a) im allgemeinen nicht.

Erinnerung: Sei (M,d) ein metrischer Raum. Ein vollständiger metrischer Raum
(M̂, d̂) heißt Vervollständigung von (M,d), falls es eine Isometrie ι : M → M̂ gibt,
sodass ι(M) dicht in M̂ liegt.

(3) Zeigen Sie, dass zwei Vervollständigungen eines metrischen Raumes isometrisch iso-
morph sind. Hinweis: Wenden Sie Aufgabe 2 in geeigneter Weise auf die durch die
Vervollständigungen gegebenen Isometrien an.

(4) Sei (M,d) ein metrischer Raum und Cb(M,R) der Raum aller beschränkten stetigen
(reellwertigen) Funktionen auf M . Für f, g ∈ Cb(M,R) sei

d∞(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈M}.

Zeigen Sie:



(a) (Cb(M,R), d∞) ist ein vollständiger metrischer Raum.

(b) Es gibt eine Isometrie ι : M → Cb(M,R). Hinweis: Sei x0 ∈ M fest gewählt.
Betrachten Sie die Funktionen

ϕx :M → R, t 7→ d(x, t)− d(x0, t).

(c) (ι(M), d∞) ist eine Vervollständigung von (M,d).

Zusatzaufgabe. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie: Ein vollständiger metrischer
Raum (M,d) ist genau dann eine Vervollständigung von (M,d), wenn er folgende univer-
selle Eigenschaft besitzt:

• Es gibt eine Isometrie ι :M →M .

• Ist (N, e) ein vollständiger metrischer Raum, so lässt sich jede gleichmäßig stetige
Funktion f : M → N eindeutig zu einer gleichmäßig stetigen Funktion f : M → N
fortsetzen.
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