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(1) Es sei M = UR \ {0}, ψ : (0, R) → (0,∞) glatt und

gψ = (dr)2 + ψ(r)2
n∑
i=1

(df i)2.

Hier sind r : UR \ {0} → (0,∞), r(x) = |x| und fi : UR \ {0} → R, fi(x) = |x|−1xi.
Beweisen Sie, dass bezüglich den Standardkoordinaten für p = (p1, . . . , pn) ∈ UR \ {0}
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(2) Es sei n = (0, . . . , 0, 1) ∈ Sn der Nordpol und s = −n ∈ Sn der Südpol der Sphäre. Für
x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Sn \ {n, s} definieren wir r(x) ∈ (0, π) und θ(x) ∈ Sn−1 durch

cos r(x) = xn+1 und θ(x) = |x′|−1x′,

wobei x′ = (x1, . . . , xn). Beweisen Sie, dass die Abbildung

Sn \ {n, s} → (0, π)× Sn−1, x 7→ (r(x), θ(x))

eine Isometrie der riemannschen Mannigfaltigkeiten Sn \ {n, s} und (0, π)⊗ψ Sn−1, mit
ψ : (0, π) → R, ψ(r) = sin r ist.
Hinweis: Nutzen Sie die Identität x′ = sin rθ.

(3) Es sei (M, g) eine Modellmannigfaltigkeit vom Radius R mit zugehöriger Skalierungs-
funktion ψ. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Für alle x ∈M gilt ρ(x, 0) = |x|.
(b) Es ist M genau dann vollständig, wenn R = ∞.
(c) Es gilt

volg(Bρ
r (0)) = ωn

∫ r

0

ψn−1(s) ds,

wobei ωn das Volumen von Sn−1 ist.


