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'Es handelt sich nicht um ein Skriptum zur Vorlesung. Kommentare sind
willkommen.
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KAPITEL 1

Riemannsche Mannigfaltigkeiten

1. Topologische Mannigfaltigkeiten

Definition (Topologische Mannigfaltigkeit). Sei n € N. Ein topologi-
scher Raum (M, T) heifit topologische n-dimensionale Mannigfaltigkeit
(oder kurz n-Mannigfaltigkeit), falls er die folgenden Bedingungen er-
fullt.

(M1) (M, T) ist Hausdorffsch.
(M2) (M, T) erfiillt das zweite Abzahlbarkeitsaxiom.

(M3) (M, T) ist n-dimensional lokal euklidisch, das heifit jeder Punkt
in M besitzt eine offene Umgebung, die homdomorph zu einer
offenen Teilmenge des R™ ist.

Bemerkung. e Prinzipiell gibt es viele nicht homéomorphe To-
pologien 7 auf einer Menge M, die (M,7) in eine topolo-
gischen Mannigfaltigkeit verwandeln. In konkreten Beispielen
einigen wir uns oft auf eine "kanonische’ Topologie und bei be-
liebigen topologischen Mannigfaltigkeiten spielt ihre konkrete
Gestalt keine Rolle. Deshalb lassen wir 7 oft weg und schrei-
ben nur M statt (M, T).

e In der obigen Definition ist der R™ natiirlich mit DER iiblichen
Topologie versehen, die vom euklidischen Abstand induziert
wird. Sie ist die einzige Topologie, fiir die R" ein topologischer
Vektorraum ist, d.h. fiir welche die Operationen

+:R"xR" > R", (z,y) »z+y
und
R xR R (A\x)— Ao

stetig sind.
Definition (Karte). Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Ein Paar (U, ¢),
bestehend aus eine offenen Teilmenge U C M und einer Abbildung
¢ : U — R", heifit Karte, falls p(U) offen in R” und ¢ : U — ¢(U) ein
Homoéomorphismus ist. In diesem Fall heifit U (lokales) Koordinaten-
gebiet und die durch die Gleichung

o(p) = (z*(p),...,2"(p)) fir allep € U
3

Zeichnung
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bestimmten Funktionen z° : U — R, i = 1,...,n, heilen (lokale)
Koordinatenfunktionen. Eine Sammlung von Karten, deren Koordina-
tengebiete M iiberdecken, heift Atlas.

Oft nutzt man die lokalen Koordinatenfunktionen um Kartengebiete
mit ihrem Bild im R™ zu identifizieren. Wie wir spater sehen werden,
kann dies leicht zu Verwirrung fiihren. Man sollte daher stets im Kopf
behalten, ob man auf der Mannigfaltigkeit oder im R™ rechnet. Wir
geben nun einige Beispiele.

Beispiel (R" und seine offenen Teilmengen). Der R™ (mit DER tbli-
chen Topologie) ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
Die Identitatsabbildung

idgn : R" = R", z —

ist eine (globale) Karte und {(R",idgn)} ist ein Atlas. Offenbar ist jede
offene Teilmenge ausgestattet mit der Unterraumtopologie auch wieder
eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

Beispiel (S™). Die n-dimensionale Sphére
S = {(z*,..., 2" e R"™ | (M) + ...+ (2" )2 =1}

versehen mit der Unterraumtopologie ist eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit. Fir i = 1,...,n sei

Ur={(,. ..,2""H es"|2' >0}
und
U~ = {(z",...,2") e S" | 2* < 0}.
Die Abbildungen

gpf : Uii — R”
(2, .. 2t ) e (2t et

sind Karten und deren Gesamtheit bildet einen Atlas fiir S”. Man kann
leicht zeigen, dass S™ keinen Atlas besitzt, der nur aus einer Karte
besteht (Ubung).

Beispiel (Projektiver Raum). Auf der offenen Menge R™™! \ {0} defi-
nieren wir die folgende Aquivalenzrelation:

x ~ Yy <= es existiert A € R mit Az = y.
Der n-dimensionale (reelle) projektive Raum ist die Menge
P"(R) := (R \ {0})/ ~
ausgestattet mit der Quotiententopologie. Ist

7 : R\ {0} — P"(R)
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die Quotientenabbildung, so ist U C P™(R) genau dann offen, wenn
77 1(U) offen in R™™! \ {0} (und damit offen in R™"!) ist. Der n-
dimensionale (reelle) projektive Raum ist eine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit. Ftir i = 1,...,n + 1 sind die Abbildungen

oi {[(z1,...,xp11)] € P"(R) | z; # 0} - R"”

s €XT;_ xX; X
[(xl,...,xnﬂ)m(—l,..., i1 Z+1,_,,7_n>,

Karten und ihre Gesamtheit bildet einen Atlas fiir P*(R) (Ubung).

Beispiel (Matrizen). Der Raum der n x n-Matrizen tiber R, den wir
mit M, (R) bezeichnen, ist ein n*-dimensionaler Vektorraum. Ausge-
stattet mit der tiblichen Topologie des R™ ist er eine Topologische
n?-dimensionale Mannigfaltigkeit. Der Raum der invertierbaren Matri-
zen GL,(R) = {M € M,(R) | det M # 0} ist eine offene Teilmenge
von M, (R) und damit in natiirlicher Weise auch eine n*-dimensionale
Mannigfaltigkeit.

Das folgende bemerkenswerte Theorem zeigt, dass die Dimension einer
(nichtleeren) topologischen Mannigfaltigkeit eindeutig festgelegt ist.

Theorem (Topologische Invarianz der Dimension). Fine nichtleere n-
Mannigfaltigkeit kann nur dann zu einer m-Mannigfaltigkeit homdo-
morph sein, wenn m = n.

Beweis. Siehe [3, Theorem 17.26]. O

Es gibt prinzipiell zwei Zugange um die topologische Invarianz der Di-
mension zu beweisen. Zum einen kann man algebraische Topologie (sin-
guldre Homologie oder DeRham Kohomologie) verwenden oder aber
man benutzt folgendes Resultat tiber die Invarianz von Gebieten im
R™. Es ist eine (mehr oder weniger direkte) Folgerung aus dem Fix-
punktsatz von Brouwer.

Theorem (Topologische Invarianz von Gebieten). Sei @ C R"™ ein
Gebiet und f: Q — R" eine stetige injektive Abbildung. Dann ist f(2)
ein Gebiet.

Bemerkung. Ublicherweise wird in einer Analysis II Vorlesung der
Satz iiber die Inverse Abbildung bewiesen. Das vorige Theorem ver-
allgemeinert eine Teilaussage dieses Satzes, namlich die dass das Bild
einer stetig differenzierbare Abbildung mit invertierbarer Ableitung of-
fen ist.

2. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Die lineare Struktur des R™ erlaubt es uns, differenzierbare Abbildun-
gen (gentigend gute Abbildungen) durch lineare Abbildungen (einfache
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Abbildungen) zu approximieren. Die gewohnten Begriffe “Differenzier-
barkeit” und “lineare Abbildung” lassen sich nicht direkt auf beliebige
Mannigfaltigkeiten tibertragen, da sie im Allgemeinen keine (oder keine
kanonische) Vektorraumstruktur besitzen.

Den Begriff der differenzierbaren Funktion fithrt man daher mithilfe lo-
kaler Koordinatendarstellungen der Funktion ein, wobei die betrachte-
ten Karten gewisse Vertraglichkeitseigenschaften besitzen miissen. Ab-
leitungen werden dann einem néchsten Schritt (im néchsten Abschnitt)
als lineare Abbildungen zwischen den Tangentialraumen (lineare Ap-
proximationen der Mannigfaltigkeiten) interpretiert.

Erinnerung: Sei U C R" offen. Eine Abbildung f : U — R™ heif}t
k-mal stetig differenzierbar (oder C*-Abbildung), falls alle partiellen
Ableitungen k-ter Ordnung existieren und stetig sind. Ferner heifit f
glatt oder C>=-Abbildung, falls sie fiir jedes k € N eine C*-Abbildung
1st.

Definition (C*-Atlas). Sei M eine Mannigfaltigkeit und & € NU{oo}.
Zwei Karten (U, @) und (V) heifien C*-verbunden, falls die Karten-
wechsel

woy L p(UNV) = UNV)
und

Yvopt:pUNV)—=ypUNV)
C*-Abbildungen sind. Ein Atlas heifit C*-Atlas, falls alle Paare von
Karten in ihm C*-verbunden sind.

Definition (Differenzierbare Mannigfaltigkeit). Sei M eine Mannigfal-
tigkeit und k£ € N U {oco}. Ein beztiglich Mengeninklusion maximaler
Ck-Atlas D heifit differenzierbare Struktur der Ordnung k oder kurz
Ck-Struktur und das Paar (M, D) heiit differenzierbare Mannigfaltig-
keit der Ordnung k oder kurz C*-Mannigfaltigkeit. Eine C*°-Struktur
wird auch glatte Struktur und eine C'°°-Mannigfaltigkeit auch glatte
Mannigfaltigkeit genannt.

Die Maximalitét einer differenzierbaren Struktur macht es sehr schwer
(praktisch unmoglich) sie explizit anzugeben. Das folgende Lemma
zeigt, dass das aus der Mafltheorie und Topologie bekannte Erzeuger-
prinzip auch fiir differenzierbare Strukturen nititzlich ist.

Lemma (Erzeugung differenzierbarer Strukturen). Sei M eine Man-
nigfaltigkeit und A ein C*-Atlas. Dann existiert eine eindeutige diffe-
renzierbare Struktur D der Ordnung k, mit A C D.

Beweis. Ubung. U

Die eindeutige differenzierbare Struktur D mit A C D heifit die von A
erzeugte differenzierbare Struktur.
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Beispiel. Alle angegebenen Atlanten aus den vorigen Beispielen, R, S",
projektive Rdume und Matrixraume, sind C*°-verkniipft. Ausgestattet
mit den von ihnen erzeugten glatten Strukturen sind diese Mannigfal-
tigkeiten also glatte Mannigfaltigkeiten.

Bemerkung. e Differenzierbare Strukturen sind ein extra Stiick
an Information. Jede Mannigfaltigkeit die eine glatte Struk-
tur besitzt, hat automatisch iiberabzahlbar viele verschiedene
glatte Strukturen. Diese miissen sich aber nicht wesentlich un-
terscheiden. So gibt es etwa auf R™ mit n # 4 im wesentlichen
(bis auf Diffeomorphie (s.u.)) nur eine glatte Struktur, aber
auf R* iiberabzihlbar viele wesentlich verschiedene (nicht dif-
feomorphe) glatte Strukturen.

e Falls klar ist welche differenzierbare Struktur wir betrachten,
lassen wir sie weg und schreiben nur M statt (A, D). Insbeson-
dere verstehen wir unter R” immer die glatte Mannigfaltigkeit,
die mit der tiblichen Topologie und der von {idg-} erzeugten
glatten Struktur ausgestattet ist.

e Ist (M, D) eine glatte Mannigfaltigkeit und U C M eine offene
Teilmenge, so erbt U in natiirlicher Weise die differenzierbare
Struktur

Dy :={(V,¢)eD|V CU}.

Wir betrachten offene Teilmengen stets als glatte Mannigfal-
tigkeiten ausgestattet mit dieser Struktur.

Mithilfe differenzierbarer Strukturen definieren wir nun differenzierbare
Abbildungen und Diffeomorphismen.

Definition (Differenzierbare Abbildung). Es seien (M, D) und (N, E)
differenzierbare Mannigfaltigkeiten und £ € NU {oco}. Eine Abbildung
f: M — N heifit k-mal stetig differenzierbar oder C*-Abbildung, falls
fur alle p € M eine Karte (U,p) € D mit p € U und eine Karte
(V,9) € € mit f(U) C V existiert, sodass

pofopip(U)—=y(V)
eine C*-Abbildung ist. Die Menge aller C*-Abbildungen von M nach
N bezeichnen wir mit C*(M, N). Eine Abbildung f € C*(M, N) heifit
Ck-Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und f~! € C*(N, M). Eine
C°-Abbildung wird auch glatte Abbildung genannt.

Fiir die Definition von Differenzierbarkeit benotigt man keine Glatt-
heitsannahme an die differenzierbaren Strukturen. Dies wird jedoch
dann notwendig, wenn differenzierbare Funktionen mithilfe des FErzeu-
gerprinzips charakterisiert werden und die Unabhéngigkeit der Diffe-
renzierbarkeit von der Wahl der Karten gewéhrleistet sein soll. Wir
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formulieren die Kriterien hier nur fiir Funktionen mit Werten in R"”, es
gilt natiirlich auch allgemeiner.

Lemma (Charakterisierung differenzierbarer Funktionen mittels Er-
zeugerprinzip). Es sei (M, D) eine C*-Mannigfaltigkeit und A ein D
erzeugender CF-Atlas. Fiir eine Abbildung f: M — R" und 1 <1 <k
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) f e CY{M,R").
(ii) Fir alle (U,p) € A ist
foo™ipU) = R"
eine C'-Abbildung. (Charakterisierung mittels Erzeuger)
(iii) Fir alle (U, ) € D ist
foe ™ ipU) —»R"
eine C'-Abbildung. (Unabhdingigkeit von der Wahl der Karte)

Beweis. Ubung. Il

Beispiel (R™). Das vorige Lemma zeigt, dass die von dem Atlas {idg~ }
erzeugte glatte Struktur auf R™ den “tblichen” Differenzierbarkeitsbe-
griff liefert.

Beispiel (R mit anderen differenzierbaren Strukturen). Fiir av > 0 sei
Yo : R — Rz~ sgn(z) - |z|®

Mit D, bezeichnen wir die von der Karte {(R,p,)} erzeugte glatte
Struktur auf R. Fir o # 8 sind D, und Dg verschieden, da ¢, und ¢z
in diesem Fall nicht C'"*°-verbunden sind. Es ist aber

Yo (R,D,) = R

ein Diffeomorphismus. Somit unterscheiden sich die differenzierbaren
Strukturen D, und Dg nicht wesentlich.

Beispiel (Koordinatenfunktionen). Sei (M, D) eine glatte n - Mannig-
faltigkeit und (U,¢) € D eine Karte. Die zugehorigen Koordinaten-
funktionen z° : U — R,i = 1,...,n, sind C*°-Funktionen auf U.

Konvention: Von nun an verwenden wir die Begriffe “Karte” und
“Karte aus der differenzierbaren Struktur” synonym. Nur falls wir die
Glattheitseigenschaften der Karten hervorheben wollen, schreiben wir
glatte Karte fiir Karten aus der differenzierbaren Struktur.

Im Folgenden schreiben wir C*°(M) statt C°°(M,R) und bezeichnen
mit C°(M) die Funktionen aus C*°(M) mit kompaktem Tréger.
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Theorem (Existenz glatter Abschneidefunktionen und Partitionen der
Eins). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und K C M kompakt. Fir
jede endliche offene Uberdeckung Uy, ..., Uy von K ezistieren nichtne-
gative ¢; € C°(M) mit supp p; C U;, sodass Zle w; = 1 in einer
offenen Umgebung von K und Zle w; <1 auf M.

Beweis. Der Beweis kann im Prinzip wie die entsprechende Aussage
im R" gefiihrt werden. Siehe [2, Theorem 3.5]. O

Das vorherige Theorem gilt auch allgemeiner fiir beliebige lokal-endliche
Uberdeckungen einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, siehe [3, Theo-
rem 2.23|. Eine wichtige Folgerung ist die Fortsetzbarkeit differenzier-
barer Abbildungen.

Lemma (Fortsetzung glatter Funktionen). Es sei M eine glatte Man-
nigfaltigkeit und U € M offen. Fiir jedes f € C*(U) und jede kompakte
Menge K C U existiert ein F € C®°(M) mit F = [ auf K.

Beweis. Sei ¢ eine glatte Abschneidefunktion auf M mit ¢ = 1 auf K
und supp ¢ C U. Wir definieren

P fo auf U,
|0 auf M\ UL

Die Funktion F' ist glatt und hat die gewiinschten Eigenschaften. [

3. (Ko-)Tangentialraum und (Ko-)Tangentialbiindel

Fiir den Rest des Kurses betrachten wir nur noch glatte Mannigfal-
tigkeiten. Dies ist zwar an einigen Stellen nicht zwingend notwendig,
erlaubt es uns aber auf das Zéhlen von Ableitungsordnungen zu ver-
zichten. Insbesondere verwenden wir ab sofort den Begriff Karte als
Synonym fiir Karte aus der glatten Struktur.

Definition (Derivation und Tangentialraum). Sei M eine glatte Man-
nigfaltigkeit und p € M. Eine R-Derivation im Punkt p ist eine lineare
Abbildung

£:C®(M) = R,
welche die Produktregel

§(f9) = F(p)E(g) + 9(P)E(S)

fur alle f, g € C*°(M) erfiillt. Die Menge aller R-Derivationen im Punkt
p wird mit T,M bezeichnet und heifit Tangentialraum im Punkt p.
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Durch Punktweise definierte Addition und Multiplikationen mit Ska-
laren ist der Tangentialraum in natiirlicher Weise ein R-Vektorraum.

Man kann ihn auch als Teilraum des (algebraischen) Dualraumes von
C>°(M) auffassen.

Beispiel. (Partielle Ableitungen beztiglich lokaler Koordinaten) Sei M
eine glatte n-Mannigfaltigkeit und (U, ) eine Karte mit den Koordi-
natenfunktionen z* : U — R, i = 1,...,n. Fir f € C>®(M) definieren
wir die Funktion ii f:U — R durch

0
210 =0 o w7 (6],

wobei 0; die tibliche partielle Ableitung beziiglich der i-ten Koordinate
im R" bezeichnet. Dann ist

0 o 0
8xip'c <M)_>R’f'_>8:ci

p =

f(p)

eine R-Derivation in p. Der Zusammenhang zwischen % und der Funk-
tion 2 wird spéter noch deutlich und die Bezeichnung gerechtfertigt.

Bemerkung (Einsteinsche Summenkonvention). Um Formeln tber-
sichtlicher zu gestalten, verwenden von nun an die Einsteinsche Sum-
menkonvention. Tauchen in einer Formel die gleichen Indizes sowohl
oben als auch unten auf, so wird iiber sie summiert. Sind etwa eq, ..., e,
Vektoren im R-Vektorraum V und \!, ..., A" € R, so ist

n
)\61‘: )\62'.
i=1

Wir verwenden untere Indizes fiir Basisvektoren in V' und obere Indi-
zes flir Koeffizienten der Basisdarstellung. Im dualen Vektorraum V*
handhaben wir es genau umgekehrt, dort verwenden wir obere Indizes
fur Basisvektoren und untere Indizes fur die Koeffizienten der Basis-

darstellung. Ist eq,..., e, eine Basis in V| so ist die zugehorige duale
Basis €', ..., e" definiert durch
¢ (e;) = 5? _ 1 falls 2 = ]:,
0 falls ¢ # j.

Ist v=10'¢; € V und £ = el € V*, so gilt
E(v) = v'E(e;) = V' (e)) = v'E;0] = V'€

Ist g : V xV — R eine bilineare Abbildung und sind v = v'e; und
w = w/e; Elemente von V, so gilt

g(v,w) = g(e;, Gj)inj = gijviwja
wobei g;; := g(e;, e;). Die Koeffizienten g¢,; konnen als Koeffizienten der

Darstellung von g im Raum V* ® V* beziiglich der Basis ¢’ ® €/,i,j =
1,...,n, verstanden werden.
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Theorem (Basis des Tangentialraumes). Es sei M eine glatte n - Man-
nigfaltigkeit. Fir allep € M ist T, M einn - dimensionaler Vektorraum.

Ist (U, ) eine Karte mit p € U und lokalen Koordinatenfunktionen x',
o)

i=1,...,n, soist 5 p,i =1,...,n, eine Basis in T,M und fir alle
§eT,M gilt
) A A
=& —| , wobei & = E(a').
dz' |,
Bemerkung. e Wir haben die Einsteinsche Summenkonvention

bereits in der Formulierung des vorigen Theorems verwendet.
Der Index i in 2 » zahlt hier als unterer Index.

Ox?

e Der Ausdruck £(z°) macht eigentlich keinen Sinn, da z' nur
auf U C M und nicht auf ganz M definiert ist. Wir werden
aber unten sehen, dass T, M und T,,U auf natiirliche Weise iso-
morph sind. Dadurch kann eine Derivation in p auf M auch als
Derivation in p auf U aufgefasst werden, sodass der Ausdruck
&(z") definiert ist.

Es ist leicht zu sehen, dass die Vektoren , ¢ = 1,...,n, linear

0
9a7 Ip
unabhéangig sind. Bevor wir nun ihre Vollstandigkeit beweisen kénnen,
benotigen wir einige Hilfsaussagen.

Lemma (Satz von Taylor auf Mannigfaltigkeiten). Sei M eine glatte
n-Mannigfaltigkeit und sei (U,p) eine Karte mit lokalen Koordina-
tenfunktionen ¢, i = 1,...,n. Fir jedes p € U emistiert eine offene
Umgebung V- C U won p, sodass fir jedes f € C(M) Funktionen
hij € C=(V) existieren, sodass fir alle ¢ € V' gilt

fla) = f(p)+(a"(@)—="(p)) 8iif (P)+(z'(9) =" (p)) (27 (9) =2 () ij (q)-

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Beweis vom Satz von Taylor im
mehrdimensionalen angewendet auf die C'*°-Funktion

fi=fop t:plU)CR" =R,

Hier sind die Details. Da Verschiebung glatte Funktionen sind, nehmen
wir ohne Einschrankung an, dass ¢(p) = 0. Ferner wahlen wir eine
offene Kugel U,(0) C ¢(U). Fir z € U,(0) gilt nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

Ende 3. Vorlesung
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Hier bezeichnet ' die Koordinaten von Z beziiglich der Standardbasis
im R” und h; = fol 0; f(t-) dt ist eine glatte Funktion auf U,(0), welche
hi(0) = 0;£(0) erfiillt. Wenden wir diese Rechnung nun nochmal auf
h; statt auf f an, so erhalten wir glatte Funktionen Bij auf U,(0) mit
hi = 0,(0) + 27 h;;. Nun setzen wir V := o~ 1(U,(0)) und h;j := hij o ¢
und erhalten die gewtinschte Aussage. U

Lemma (Derivationen sind lokale Operatoren). Es sei M eine glatte
Mannigfaltigkeit, p € M und £ € T,M. Sind f,g € C°(M) mit f =g
auf einer Umgebung von p, so gilt £(f) = &£(g).

Beweis. Sei U eine offene Umgebung von p, sodass f(z) = g(z) fiir alle
x € U gilt und sei K C U eine kompakte Umgebung von p. Wir wahlen
eine glatte Abschneidefunktion ¢ mit ¢ = 1 in K und supp e C U. Wir
erhalten

E(f—9g)=E&p(f—9)+&(1—9)(f—9))
=&{((1—=9)(f—9))
(Produktregel) = (1 — ¢(p))§(f — g9) + (f(p) — 9(p))&(1 — )
= 0.

Aufgrund der Linearitat von £ folgt £(f) = £(g). O
Lemma. FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U C M offen. Fiir

p € U ist die Abbildung
LU = T,M, (&)(f) == E&(flv)

ein Vektorraumisomorphismus. Ist (V, ) eine glatte Karte fiir M mit
p €V, so0 bildet v den Vektor -2 ) (aufgefasst als Derivation auf C*(U)

Oz’
beziiglich der Karte (U NV, ¢|v)) auf den Vektor 3% » (aufgefasst als

Derivation auf C*(M) beziglich der Karte (V,¢)) ab.

Beweis. Die Glattheit von Einschrankungen von glatten Funktionen
folgt aus der Wahl der differenzierbaren Struktur auf offenen Teilmen-
gen von M. Deshalb ist ¢« wohldefiniert. Die Injektivitat und Surjekti-
vitat von ¢ sind Konsequenzen der Lokalitdat von Derivationen und der
Fortsetzbarkeit von glatten Funktionen (Ubung). O

Beweis. (Theorem tiber eine Basis des Tangentialraumes). Es sei p €
M, (U, ) eine glatte Karte und V' C U eine relativkompakte offene
Umgebung von p, fiir die der Satz von Taylor (s.o.) gilt. Wegen des
vorigen Lemmas gentigt es die Aussage fiir die glatte Mannigfaltigkeit V'
und die Karte (V, ¢|y) zu zeigen. Wir nehmen wieder an, dass ¢(p) = 0
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und damit z°(p) = 0,4 =1,...,n, gilt. Ist f € C(V) und £ € TV,
so zeigen der Satz von Taylor und die Definition von -2 v dass

() = E(F(0) + Ea* o ) + &' ohy)

=&(f(p) +€(2)

(f) + &(z'2" hyy),

p

oz’
mit geeigneten h;; € C*°(V). Wegen der Produktregel
(1) =¢(1-1)=1-¢(1) +1-&(1) =2¢(1)

gilt (1) = 0 und damit (f(p)) = f(p)£(1) = 0. Weiterhin impli-
ziert die Produktregel und die Identitét x'(p) = 0, 1 = 1,...,n, die
Gleichung

§(@'a’hij) = 2" (p)§(a'hij) + 2 (p)hi (p)€(2") = 0.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung (Funktionenkeime). Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit
und p € M, so kann man auf C*(M) folgende Aquivalenzrelation
einfithren:

f ~g:esgilt f =g auf einer Umgebung von p.

Die Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relation nennt man glatte Funk-
tionenkeime in p. Die Menge aller glatten Funktionenkeime in p erbt
in natiirlicher Weise die Struktur einer R-Algebra von C*°(M). Ein
wesentlicher Schritt im Beweis des vorigen Theorems war es zu zeigen,
dass eine Derivation auf C*°(M) im Punkt p auch als Derivation auf
den Funktionenkeimen in p aufgefasst werden kann.

Bemerkung (Tangentialraum des R™). Die globale Karte (R",idgn»)
liefert eine globale Identifizierung von R™ mit 7,,R"™. Diese ist in gewisser
Weise kanonisch (siehe Ubung).

Alternativ kann der Tangentialraum auch mittels Aquivalenzklassen
von Kurven beschrieben werden. Diese Sichtweise ist zwar besonders
anschaulich, aber die Vektorraumstruktur des Tangentialraumes ist bei
diesem Zugang nicht sofort ersichtlich.

Es sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit und I C R ein offenes Intervall.
Zu einer glatten Kurve v : I — M und t € [ assoziieren wir die
Richtungsableitung

Y(X) : CF(M) = R, f = (for)(t).

Die folgende Proposition zeigt, dass der Tangentialraum auch als Raum
der Richtungsableitungen von Kurven interpretiert werden kann.
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Proposition. Es sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit, I C R ein of-
fenes Intervall und v : I — M eine glatte Kurve. Fir alle t € I gilt
Y(t) € TywyM. Ist p € M gegeben, so ist die Abbildung

{v:(—¢,e) = M | e > 0,7 glatt mit v(0) = p} - T,M
v+ 9(0)

surjektiv.

Beweis. Ubung. O

Es ist natiirlich moglich, dass unterschiedliche Kurven dieselbe Deriva-
tion auf C*°(M) erzeugen. Identifiziert man solche Kurven, so erhélt
man eine alternative Beschreibung des Tangentialraumes im Punkt p
durch Aquivalenzklassen glatter Kurven durch p.

Definition (Kotangentialraum). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit
und p € M. Der zu T,M duale Vektorraum 7, M* heifit Kotangential-
raum in p.

Beispiel (Differential einer Funktion). Sei M eine glatte Mannigfal-
tigkeit und p € M. Das Differential von f € C®°(M) im Punkt p ist
definiert als

df, - T,M — R, df,(&) == &(f).

Offensichtlich gehort df, zum Kotangentialraum im Punkt p. Die Defi-
nition des Differentials entspricht ganz der Philosophie, dass die Ablei-
tung die Funktion durch eine lineare Funktion anndhert. Identifiziert
man den Tangentialraum 7’ R mittels der globalen Karte (R, idg) mit
R selbst, so kann das Differential als lineare Abbildung df, : T,M —
TR aufgefasst werden. Es wird also sowohl die Abbildung als auch
die Mannigfaltigkeit durch lineare Strukturen approximiert. Diese Kon-
struktion ldsst sich auch auf Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten
verallgemeinern (siche Ubung).

Proposition (Basis im Kotangentialraum). Fs sei M eine glatte n-
Mannigfaltigkeit und p € M. Ist (U,p) eine Karte mit p € U und
lokalen Koordinatenfunktionen x*, i =1,...,n, so ist dxfa,i =1,...,n,

eine Basis in T,M*. Sie ist die duale Basis zu % o i=1. . Ist
feC®(M), so gilt
0 i
Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass dx;,,i =1,...,n, die zu % . 1=
1,...,n, duale Basis ist. Dazu berechnen wir
. 0 0 . 0 ) .
dx? , = — 1) = — (2’ =0,
Z ( - ) |, () = @)@ =5
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Hier haben wir verwendet, dass 27 o ¢! : p(U) — R die j-te Koordi-
natenabbildung auf dem R" ist. U

Ende 4. Vorlesun,
Bisher haben wir Tangentialraum und Kotangentialraum in jedem Punkt :
separat behandelt. Es liegt natiirlich nahe, die (Ko)-Vektorwertigen
Funktionen p — a?ci , oder p + df, zu betrachten und auf Stetig-
keitseigenschaften bzw. Glattheitseigenschaften zu untersuchen. Dazu
interpretieren wir sie als (glatte) Schnitte in den folgenden Vektorbiin-

deln.

Definition ((Ko-)Tangentialbiindel). Sei M eine glatte Mannigfaltig-
keit. Die Mengen

T™ := | | T,M = | J{p} x T,M

peEM peM
beziehungsweise
TM = | | T,M" = | J{p} x T,M"
peEM peEM

heiflen Tangentialbiindel bzw. Kotangentialbiindel. Mit @ : TM — M,
(p, &) — p, bazw. 7 : TM* — M, (p,v) — p, bezeichnen wir die
Projektion auf die zugrundeliegende Mannigfaltigkeit.

Die Fasern 7= !(p) = {p} x T,M und (7*)~*(p) = {p} x T,M* identifi-
zieren wir im Folgenden stets mit 7, M und T,,M*.

Definition (Vektorfeld und Kovektorfeld). Sei M eine glatte Mannig-
faltigkeit und sei U C M offen. Eine Abbildung X : U — T'M, p — X,
heilt (lokales) Vektorfeld, falls m o X = idy (d.h. X, € T,M fiir al-
le p € U). Ein Vektorfeld heifit glatt, falls fir alle f € C*°(M) die
Abbildung
U—=R, p— X,(f)

glatt ist. Die Menge aller glatten Vektorfelder auf M bezeichnen wir
mit X(M).

Eine Abbildung w : U — T'M*, p — w, heiit (lokales) Kovektorfeld,
falls 7" o w = idy (d.h. w, € T,M* fir alle p € U). Ein Kovektorfeld
heifit glatt, falls fur alle X € X(M) die Abbildung

U—=R, p— wy(X,)
glatt ist. Die Menge aller glatten Kovektorfelder auf M bezeichnen wir
mit X(M)*.
Beispiel. Ist (U, ¢) eine glatte Karte, so ist die Abbildung

0
oxt

U —=TM,p— —
aﬂp
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ein glattes Vektorfeld und

dz’ U—>TM*,pl—>dx§,
ein glattes Kovektorfeld.

Bemerkung. Durch punktweise definierte Addition und Skalarenmul-
tiplikation sind die Raume der glatten Vektorfelder X(M) und Kovek-
torfelder X(M)* in natiirlicher Weise R-Vektorrdume. Ist X € X(M)
und f € C*°(M), so definieren wir

[-X:U—=TM p— f(p)X,.
Es ist fX offensichtlich ein glattes Vektorfeld. In diesem Sinne erhalt
X(M) die Struktur eines C*°(M)-Moduls.

Ist (U, ¢) eine Karte und X : U — T'M ein Vektorfeld, so lasst es sich
in lokalen Koordinaten schreiben als

X = Xig, wobei X' : U — R, p — X, ().
xZ

Es ist X genau dann glatt, wenn die Funktionen X glatt sind (Ubung).

Bemerkung (Differenzierbare Struktur auf Tangentialbtindel). Es sei
(M, D) eine differenzierbare n - Mannigfaltigkeit. Fur eine glatte Karte
(U, ¢) € D mit lokalen Koordinatenfunktionen 2%, i = 1,...,n, definie-
ren wir auf T'M die Funktion

g i(U) = o(U) x R", (p,éi

pye > = (p(p), € €Y.

Statten wir T'M mit der Initialtopologie
T :={(@)10) | (U,p) € D und O C R*" offen}
aus, so ist (TM,T) eine 2n-Mannigfaltigkeit und

D:={(="'(U),?) | (U.¢) € D}

eine differenzierbare Struktur auf M. Ein lokales Vektorfeld auf M
ist genau dann glatt, wenn X : U — (T'M, D) eine glatte Abbildung
zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ist (Ubung). Ahnliches
gilt fiir das Kotangentialbiindel.

Lokal ist das Tangentialbiindel (nach Definition der Topologie auf T'M)
homéomorph zu O x R”, wobei O C R"™ offen. Die globale Topologie
der Mannigfaltigkeit 7'M héngt dagegen stark von M ab und ist sehr
interessant.
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4. Untermannigfaltigkeiten

Offene Teilmengen einer glatten n - Mannigfaltigkeit erben in natiirli-
cher Weise die Struktur einer glatten n - Mannigfaltigkeit. Fiir gewisse
andere niederdimensionale Teilmengen ist dies auch moglich. Durch die-
se Prozedur erhalten wir viele (in einem gewissen Sinne alle) wichtige
Beispiele.

Definition (Untermannigfaltigkeit). Es sei M eine glatte n - Mannig-
faltigkeit und m < n. Eine Teilmenge S C M heifit m - dimensionale
glatte Untermannigfaltigkeit, falls fir alle p € S eine glatte Karte (U, ¢)
von M mit lokalen Koordinatenfunktionen % : U — R existiert, mit
p € U und

SNU={qeU|2™"(q)=...=2"(q) =0}.
Eine solche Karte heifit glatter m-Schnitt fiir S.

Fir m < n bezeichnen wir mit 7, : R® — R™ die Projektion auf die
ersten m Koordinaten, das heif3t

(2t 2™ ™ a™) = (2t ™).

Proposition. Es seien M eine glatte n - Mannigfaltigkeit und S eine
m - dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit. Ausgestattet mit der
Unterraumtopologie ist S eine m - Mannigfaltigkeit und die Menge

As ={(UNS,mm o pluns) | (U,p) ist glatter m-Schnitt fir M}

ist ein C*®°-verbundener Atlas fir S.

Beweis. Dieser Beweis kann genauso gefithrt werden wie der fiir glatte
Untermannigfaltigkeiten des R", siche Ubung. U

Im Folgenden statten wir eine Untermannigfaltigkeit S von einer gege-
benen Mannigfaltigkeit M stets mit der Unterraumtopologie und der
von Ag erzeugten glatten Struktur aus.

Beispiel. Glatte Untermannigfaltigkeiten des R", siche Ubung. Tat-
séchlich lasst sich zeigen, dass jede glatte n - Mannigfaltigkeit zu einer
glatten Untermannigfaltigkeit des R?"*! diffeomorph ist. Dieses Resul-
tat nennt sich Einbettungssatz von Whitney, siehe [3, Theorem 6.15].

Ist S € M eine glatte Untermannigfaltigkeit, so kann der Tangen-
tialraum an S als Unterraum des Tangentialraumes an M aufgefasst
werden. Fiir p € S definieren wir die lineare Abbildung

ts + TpS = T, M, ts(€)(f) = &(fls)-
Ist f: M — R glatt, so ist f|g eine glatte Funktion auf S und somit die

Abbildung ¢g wohldefiniert. Unter Verwendung von glatten Schnittko-
ordinaten rechnet man leicht nach, dass tg auch injektiv ist. Deshalb

Zeichnung
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identifizieren wir 7,,S mit ¢g(7,S) C T,M. In der Interpretation von
T,M durch von glatten Kurven induzierte Derivationen gilt fiir diese
Identifikation

TpS ={¥(0) | v: (=&,€) = M glatt,e > 0,7(0) = p,7((—¢,¢)) € S}

Fiir Untermannigfaltigkeiten des R™ entspricht dies der iiblichen geo-
metrische Deutung des Tangentialraumes, wenn der Tangentialraum
von R™ iiber die globale Karte idg~» mit R™ identifiziert wird.

5. Riemannsche Metriken

Bisher haben wir nur (differential-)topologische und keine geometri-
schen Konzepte kennengelernt. Um Geometrie als das Studium von
geometrischen Objekten und ihren Kenngroflen zu betreiben, bendéti-
gen wir (mindestens) die Begriffe Lange und Volumen. Wir fiihren sie
mittels riemannscher Metriken auf den Tangentialbiindeln ein.

Definition (Riemannsche Metrik). Es sei M eine glatte Mannigfaltig-
keit. Eine (glatte) riemannsche Metrik g = (g(p))penm auf M ist eine
Familie von Skalarprodukten g(p) : T,M x T,M — R, sodass fiir alle
X € X(M) die Abbildung

M—=R,p— g(p)(Xpa Xy)

glatt ist. Ist g eine riemannsche Metrik auf M, so heifit das Paar (M, g)
riemannsche Mannigfaltigkeit.

Bemerkung. Fine riemannsche Metrik ist keine Metrik im Sinne eines
metrischen Raumes. Wir werden aber spater sehen, dass jede riemann-
sche Metrik eine Metrik, den sogenannten geodétischen Abstand, auf
der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit induziert.

Sind §,n € T,M gegeben, so lassen wir oft den Referenzpunkt weg und
schreiben nur

(€M) = g(p)(€, ) und [¢]g = g(p)(&. €)'

In der Basisdarstellung von &,7 beziiglich den lokalen Koordinaten
xt, . 2" U — Rmit p € U gilt
(€ me = 955()EN,
mit
0

9i5(p) = <% 0

, —
]
» ox

e-
p
Anders ausgedriickt bedeutet dies

g= gijdxi ® da?,

wobei

dx' ® da’ (&, n) = da’(§)dz’ (n).
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Ahnlich wie fiir Vektorfelder ldsst sich leicht zeigen, dass die Glatt-
heitsforderung an die riemannsche Metrik genau dann erfiillt ist, wenn
fiir alle glatten lokalen Koordinaten (z') die zugehorigen Funktionen
(g:;) glatt sind.

Beispiel (R"). Identifiziert man den Tangentialraum von R™ auf ka-
nonische Weise (mittels der globalen Karte idg») mit R", so induziert
das Standardskalarprodukt auf R” eine riemannsche Metrik gg~. In den
Standardkoordinaten des R™ gilt

(€ m)gen = 0i5€"0",
wobei d;; = 1 falls ¢ = j und §;; = 0 falls 7 # j.

Beispiel (S" und andere Untermannigfaltigkeiten). Die n-Sphéire S™
ist eine Untermannigfaltigkeit von R"*!. Damit ist 7,S™ ein Unter-
raum von T,R"*!. Wir definieren gg» als Einschrinkung von gga+1 auf
den Unterraum 7,S™. Das Paar (S",gs») ist eine riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Ahnlich lassen sich riemannsche Metriken von gegebenen
Mannigfaltigkeiten auf glatte Untermannigfaltigkeiten einschréanken.

Bemerkung. Mittels des Satzes iiber die Zerlegung der Eins (s.o.)
lasst sich leicht zeigen, dass jede glatte kompakte Mannigfaltigkeit eine
riemannsche Metrik besitzt (Ubung). Tatséchlich besitzt jede glatte
Mannigfaltigkeit eine riemannsche Metrik.

Auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) kann gentigend glat-
ten Kurven eine Lange zugeordnet werden. Ist I C R ein Intervall und
v : I — M stetig und stiickweise glatt (es existieren endlich viele Punk-
te ty,...,tg € I,sodass vy : I\ {t1,...,t,} — M glatt ist), so definieren
wir die Lange von ~y durch

Lo)= [ ol

nf I

Bei unbeschranktem oder nicht abgeschlossenem Parameterbereich [
kann L(v) unendlich sein. Falls das Bild von v im Kartengebiet einer
Karte enthalten ist, gilt in den zugehorigen lokalen Koordinaten

sup /

o) = [ fmbonosera = [ Ve

nf I inf I

Konvention: Ahnlich wie bei Karten betrachten wir von nun an nur
noch stiickweise glatte Kurven und verwenden die Begriffe “Kurve” und
“stiickweise glatte Kurve” synonym.

Wir sagen eine Kurve 7 : [a,b] — M mit a,b € R verbindet die Punkte
x € M und y € M, falls y(a) = z und v(b) = y. Mittels der Lange von

Ende 5. Vorlesung
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Kurven definieren wir den geoddtischen Abstand p : M x M — [0, 00|
durch
p(z,y) = pg(z,y) := inf{L(vy) | v verbindet = und y}.

Wir verwenden hier die Konvention p(z,y) = oo, falls  und y nicht
durch eine Kurve verbunden sind, also das Infimum iiber eine leere
Menge gebildet wird. Offensichtlich gilt

(a) p(x,z) =0 fur alle x € M,
(b) p(z,y) = p(y, z) fir alle z,y € M,
(c) p(z,y) < p(x,2) + p(z,y) fir alle z,y,z € M.

Beispiel. Auf (R", ggn) gilt pg..(z,y) = |r — y| (verwende Parametri-
sierung der Kurven nach Bogenldnge). Gleiches gilt fir offene konvexe
Teilmengen von R™.

Sei [a,b] ein Intervall (aufgefasst als Teilmenge [a,b] x {0} C R?) und
M :=R?\ [a,b] C R? ausgestattet mit der von R? geerbten riemann-
schen Metrik gy;. Es ist pg,, (z,y) gegeben durch

|z — y| falls Ty N [a, b] = 0,
min{|z —a| + |y — a|, |z — b| + |y — b|} sonst.

Ob p den Wert unendlich annimmt oder nicht hangt nur vom topolo-
gischen Zusammenhang der Mannigfaltigkeit ab.

Proposition (Wegzusammenhang v.s. topologischer Zusammenhang).
Es sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Die folgenden Aus-
sagen sind Aquivalent.

(i) M ist topologisch zusammenhdngend, das heiffit M = O1 U O,
fiir zwei disjunkte offene Mengen O; C M impliziert Oy = ()
oder Oy = ().

(ii) Firallex,y € M ezistieren a,b € R und eine stickweise glatte
Kurve 7y : [a,b] = M, die x und y verbindet.

(ili) Fir alle z,y € M gilt p(z,y) < oco.

Beweis. (ii) < (iii): Das folgt aus der Definition von p durch geeignete
Reparametrisierung.

(i) = (ii): Es sei © € M gegeben. Man rechnet leicht nach, dass die
Mengen
O, := {y € M | es existiert eine Kurve, die z,y verbindet}

und Oy := M \ Oy offen sind. Da = € O, folgt M = Oy, da M topolo-
gisch zusammenhéngend ist.



5. RIEMANNSCHE METRIKEN 21

(ii) = (i): Angenommen es existieren nichtleere disjunkte offene Men-
gen 01,09 € M, mit M = O1UO,. Wir wihlen z € O,y € Oy und eine
Kurve 7 : [a,b] — M, die x und y verbindet. Dann ist v~1(0y),7~(0,)
eine disjunkte offene Uberdeckung vom Intervall [a, b]. Da Intervalle to-
pologisch zusammenhéngend sind, folgt v~ 1(0;) = 0 oder v~ 1(05) = 0,
ein Widerspruch. U

Definition. Eine riemannsche Mannigfaltigkeit heifit zusammenhdn-
gend, wenn sei eine der dquivalenten Bedingungen des vorigen Lemmas
erfiillt.

Bezeichnung. Ist d eine Metrik auf einer Menge X, so verwenden wir
fiir » > 0 und A C X die Bezeichnungen

Ul(z) = {y € X | d(A,y) <r} und Bf(z) = {y € X | d(A,y) <7}
Hier ist d(A,y) = inf{d(z,y) | z € A}.
Auf zusammenhéngenden riemannschen Mannigfaltigkeiten ist der geo-

datische Abstand eine Metrik, die die Topologie der Mannigfaltigkeit
induziert.

Theorem. Es sei (M,g) eine zusammenhdngende riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Der geoddtische Abstand p ist eine Metrik, die die Topo-
logie von M erzeugt.

Lemma. FEs sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir alle
p € M existieren eine Karte (U, @) mit p € U und C > 0, sodass

C™p(z) — )| < p(x,y) < Clo(x) — ()]
fur alle x,y € U.

Beweis. Wir wahlen eine Karte (V) ), sodass ¢(V) eine Kugel mit
Zentrum ¢(p) ist. Da g ein Skalarprodukt ist, ist die Matrix (g;;(p))
fiir jedes p € V positiv definit. Wegen der Stetigkeit der Abbildung
o(V) = R, p+— gij(p) (hier muss V' eventuell. noch etwas verkleinert
werden) und der Kompaktheit von ¢(V) sind die Matrizen (g;;(p))
sogar gleichméafig positiv definit. Es existiert demnach C' > 0, sodass

o Z P < gi(p)§Y <O ()
fir alle £ € R™ und p € V. Diese Ungleichung bedeutet, dass auf ¢ (V)

die von g induzierte und die euklidische riemannsche Metrik dquivalent
sind.

Ist 4 : [0,1] = o(V),t — p(z) + t(p(y) — ¢(z)) die Gerade, die (x)

und ¢(y) verbindet, so erhalten wir mittels obiger Abschatzung

p(z,y) < L(p~' 07) < Clo(z) — ¢(y).
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Fir die untere Abschiatzung miissen wir V' noch etwas verkleinern.
Es sei r der Radius der Kugel ¢(V) um ¢(p). Wir definieren U :=
¢ (U, 3((p))). Es sei v : [a,b] = M eine Kurve, die ,y € U verbin-

det. Verlasst die Kurve v o ¢ die Kugel ¢(V') nicht, so gilt

L(7) > Ce(z) — o(y)],

da Geraden auf Kugeln den geodétischen Abstand beziiglich der eu-
klidischen Metrik minimieren (siehe Beispiel oben). Verldsst v o ¢ die
Kugel ¢(V), so bezeichnen wir mit ¢ den ersten Punkt auf dem Rand
d(¢(V)), den v o ¢ trifft und mit n die Einschrankung von 7 bis zum
Punkt v(¢71(¢)). Dann liegt 1 o ¢ komplett in (V) und wir erhalten

aufgrund der Wahl von U und (

L) 2 Ln) > C7plw) = €| 2 €727 > () — ()]

Das beendet den Beweis. O

Beweis. (Theorem iber den geoddtischen Abstand). Seien z,y € M mit
x # y. Zunichst miissen wir p(x,y) > 0 zeigen . Wir wihlen eine Karte
(U, ¢) wie im vorigen Lemma mit x € U. Ist y € U, so folgt die Aussage
sofort aus dem Lemma. Ist y & U, so wahlen wir eine euklidische Kugel
B, (p(x)) € oU) um ¢(z). Jede Kurve v, die z und y verbindet,
muss den Rand d(¢ ' (B,.(p(x))) = ¢ 1 (0B,(¢(x))) in einem Punkt 2
treffen. Es folgt L(y) > p(x,2) > CYp(x) — ()| = C~'r und somit
p(z,y) > C~lr > 0.

Um die Aquivalenz der Topologien zu beweisen muss man zeigen, dass
jede offene Teilmenge von M eine p-Kugel enthélt und umgekehrt jede
p-Kugel eine offene Menge von M enthalt. Dies folgt leicht aus dem
vorigen Lemma (Ubung). O

Lemma. FEs sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir alle
r,0 >0 und x € M gilt

UL(BE(x)) = U?, (a).

Beweis. Die Inklusion Uf(Bf(z)) C U’

I s(x) folgt leicht aus der Drei-
ecksungleichung fiir p.

Sei nun z € M mit r < p(z,2) < r+ 9 gegeben. Es sei
e:=r+0d—p(z,z)>0.

Wir wahlen eine Kurve v, die  und z verbindet und
€

p(x,Z) > L('Y) - 5

erfiilllt. Sei 7, der Anfangsteil von 7, mit L(y;) = r (dieser existiert
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nach dem Zwischenwertsatz) und sei ( der Endpunkt von ;. Mit 75
bezeichnen wir den Rest der Kurve v. Es gilt ( € B,(z) und

L(v) = L(m) + L(v2) =7+ L(12) = 7+ p(=,0).
Wire z € M \ Uf(B?(x)), so wiirde p(z,() > § gelten und damit
£
5.
Dies ist ein Widerspruch. Il

"r’+5:p(:c,z)+5>L('y)+g2r+p(z,()+%2r+5+

Die Vollstandigkeit vom metrischen Raum (M, p) kann mithilfe von
topologischen Eigenschaften charakterisiert werden.

Proposition (Topologische Eigenschaften v.s. Vollstandigkeit). Es sei
(M, g) eine zusammenhdngende riemannsche Mannigfaltigkeit. Die fol-
genden Aussagen sind dquivalent.

(i) (M, p) ist vollstindig.
(ii) Alle abgeschlossenen p-Kugeln sind kompakt.

Beweis. (ii) = (i): Jede p-Cauchy-Folge ist in einer abgeschlossenen
Kugel enthalten und hat demnach eine konvergente Teilfolge. Cauchy-
Folgen mit konvergenten Teilfolgen konvergieren.

(i) = (ii): Es sei z € M und I := {r > 0 | B?(z) ist kompakt}.
Offensichtlich ist I ein Intervall, welches 0 enthalt. Wir beweisen, dass
I offen und abgeschlossen ist, also I = [0, 00) gilt.

I ist offen: Da p die Topologie von M erzeugt, sind kleine abgeschlosse-
ne p-Kugeln kompakt. Sei r € I. Fiir jedes y € B?(z) existiert demnach
gy > 0, sodass Bf (y) kompakt ist. Da Bf(x) kompakt ist, wird es von
endlich vielen zugehdrigen offenen Kugeln U2 (y1), - . ., vt (yx) tiber-
deckt. Sei nun

k
A= U BE, (i)
i=1

und

20 == inf{p(w, M \ A) | w € B,(x)}.
Da A kompakt und w — p(w, M \ A) stetig ist, gilt § > 0. Mithilfe des
vorigen Lemmas erhalten wir

By s(@) C UL p5(x) = Ugs(Br(x)) € A

r

Es folgt r + 6 € I und damit die Offenheit von I.

I ist abgeschlossen: Sei r > 0 mit [0,r) C I. Wir zeigen [0, 7] C I. Sei
(x,,) eine Folge in B?(z). Da die Metrik p das Infimum tber Pfadlangen
ist, existiert zu jedem m € N ein 2 € B,_2 () mit p(z,,z]) < L.
Da die Kugeln B, _ 2 (x) nach Voraussetzung kompakt sind, kénnen wir
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mithilfe eines geeigneten Diagonalfolgenarguments Indizes ny finden,
sodass fiir jedes m die Folge (27 ) konvergiert. Dann ist (z,,) eine
Cauchy-Folge, da

P( Ty s Tny) < p(xnk7x;r;) + p($nmk>$nml) + P(x;r;vxnz> < m + p(xnmkaxnml)

Wegen der Vollstandigkeit von (M, p) ist (z,,) konvergent. Demnach
ist Bf(x) kompakt. O

Bemerkung. Die Charakterisierung von Vollsténdigkeit iiber die Kom-
paktheit der Bélle gilt allgemein in lokal kompakten metrischen Rau-
men, deren Metrik durch die Lange von Kurven induziert ist. Diese
Aussage ist auch als Satz von Hopf-Rinow bekannt.

Lemma (Separabilitat von (M, p)). Es sei (M,g) eine zusammenhdn-
gend riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist (M, p) ein separabler me-
trischer Raum.

Beweis. Da M das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom erfiillt, existiert eine
abzahlbare Familie offener Mengen (O,,), die die Topologie von M er-
zeugt. Zu jedem n wahlen wir nun offene p-Kugeln U,,, mit U, C O,.
Deren Mittelpunkte sind eine abzahlbare dichte Teilmenge von M. [J

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) gibt es einen durch
die Metrik induzierten Isomorphismus

T TM = T,M, € (n) = (€, ).
In lokalen Koordinaten (z°) gilt

& = oy = (| Yy = (€,

B
3:Ep

Vg dzl = gij(p)&dx,
P

und somit .

& = 9 (p)€’.
2 ot und {dz}} wird die lineare Abbildung ’
also von der Matrix (g;;(p)),_; dargestellt. Oft lisst man > weg und

schreibt nur (&) statt (£?) fiir die Komponenten von £°. In diesem Sinne
operiert * indem es mittels der Metrik Indizes nach unten verschiebt.
Die Umkehrabbildung zu * wird mit  : T, »M* — T,M bezeichnet. In
den gegebenen lokalen Koordinaten gilt fiir w € T, M*

Beziiglich der Basen {

()" = g (p)wj,
wobei (¢"(p)) die Eintrége der zu (g;;(p)) inversen Matrix sind. Auch in
diesem Fall schreibt man oft nur (w?) statt (w#)! fiir die Komponenten
von w, sodass  Indizes anhebt. Die Bezeichnungen * und # stammen
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aus der Musiktheorie und die Isomorphismen werden auch musikali-
sche Isomorphismen genannt. Die fiir uns wichtigste Anwendung der
musikalischen Isomorphismen ist die folgende Definition.

Definition (Gradient). Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltig-
keit und f € C*°(M). Das glatte Vektorfeld

Vef = (df)f
heifit Gradient von f.

In lokalen Koordinaten (z°) gilt

S _of
1 __ 1) L — Z]_
und somit
L Of 0
Vel =9 Oxd Oxt’
Bemerkung (Geometrische Deutung Gradient). e Die Anwen-

dung von ¢ € T,M auf eine glatte Funktion f kann als An-
derung der Funktion f im Punkt p in Richtung & aufgefasst
werden. Der Gradient einer Funktion zeigt in Richtung der
starksten Anderung, d.h. fiir alle £ € T, M mit |{]g = 1 gilt

&(f) Vef(f)-

S
Vefle

Damit man die Richtung der stirksten Anderung iiberhaupt
definieren kann, benotigt man auch den Begriff der Lénge eines
Tangentialvektors. Sonst kann man unterschiedliche Richtun-
gen nicht vergleichen.

e Essei (M, g) eine glatte riemannsche n - Mannigfaltigkeit. Ist
[+ M — R eine glatte Funktion mit df, # 0 fir alle p € M
und C' € Bild(f), so ist

S={xeM| f(z)=C}

eine (n — 1) - dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit (ver-
wende eine geeignete Version des Satzes tiber implizite Funk-
tionen). In jedem Punkt p € S steht Vg f senkrecht auf 7,5,
d.h. fiir alle £ € 7,9 gilt

(&, Vg flg = 0.

In diesem Sinne steht der Gradient einer Funktion senkrecht
auf ihren Konstanzflachen.
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6. Das riemannsche Volumen

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff des Volumens von Teilmen-
gen einer riemannschen Mannigfaltigkeit ein. Wir werden es mithilfe
des Lebesgue-Mafles auf Kartengebieten definieren. Dazu wiederholen
wir zunéchst etwas Mafltheorie und eine Transformationsformel fiir die
Matrixdarstellung der riemannschen Metrik.

Es sei X eine nichtleere Menge. Ein System R von Teilmengen von X
heiflt Halbring tiber X, falls es die folgenden drei Eigenschaften erfiillt.

o ) € R,
e A B € R impliziert AN B € R,
e fiir alle A, B € R existieren C1,...,C, € R, mit

=1

Ist R ein Halbring, so heifit eine Abbildung p : 8 — [0, 00] Pramap,
falls

e u(®) =0,
e 4 ist o-additiv.

Ein Pramaf o auf R heiit o-endlich, falls es eine Folge (E,) in R gibt,
mit p(E,) < oo fir alle n € N und X = (J, E,. Es gilt der folgende
Fortsetzungssatz, siehe [1, Korollar 5.7].

Theorem (Fortsetzungssatz fur PramaBe). Jedes o-endliche Primafs
auf einem Halbring SR ldsst sich eindeutig zu einem Maf$ auf die von
R erzeugte o-Algebra fortsetzen.

Bemerkung. Die Fortsetzbarkeit von u folgt aus dem Satz von Cara-
theodory, [1, Satz 4.4], und die Eindeutigkeit der Fortsetzung ist eine
Folgerung aus dem Eindeutigkeitssatz fiir MaBe, [1, Satz 5.6].

Es sei (M,g) eine riemannsche n-Mannigfaltigkeit und (U, ) bzw.
(V,4) Karten mit lokalen Koordinatenfunktionen (z*) bzw. (y7). Die
Ableitung des Koordinatenwechsels ¢ o o= : (U NV) = (U NV)
im Punkt ¢(p) bezeichnen wir mit J(p) € Lin(R"™). Fir die Matrixdar-
stellung von J in Standardkoordinaten (Jacobimatrix) gilt

JEp) = 8; [ o ™" ((p))
=0; [y* o] (0(p))

_ oy
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Dabei ist k der Zeilenindex und 4 der Spaltenindex der Matrix (JF). Im
folgenden Lemma bezeichnet g¥ die Matrixdarstellung von g beziiglich
(U, ¢) und g% die Matrixdarstellung von g beziiglich (V,1)).

Lemma (Transformationsformel riemannsche Metrik). Auf U NV gilt
g% =JVgYJ.

Hier bezeichnet JT die zu J transponierte Matriz.

Beweis. Wir kennen bereits die Basistransformation
0 oo 0

oxt  Ox' Oy L oyk’
Die Definition von ¢¥ und ¢¥ liefert nun
8(33“ %%@; - (]f(]ﬂ%/’c? %>g
Das beendet den Beweis. Il

= Jlkg;fljjl = (JTng%j.

95 = (

Theorem (Existenz und Eindeutigkeit riemannsches Volumen). Es sei
(M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Auf der Borel-o-Algebra von
M existiert ein eindeutiges Maf$ volg, sodass fir alle glatten Karten
(U, @) und alle Borel-messbaren A C U gilt

volg(A) = / det(g;j o p~1) dA.
©(A)

Hier ist (g;j) die Matrizdarstellung von g beziiglich (U, @) und A das
Lebesgue-Maf auf o(U). Fir alle kompakten K C M gilt volg(K) < 00.

Beweis. Es sei D die differenzierbare Struktur von M, B die Borel-o-
algebra auf M und

& :={A € B | es existiert (U, ) € D, sodass A C U}.

Die Familie £ ist ein Halbring, der B erzeugt. Fir A € £ und (U, ¢) € D
mit A C U definieren wir

u(A) = / det(gf; o 1) dA.
©(A)

Nach dem Satz iiber die Fortsetzung von Pramaflen geniigt es zu be-
weisen, dass p ein o-endliches Pramaf ist.

Wir zeigen zunéchst, dass p wohldefiniert, also unabhéngig von der
Wahl der Karte ist. Seien (U, ) und (V,9) Karten und A C U NV
eine Borel-Menge. Wir setzen ® := ¢ o™t : o(UNV) = »(UNV).
Mit der Notation aus dem vorigen Lemma gilt D®(p(p)) = J(p) und

det(g5(p)) = | det J(p)|* det(g;(p))-

Ende 7. Vorlesung
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Der Transformationssatz fiir das Lebesgue-Maf liefert

/ det( g” oyp~HdA = / det(gfj’. o~1)dA

_ / \/det(g;@. o1 o ®) | det DD| dX
©(A)
= / det(glj op~1)|det D®|dA

= [ Vs eiesax

/ \/det(gf o

Dies zeigt die Unabhéngigkeit der Definition von p von der Wahl der
Karte.

Die o-Additivitdat von p folgt aus den Eigenschaften des Integrals be-
ziglich A. Fiir kompaktes K C M existieren endlich viele Karten
(U, 1), I = 1,...,n, deren Kartengebiete K iiberdecken und fiir die
©i1(U;) beschrankt ist. Da das Lebesgue-Maf} auf beschréankten Gebieten
endlich und die Abbildungen

i(U) = R, @ \Jdet (g5} o o7 ()

stetig sind, folgt volg(K) < co. Die o-Endlichkeit von pu folgt aus der
Separabilitat von (M, p) und der Kompaktheit kleiner Kugeln. O

Bemerkung. Die Idee, ein Borel-Maf} auf einer Mannigfaltigkeit durch
eine geeignete Wahl von Dichten beziiglich des Lebesgue-Mafles in den
Kartendarstellungen zu definieren, ist natiirlich. Man muss nur sicher-
stellen, dass die Dichten kompatibel mit Kartenwechseln sind. Unserer
Walhl liegt folgende Beobachtung zugrunde. Ist (S, gs) eine glatte Un-
termannigfaltigkeit von (R", gg») mit induzierter riemannscher Metrik,
so ist volg, das aus den Analysisvorlesungen bekannte Oberflichenmaf
auf S (Ubung). Dessen Definition wiederum lésst sich heuristisch aus
dem Transformationsverhalten des Volumens von Wiirfeln unter linea-
ren Transformationen und einem Approximationsargument herleiten.

7. Transformationen riemannscher Metriken
In diesem Abschnitt diskutieren wir kurz den Isomoprhismusbegriff fiir
riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Definition (Ableitung). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und
F : M — N glatt. Die Ableitung von F' im Punkt p € M ist die lineare
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Abbildung
DF(p) : T,M — TpeyN, £ — [f = &(f o F)].

Statt DF(p) schreibt man auch kurz F,(p) und nennt die induzierte
Abbildung F, : TM — TN Pushforward.

Bemerkung. e Das oben schon eingefiithrte Differential ist die
Ableitung einer reellwertigen Funktion.

e Um Ableitungen von Funktionen auf Mannigfaltigkeit zu de-
finieren, muss man nicht nur die Funktion sondern auch den
Raum linearisieren.

e Identifiziert man die Tangentialrdume des R" iiber die globale
Karte (R",idg») mit R", so liefert der oben eingefithrte Be-
griff der Ableitung den tblichen Begriff der Fréchet-Ableitung
(Ubung).

e Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und idy, : M — M die
Identitédtsabbildung, so gilt Didas(p) = idg, -

Lemma (Kettenregel). Es seien M, N, L glatte Mannigfaltigkeiten und
F:N—Mund G: M — L glatte Funktionen. Es ist G o F' glatt und
fiir alle p € M gilt

D(G o F)(p) = D(G)(F(p)) o D(F)(p).
Beweis. Dies folgt direkt aus den Definitionen. O

Definition (Pullbackmetrik). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit,
(N, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und F' : M — N glatt. Die
Familie von Bilinearformen F*g = (F*g(p))pem, welche durch

Frg(p) : T,M x T,M = R, (§,1) — g(F(p))(Fu(p)§, F(p)n)
gegeben ist, heiit Pullback von g.

Bemerkung. e Im Allgemeinen ist der Pullback einer riemann-
schen Metrik keine riemannsche Metrik, die Bilinearformen
konnen ausgeartet sein. Tatsachlich ist F*g genau dann ei-
ne riemannsche Metrik, wenn F,(p) in jedem Punkt p € M
injektiv ist. In diesem Fall heiffit F' Immersion. Aufgrund der
Kettenregel sind alle Diffeomorphismen Immersionen, ihre Ab-
leitungen sind Vektorraumisomorphismen (Ubung).

e Ist S eine glatte Untermannigfaltigkeit von (M, g), so ist die
Inklusionsabbildung ¢ : S — M,x — x eine glatte Immersi-
on. Die Einschrankung von g auf 7'S ist gegeben durch :*g
(Ubung).
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e Fir den Pullback der Metrik gilt dann
F*g = g(F,-, F.).

In diesem Sinn sind Pullback und Pushforward duale Opera-
tionen.

e Man kann natiirlich auch beliebige Bilinearformen auf T'N mit
dem Pullback zurtickziehen.

Definition (Riemannsche Isometrie). Es seien (M, gy) und (N, gy)
riemannsche Mannigfaltigkeiten. Ein Diffeomorphismus F : M — N
heifit riemannsche Isometrie, falls F*gn = gs.

Bemerkung. Jede riemannsche Isometrie F' : M — N ist auch eine
Isometrie der Metrischen Raume (M, pg,,) und (N, pg, ) (Ubung), d.h.
es gilt

ng($7y) = pgN(F<x)7F(y))'

Tatséchlich gilt auch die Umkehrung dieser Aussage und ist bekannt
als Satz von Steenrod-Myers. Jede metrische Isometrie F' : (M, pg,,) —
(N, pgy ) ist automatisch eine riemannsche Isometrie. Dies ist besonders
bemerkenswert, da an metrische Isometrien zunéchst keine Glattheits-
anforderungen gestellt werden.

8. Beispiele - Modellmannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt behandeln wir Beispielklassen von Mannigfaltig-
keiten, fiir die man alle eingefiihrten Groflien recht explizit berechnen
kann.

Seien (X, Dx) und (Y, Dy) glatte Mannigfaltigkeiten. Wir statten das
Produkt M := X x Y mit der Produkttopologie und der von

{((p,9), U x V) [ (U,¢) € Dx und (V,¢) € Dy}

erzeugten glatten Struktur Dy, aus. Die glatte Mannigfaltigkeit (M, Dyy)
heifit kartesisches Produkt von (X,Dyx) und (Y, Dy). Ist y € Y gege-
ben, so erzeugt jede Derivation § € T, X eine Derivation {x € T{, )M
durch

Ex(f) = &(f(y).

Die Abbildung T, X — T(,, M, { — {x ist linear und injektiv. In die-
sem Sinne kann 7, X als Unterraum von T{,, M aufgefasst werden.
Analoges gilt natiirlich auch fir 7,Y". Der Tangentialraum an das Pro-
dukt ist die direkte Summe dieser beiden Unterrdume

TyM =T, X & T,Y.
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Zu jedem Vektor § € T, ,)M existieren also eindeutige {x € T, X und

& € T,Y mit £ = {x + &y Ist gx eine riemannsche Metrik auf X und

gy eine riemannsche Metrik auf Y, so definieren wir fiir £, n € T(, , M
(gx D gy)((z,9))(€n) = gx(@)(Ex,nx) + 8y (¥) (&, ny).

Die riemannsche Mannigfaltigkeit (M,gx @ gy) heifit riemannsches

Produkt von (X, gx) und (Y, gy).

Ist ¢ : X — (0,00) eine glatte Funktion, so kann man auch die rie-
mannsche Metrik

(g8x @y gy)(7,9))(&;m) == gx(7)(§x,mx) + wQ(x)gy(y)(éy, Ny)

betrachten. In diesem Fall heifit (M,gx @y gy) verzerrtes Produkt
(Warpprodukt) von (X, gx) und (Y, gy). Ist klar welche Metriken be-
trachtet werden, so schreibt man auch kurz X ® Y fiir das riemannsche
Produkt und X ®, Y fir das Warpprodukt von (X, gx) und (Y, gy).

Bemerkung. Der Exponent zwei bei 9? wird beim Warpprodukt aus
Skalierungsgriinden gewéhlt.

Viele bekannte Beispiele sind Warpprodukte (oder lokal Warpproduk-
te). Dies diskutieren wir nun anhand von R” und S".

Proposition (Polarkoordinaten im R"™). Die Abbildung
®:R"\ {0} — (0,00) x S* 1 x> (r(x),0(x)),

mit r(z) = |x| und 0(x) = |z| 'z ist eine riemannsche Isometrie der
Mannigfaltigkeiten R™\ {0} und (0, 00) ®,S™ !, wobei 1) : (0,00) — R,
o) = .

Beweis. Offensichtlich ist @ ein Diffeomorphismus. Es seien (z?) die
Standardkoordinaten des R™ und

7 (0,00) x ST = R, 7 ((2%,...,3")) = 7"
Wir setzen 7 := 7% 0 ® und f? := 7 o ®, und erhalten
=rfifiri=1,...,n
Die Produktregel fiir das Differential liefert
de' = fidr + rdf*.
Quadrieren dieser Gleichung (beziiglich des Tensorproduktes fir Ko-
vektoren) impliziert

(d")? = (f)*(dr)® + (rdr)(f'df*) + (f'df*) (rdr) + r*(df*)*.

Differenzieren der Gleichung

n

> (=1

i=1

Ende 8. Vorlesung
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zeigt
> fdft=o.
=1

Unter Verwendung dieser Identititen und der Gleichung fiir (dz?)? er-
halten wir

n

grn — 5l]d$zd$J = Z(dmz)Q = (dr)g + TQ Z(dfl)z
=1

=1

Fiir ¢ € T,R" gilt
dr(§) = &(r) = £(n° 0 @) = dr°(D.¢)
und damit (dr)? = ®*(dr°)2. Ferner gilt
df'(€) = &(f') = &(n' 0 @) = dr'(D.€)

und deshalb (df?)* = ®*(dr*)?. Aus diesen beiden Rechnungen und den
Identitaten oben erhalten wir

g — " <<d7r°>2 T (x%) Z(dm?) .

i=1

(.

—ig
Wir miissen noch zeigen, dass g das entsprechende Warpprodukt ist.
Sei dazu & € T(,9)(0,00) x S"~! gegeben. Wir zerlegen es eindeutig als
£=¢&,4 & mit &, € T,(0,00) und & € TyS™*. Nach der Diskussion
am Anfang des Kapitels gilt

& (f) = &(f(p,-)) und &, (f) = £(f (-, 7))
Es folgt
dr®(&9) = &o(mo) = E(mo(p, ) = &(p) = 0
und analog
drn'(§,) =0firi=1,...,n.

Die Unterrdume 7,(0, c0) und TyS™ ! sind also orthogonal beztiglich g.
Dementsprechend ist die Metrik g das Warpprodukt der Einschrénkung
von (dn®)?* auf T(0,00) und der Einschrankung von >  (dx’)? auf
TS™ ! bezuglich der Funktion 1) = 7°|(g o0).-

Schrénkt man die Funktion 7% auf (0, 00) ein, so erhilt man die Iden-
titatsabbildung. Demnach entspricht der Summand (d7°)? der Stan-
dardmetrik auf (0, 00). Schrankt man die Funktionen 7%, i = 1,...,n,
auf S"7! ein, so sind sie die Einschrinkungen der Standardkoordina-
ten des R™. Also entspricht Y  (dn")? der Einschrankung der Metrik
S (dz')?* auf T'S™. Dies ist aber genau die Standardmetrik der Sphé-
re. U
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Bemerkung. e In der Literatur schreibt man fiir das obige Re-
sultat verkiirzt

grn = (dr)? + r’ggn1.

e Die gleiche Rechnung funktioniert natiirlich auch mit offenen
Kugeln statt R™.

Polarkoordinaten konnen auch auf der Sphére eingefiihrt werden. Sei
dazun = (0,...,0,1) € S" der Nordpol und s = —n € S" der Siidpol

der Sphére. Fir z = (2!,...,2"™) € S*\ {n, s} definieren wir zwei

Werte 7(x) € (0,7) und 6(z) € S*~! durch
cosr(z) = 2" und () = |2'| 12/,

wobei 2’ = (z!,...,2"). Die folgende Proposition ldsst sich dhnlich

)

wie oben beweisen (Ubung).

Proposition (Polarkoordinaten fir S"). Die Abbildung

S"\ {n, s} = (0,7) x $", @ = (r(z),0(x))
ist eine riemannsche Isometrie der riemannschen Mannigfaltigkeiten
S™\ {n, s} und (0,7) @y S", mit ¢ : (0,7) — R, (r) = sinr.
Bemerkung. Das Resultat schreibt man verkiirzt

gsn = (dr)? +sin® 7 ggn1.

Definition (Modellmannigfaltigkeiten). Wir nennen eine riemannsche
n-Mannigfaltigkeit (M, g) riemannsches Modell, falls es ein R € (0, o0,

eine globale Karte ¢ : M — Upg und eine glatte Abbildung v : (0, R) —
(0, 00) gibt, sodass die Abbildung

®: M\ {o} = (0,R)®yS" !, x> (r(x),0(z))
eine riemannsche Isometrie ist, wobei o := ¢71(0),
r: M —[0,00), x — |p(x)]
und
0: M\ {o} = S" ! xrsr(x) o)

Bemerkung. e Der R" ist ein Modell vom Radius R = oo und
S™\ {s} ist ein Modell vom Radius 7.

e Fiir jede glatte Funktion ¢ : (0, R) — (0,00) ist (0, R) ®,S"!
eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei g, ihre Metrik und

®:Ux\ {0} = (0,R) x S" 1 &+ (2], || o)

der iibliche Diffeomorphismus. Der Pullback ®*g,, ist eine rie-
mannsche Metrik auf Ug \ {0}. Ob er sich zu einer riemann-
schen Metrik g, auf Ug fortsetzen lisst, und damit (U, gy)
ein riemannsches Modell vom Radius R wird, hangt von Ei-
genschaften von 1 in 0 ab. Es lésst sich ®*g,, genau dann glatt

Zeichnung



Ende 9. Vorlesung

34 1. RIEMANNSCHE MANNIGFALTIGKEITEN

in den Punkt 0 fortsetzen, wenn ¢(0+) = 0 und ¢’(04) = 1
gilt.

Auf Modellmannigfaltigkeiten (und allgemeiner auf Warpprodukten)
kann man den geodéatischen Abstand und das riemannsche Volumen
recht einfach ausrechnen.

Proposition. Seien (X,gx) und (Y,gy) riemannsche Mannigfaltig-
keiten und v : X — (0,00) glatt. Ist Y m-dimensional, so erfillt das
riemannsche Volumen vom Warpprodukt (M, gx &y gy) die Gleichung

VOI%X@;A@Y = (@Z}m X 1) : VOng & VOlgy.

Hierist (" ®1): X xY = R, (z,y) — ¢¥™(x) und volg, ® volg, das
Produktmaf$ von volg, und volg,, .

Beweis. Die Formel lasst sich leicht tiber die Koordinatendarstellung
nachrechnen (Ubung). O

Ist M ein riemannsches Modell und
®: M\ {o} = (0,R) ®,S"!

die zugehorige Isometrie, so definieren wir Funktionen r : M — [0, 00)
und 6 : M \ {o} = S"~! durch r(0) = 0 und die Gleichung

O(z) = (r(x),0(x)) fir x € M\ {o}.
Proposition. Ist (M,g) ein riemannsches Modell, sodass M\ {o} iso-
metrisch zu (0, R) @y S ist, so gilt
el,0) = r(z).
Weiterhin gilt
volg(B,(0)) = w / () dr,
0

wobei w,, das Volumen von S*' ist.

Beweis. Die Aussage tiber die Metrik lasst sich leicht nachrechnen (vgl.
Situation im R™). Die Aussage tiber das Volumen folgt sofort aus der
vorigen Proposition. U

Bemerkung. Aus der vorigen Proposition und der Diskussion tiber die
Vollstéandigkeit des metrischen Raumes (M, pg) folgt, dass ein Modell
genau dann vollstandig ist, wenn es unendlichen Radius hat.



KAPITEL 2

Der Laplace-Beltrami-Operator

1. Der Laplace-Beltrami-Operator

In diesem Abschnitt fithren wir das Hauptobjekt dieser Vorlesung, den
Laplace-Beltrami Operator, ein. Zunéchst bendtigen wir noch den Be-
griff der Divergenz eines Vektorfeldes.

Theorem (Existenz und Eigenschaften der Divergenz). Es sei (M, g)
eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir jedes glatte Vektorfeld X €
X(M) existiert eine eindeutige Funktion divX € C*(M), sodass

/M(diVX) pdvolg = — /M<X, Vgp)g dvolg

fiir alle ¢ € C(M).

Beweis. Todo! g
Bemerkung. e Ist X ein glattes Vektorfeld und sind (z*) lokale
Koordinaten, so folgt aus dem Beweis
1 0
divX = — O (det(g;)X*)

det(g;;) Ox*

oxX* 0 /

Man kann div alternativ auch iiber diese Formel definieren,
muss dann aber nachrechnen, dass die Definition unabhéngig
von der Wahl der Karte ist.

e Die Formel

/ (divX)pdvolg = —/ (X, Vg p)gdvolg
M M

gilt auch dann noch, wenn X ein kompakt getragenes glattes
Vektorfeld und ¢ eine beliebige glatte Funktion ist (Ubung).

Definition (Laplace-Beltrami-Operator). Sei (M, g) eine riemannsche
Mannigfaltigkeit. Der Operator

A:=divoVg: C®(M) = C*(M)
heifit Laplace-Beltrami-Operator.
35



36 2. DER LAPLACE-BELTRAMI-OPERATOR

In lokalen Koordinaten (z°) ist der Operator gegeben durch

1 0 0
Af = m% ( det(gij)gkl@f) :

Theorem (Greensche Formel). Es sei (M,g) eine riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Fir f € C®(M) und ¢ € C(M) gilt

| raeyavol, =~ [ (94f. Vyeludvoly = [ (Apgavol,
M M M

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Eigenschaften der Divergenz
und der Beobachtung, dass Vg auch kompakten Trager hat. U

Bemerkung. Fiir die Giiltigkeit der Greenschen Formel ist es wichtig,
dass eine Funktion kompakten Trager hat. Sonst tauchen in der Formel
noch Randterme auf, vgl. die Situation im R™.

Um interessante Beispiele zu erhalten, ist es manchmal notwendig, all-
gemeinere Mafle als volg zu betrachten.

Definition (Gewichtete Mannigfaltigkeit). Ein Tripel (M, g, 1) heifit
gewichtete Mannigfaltigkeit, falls (M, g) eine riemannschen Mannigfal-
tigkeit und p ein Borel-Maf3 auf M ist, fiir welches eine glatte Funktion
T : M — (0,00) existiert, sodass dpu = T dvolg.

Ist (M,g,n) eine gewichtete Mannigfaltigkeit mit du = Y dvolg, so
definiert man die gewichtete Divergenz

div, : X(M) — C*(M)
durch

1
div, X = Tdiv(TX).
Analog definiert man A, := div, o V,, den gewichteten Laplace Ope-
rator. Ersetzt man iiberall volg durch p, so gilt die Greensche Formel
auch fir A,. In lokalen Koordinaten (z*) erhalten wir

10
div, X = ——
v, 0

(pX")

und

10 0
Auf === pg"=—
i D or <pg 5 >

wobei p = T/det(g;;)-
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2. Distributionen

Es ist das Ziel der Vorlesung operatortheoretische Eigenschaften von
A, mithilfe der Geometrie von (M, g) zu untersuchen. Leider haben
der Raum der glatten Funktionen und A, als Abbildung auf glatten
Funktionen schlechte funktionalanalytische Eigenschaften. Deshalb er-
weitern wir A, zunachst auf Distributionen und schrénken ihn spater
auf L?-Funktionen ein.

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir betrachten nun C2°(M) als
Raum von Testfunktionen, statten ihn mit einem entsprechenden Kon-
vergenzbegriff aus und schreiben D(M) statt C°(M) um diese Kon-
vergenz hervorzuheben. Fiir eine Karte (U, ) mit lokalen Koordinaten
(') und einen Multiindex o € NI sei

5;/; = 0o Now:U —R.
Dabei ist wie wie iiblich 9 = 92" --- 92", falls a = (a',..., a").

Definition (Konvergenz in D(M)). Eine Folge (1,) in D(M) konver-
giert gegen ¢ € D(M), falls die folgenden beiden Bedingungen erfiillt
sind:

e Es existiert eine kompakte Menge K C M, sodass supp ¢, C
K fiir alle (grofien) n € N,

e fiir alle Karten (U, ) und alle Multiindizes o konvergiert die
Folge (%) gleichméfig gegen %.
In diesem Falle schreiben wir ¢, K Y.

Bemerkung. e Es gibt eine Vektorraumtopologie, die den oben
definierten Konvergenzbegriff auf auf D(M) induziert. Wenn
M nicht kompakt ist, ist diese allerdings nicht metrisierbar.
Betrachte zum Beispiel M = R und eine Folge von glatten
Funktionen (1), mit ¢, = 1 auf [-n,n] und ¢, = 0 auf
R\[—(n+1),n+1]. Angenommen die Vektorraumtopologie von
D(R) wére von einer Metrik d erzeugt. Da die Skalarenmulti-
plikation auf topologischen Vektorraumen stetig ist, existieren
¢, > 0, sodass

Demzufolge konvergiert die Folge (c,v,) in D(M) gegen 0.
Dies kann aber nicht sein, da die Trager der Funktionen in
keiner festen kompakten Menge enthalten sind. Dies ist ein
Widerspruch.

e Wenn wir von Stetigkeit von Abbildungen auf D(M ) sprechen,
meinen wir immer Folgenstetigkeit.
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Definition (Distribution). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine
Distribution ist eine stetige Abbildung u : D(M) — R. Die Gesamtheit
aller Distributionen bezeichnen wir mit D’(M).

Ist u eine Distribution, so schreiben wir (u, ) fur ihren Wert an der
Stelle ¢. Wir statten D’'(M) mit der schwach-*-Topologie, d.h. der von
den Umgebungen

Vipe(u) :={v e D'(M) | [{u—v,9)| < e}

erzeugten Topologie, aus. Beziiglich dieser Topologie konvergiert eine
Folge von Distributionen (u,) genau dann gegen u € D'(M), falls fiir
alle v € D(M) gilt (uy,, ) — (u, ).

Definition (Trager einer Distribution). Es sei u € D'(M) und O die
grofite offene Teilmenge von M, sodass (u, ) = 0 fiir alle ¢ € D(O).
Die Menge suppu := M \ O heifit Trager von u.

Bemerkung. Es ist noch zu zeigen, dass der Trager wohldefiniert ist
(Ubung).

Erinnerung: Es sei (M, g, i) eine gewichtete Mannigfaltigkeit. Die lo-
kalen LP-Réume sind definiert durch

LY (p):={f € L°n) | flx € LP(u) fiir alle kompakten K C M}.

loc

Eine Folge (f,,) konvergiert in L} (1) gegen f € L} (n), falls fur jede
kompakte Menge K C M gilt

| fulx — flkll, — O fir n — oo.
Wir interpretieren nun die Lebesgue-Réume als Unterrdume von D' (M).

Sei dazu (M, g, 1) eine gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Zu
gegebenem f € Ll (u) definieren wir die Distribution u durch

loc
uf:D(M) =R, ¢ — / fydp.
M
Das néchste Lemma zeigt, dass die zugehorige Abbildung
[H : Llloc(:u) - D/(M)7 f = uy
injektiv ist.
Lemma. Sei f € L} (). Es gilt f =0 genau dann, wenn uy = 0.

Beweis. Mit entsprechender Aussage im R™. Todo! O

Distributionen, die durch Funktionen induziert werden, spielen eine
besondere Rolle und bekommen daher einen eigenen Name.
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Definition (Reguldre Distribution). Es sei (M, g, u) eine gewichtete
riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Distribution u € D'(M) heifit re-
guldr, falls es eine Funktion f € L{ (u) gibt, mit u = uy.

Bemerkung. Da die betrachteten Mafe alle glatte strikt positive Dich-
ten beztiglich volg haben, ist die Regularitat einer Distribution unab-
hangig vom MaB p. Es gilt also I,(Li. (1)) = L/ (Li.(1/')). Die konkrete

Abbildung I, hangt allerdings schon von Maf ab. Gilt u = Tvolg und
i’ = T'volg, so erhalten wir

L(f) = Lo ((Y) 7' f)
fir alle
f € Llloc(u) = Llloc(y’/) = Llloc(V01g)'

Im Folgenden wéahlen wir stets ein festes Referenzmafl und betrachten
Li.. (1) als Teilraum von D’(M). Wir missbrauchen die Notation und

loc

schreiben nur f fiir die Distribution u; = I,,(f).

Es sei 1 < p < co. Aus dem Satz von Lebesgue und den Definitionen
der Topologien ergibt sich leicht, dass die folgenden Einbettungen stetig
sind:

D(M) — LP(u) — LV

e (1) = Lige(p) = D'(M).

Fir spatere Anwendungen benotigen wir noch den Begriff des Tragers
einer Funktion f € Ll _(u). Da f nur fast-iiberall gegeben ist, kann
dieser nicht als Abschluss von {z € M | f(z) > 0} definiert werden.
Stattdessen fassen wir f mithilfe der Einbettung /,, als Distributionen
auf, und definieren supp f := supp [,(f) als Trager der zugehorigen

Distribution. Dieser ist ebenfalls unabhédngig vom Maf} u.

Wir haben die Topologie auf D(M) so gewahlt, dass der (gewichtete)
Laplace-Operator (und iiberhaupt alle anderen geniigend guten Diffe-
rentialoperatoren) stetig sind. Wir definieren

A, D(M) = D' (M), b = (Agu, ) = (u, Ayh).

Aufgrund der Greenschen Formel ist dies eine Erweiterung von A, von
C>(M) auf D'(M).

Es ist auch moglich distributionelle Versionen der partiellen Ableitun-
gen (und allgemeineren Vektorfeldern) einzufithren. Da diese auf D(M)
nicht symmetrisch beziiglich der Paarung (-, -) sind, muss die Definition
entsprechend angepasst werden. Fir eine Karte (U, ¢) mit die zugeho-
rigen Koordinatenfunktionen () definieren wir

10

D; : D(U) = D(U), D) :



40 2. DER LAPLACE-BELTRAMI-OPERATOR

wobei p = T/det(g;;). Ahnlich wie beim Beweis der Existenz der
Divergenz rechnet man leicht nach, dass fur ¢, n € D(U) gilt

0
/a iwnduz—/medu.
v 0T U

Wir definieren nun

0

ox’

Wegen der oben nachgerechneten partiellen Integrationsregel, ist

auf D'(M) eine Fortsetzung von -2 auf D(M) (und sogar von =

auf C*(U)). Da alle Vektorfelder lokal als Linearkombination der -

dargestellt werden konnen, liefert dies auch lokale distributionelle Ver-
sionen beliebiger Vektorfelder.

:D'(U) = DU), Y — (%u,d)) = —(u, D).

9

9z?

Analog zum skalaren Fall konnen auch Vektorwertige Distributionen
eingefiihrt werden. Wir geben hier nur eine kleine Skizze. Der Raum der
Testfunktionen ist in diesem Fall der Raum der glatten Vektorfelder mit
kompaktem Triger. Thn bezeichnen wir mit D(M). Die Konvergenz in
D(M) definiert man mithilfe der Konvergenz in D(M). Wir sagen eine

Folge von Vektorfeldern (w,) in D(M) konvergiert gegen w € D(M),
falls fiir jede Karte (U, ) mit lokalen Koordinaten (z°) die Funktionen
wy(z") : U — R in D(U) gegen w(z?) : U — R konvergieren. In diesem

—

Fall schreiben wir w,, = w. Den stetigen Dualraum zu D(M) bezeichnen

wir mit D'(M), seine Elemente heiBen Vektorwertige Distributionen.
Wie im skalaren Fall statten wir ihn mit der schwach-*-Topologie aus.

Ein Vektorfeld X : M — T'M heifit messbar, falls fir jede Karte (U, ¢)
mit lokalen Koordinaten (z°) die Abbildungen X (z') : U — R Borel-
messbar sind. Sind X, Y messbare Vektorfelder, so ist die Abbildung

M =R, p— g(p)(X,,Y,)

Borel-messbar (Ubung). Mit L°(z1) bezeichnen wir den Quotienten des
Raumes aller messbaren Vektorfelder beziiglich der Aquivalenzrelation

X ~Y <= |X — Y|y = 0 p-fast sicher.
Die zugehorigen Vektorwertigen LP-Réume sind gegeben durch
LP(p) = {X € L°(u) | X g € LP(n)}

und

Lho(p) = {X € L() | | X|g € L, (1)}
Ausgestattet mit der Norm

1 1lp = LP () = 10,00), X = [|X[[p := [[| X]gllp
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ist LP(u) ein Banachraum (Ubung). Wir sagen X, — X in [_:foc(u),
falls |X,, — X|g — 0 in Lj

P (11). Zu gegebenem X € Ll (1) definieren
wir die Distribution

loc

Ux :D(M) - R, w / (X,w)gdpu
M
und identifizieren X mit Ux. Ahnlich wie oben erhalten wir die Injek-
tivitat und die Stetigkeit der Einbettungen
D(M) = LP(n) = Liyo(u) = Lige(n) = D'(M).

loc

Die Operatoren
Vg : D(M) — D(M) und div,, : D(M) — D(M)
sind stetig. Wir definieren ihre distributionellen Varianten durch
Vg : D' (M) = D' (M), w— (Vgu,w) == —(u, div,w)
und
div, : D'(M) — D'(M), ¢ = (div,U,¢) := —(U, Vgib).

Auch diese Operatoren sind stetige Fortsetzungen der entsprechenden
Operatoren auf den Testfunktionen und die Gleichung A, = div, 0oV,
wird auf D'(M) fortgesetzt (Ubung).

3. Sobolev-Riume erster Ordnung

Wir lernen nun einige wichtige Funktionenrdume und ihre Grundlegen-
den Eigenschaften kennen. Dies dient als technische Grundlage fiir die
weiteren Betrachtungen.

Definition (Sobolev-Raume erster Ordnung). Der Funktionenraum
WHM, ) = {f € L*(n) | Vef € L*()}
heifit Sobolev-Raum erster Ordnung. Er ist ausgestattet mit der Norm
9 = [ 19aflan+ [ fan
M M

Den Abschluss von C°(M) in W (M, ;1) bezeichnen wir mit W (M, p).
Der lokale Sobolev-Raum erster Ordnung ist gegeben durch

Wiee(M, 1) == {f € Lice(1e) | Vg f € Lige(M, 1)}

Proposition (Vollsténdigkeit W'). Es sei (M,g, ) eine gewichtete
riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Sobolev-Raum (WY(M, u), | - ||lw1)
ist vollstandig.

Ende 11. Vorlesung
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Beweis. Es sei (f,) eine Cauchyfolge in W (M, ). Da L2(;1) und L*(p)
vollstiandig sind, existieren f € L?*(u) und X € L?(p) mit f, — f in
L*(u) und Vg f, — X in L*(p). Fiir eine Testvektorfeld w € D(M) gilt

(Vof,w) = _T}ngo<fmdivuw> = lim (Vg fn,w) = (X,w).

n—oo

Aus dieser Gleichung erhalten wir X = V,f und damit die Vollstan-
digkeit von W(M, p). O

Bemerkung. e Vollkommen analog kann man Sobolev-Raume
auch beziiglich anderer LP-Rdume einfiihren. In diesem Fall
schreibt man W1P(M, i), und mit obiger Notation gilt

WH2(M, p) = WHM, p).
Fiir unsere Zwecke geniigen die L?-Versionen.

e Auf Mannigfaltigkeiten ist es nicht so leicht global Sobolev-
Réaume hoherer Ordnung einzufithren. Wir werden dies aller-
dings unten fiir offene Teilmengen des R™ tun.

Fiir spater benotigen wir folgende Charakterisierung des lokalen Sobolev-
Raumes.

Lemma. FEs sei (M,g, 1) eine gewichtete riemannsche Mannigfaltig-
keit. Fiir f € L2 (1) sind dquivalent:

loc

(i) f € Wige(M, ).
(ii) Fiir alle Karten (U, ) mit lokalen Koordinaten (z') gilt

0
%f € L1200(Ua M)

In diesem Fall ist Vgf in lokalen Koordinaten (z') gegeben durch

_Of 9
Y et
Vel =97 5 0

Beweis. Ubung. U

Lemma (Produktregel). Es sei (M, g, i) eine gewichtete riemannsche
Mannigfaltigkeit. Firu e W, (M, u) und ¢ € D(M) gilt

Vel(p-u) = oVgu + uVgep.
Beweis. Ubung. O

In der folgenden Proposition bezeichnen wir mit W} (M, ) die Elemen-
te aus W1 (M, 1) mit kompaktem Triger.

Proposition. Es sei (M,g, ) eine gewichtete riemannsche Mannig-
faltigkeit. Es gilt WY(M, ) C WM, p).
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Beweis. Zunéchst zeigen wir die Aussage fiir Funktionen, deren Tréger
in einer Karte enthalten ist. Sei dazu f € W1(M,u) und eine Karte
(U, p) mit supp f C U gegeben. Seien weiterhin (z*) die zugehorigen
lokalen Koordinaten. Wir definieren V' := ¢(U) und die Koordinaten-
darstellung f := fop™':V — R.

Es sei n : R" — [0,00) ein Mollifier, d.h. eine glatte Abbildung mit
suppn C B1(0) und
/ ndr = 1.

ne : R" — [0,00), n.(x) :=¢e~

Fir € > 0 definieren wir

p(ex)

n

und B B

~ f e = f * T,
wobei f durch 0 auf R™\ V fortgesetzt wurde. Die Funktionenfolge ( f;)
hat die folgenden schénen Eigenschaften (Ubung!):

e supp f. C B.(supp f) C V fiir kleine .

o f. € C=(R") fiir alle & > 0.

o .Y Fin L2(R™,\).

o O;f. =X 0,f in L*(R", \).
Diese Aussagen implizieren f. € C2°(V) fiir kleine € und die Konver-
genz f. — fin WYV, \). Wir definieren f. := f.o. Da fiir kleine ¢ der

Trager von f. kompakt und in U enthalten ist, konnen wir f. durch 0
auBerhalb von U glatt auf ganz M fortsetzen und es gilt f. € C°(M).

Man rechnet leicht nach, dass die distributionellen partiellen Ableitung
8‘; auf D'(U) und die distributionellen partiellen Ableitungen 0; auf
D'(V) die Gleichung

o _
o = @) o

erfiillen (das Gleiche gilt fiir f. und fo). Achtung: Hier wird f als Dis-
tribution 7,(f) und f als Distribution I,(f) aufgefasst.

Wegen dieser Identitit, und weil die Dichte von o™t beziiglich \ auf
kompakten Mengen beschrénkt ist, erhalten wir f. — f in L*(M, u)
und % fe— % fin L*(U, p). Aus diesem Resultat und der Darstellung
des distributionellen Gradienten in Koordinaten (s.o.) folgt f. — f in
W1 (M, uu). Dies zeigt die Behauptung fiir Funktionen mit Triger im

Definitionsgebiet einer Karte.

Es sei nun f € W}(M, p) beliebig. Wir wihlen endlich viele Karten
(Ui, ¢;), welche den Tréger von f tiberdecken. Ferner wiahlen wir endlich
viele Funktionen v¢; € C2°(M), mit
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e supp¢; C U,
e 0 < <1,
® > i, ¥ =1 auf supp/,
und definieren f; := 1, f. Aufgrund der Produktregel gilt
Ve(fi) = ViV f + fVgii,
und deshalb f; € WH(M,p). Da f = 3, f; und jedes f; im Definiti-

onsbereich einer Karte getragen ist, folgt die Aussage aus dem bereits
Bewiesenen. U

Proposition (Kettenregel). Es sei (M, g, i) eine gewichtete riemann-
sche Mannigfaltigkeit und C' : R — R glatt, mit

C(0) =0 und C" € Cy(R).
Fir f € WHM, u) gilt Cof € WHM, u) und Vg(Co f) = (C'o f)Vgf.

Beweis. Sei zunichst f € Wi (M, p). Wir wihlen eine Folge (f,) in
C°(M), welche in W1(M, 1) gegen f konvergiert. Ohne Einschréinkung
konnen wir annehmen, dass f,, — f p-fast sicher. Nach der tiblichen
Kettenregel gilt

Vg(c o fn) = (Cl © fn)vgfn-

Da C eine Lipschitz-Funktion ist, konvergiert C o f, in L*(u) gegen
C o f. Ferner folgt nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz

(C"0 fa)Vafa = (C"0 f)Vef in L*(p).
Die Stetigkeit von Vg auf D'(M) und die Stetigkeit der Einbettungen
L*(p) = D'(M) und EQ(M) — ﬁ’(M) liefern
Ve(Co f) = lim V(Co f,) = lm (C" o f,)Vgfu = (C' 0 f)Vyf.

wobei die Konvergenz im Sinne von D' (M) erfolgt. Daraus folgt der
Satz fiir Funktionen in Wy (M, p).

Sei nun f € W (M, 1) beliebig. Sei U C M relativ kompakt und offen
und sei ¢ € C°(M) mit ¢» = 1 auf U. Wegen der Produktregel und
der vorherigen Proposition gilt o f € W(M, ) C Wi (M, u). Aus dem
bisher Gezeigten folgt

Ve(C o (f)) = (C"o () V(¥ f).

Wegen ) = 1 auf U, folgt die gewiinschte Aussage auf U. Da U beliebig
war, beendet dies den Beweis. Il
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4. Dirichlet-Formen und selbstadjungierte Realisierungen

In diesem Abschnitt kommen wir nun (endlich) zu selbstadjungierten
Realisierungen des Laplace-Operators. Deren Eigenschaften sind von
Relevanz in Physik und Stochastik.

Sei (M, g, i) eine gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Mit
L:CE(M) = LA), Lf = —A,f

bezeichnen wir die Einschrénkung von —A, auf D(L) = C*(M).
Nach den Greenschen Formeln ist £ ein symmetrischer Operator. Aus
dem Friedrichsschen Fortsetzungssatz (ein Spezialfall der Formmetho-
de (s.u.)) folgt, dass £ eine selbstadjungierte Erweiterung £ hat. Nach
Abstrakten Prinzipien muss sie £ C L C L* erfiillen. Das folgende
Lemma zeigt, dass £ dann eine Einschrankung des distributionellen
Laplace-Operators sein muss.

Lemma (Adjungierter von £). Es gilt
D(L*) ={f € L*(u) | Auf € L* (1)}

und

Lf = _Auf-

Beweis. Der Definitionsbereich von £* erfiillt nach Definition
D(L") ={f € L*(n) | D(L) = R, ¢ — (f, Ly))s stetig bez. || - [|2}.
Sei f € L*(u) mit A, f € L*(u) gegeben. Nach Definition des distribu-
tionellen Laplace-Operators gilt fir ¢ € D(L) = C°(M)
<f7 £¢>2 = _<f7 Au¢>2 = _<Auf> ¢>2
Somit ist die Abbildung D(L) — R, ¥ — (f, L), stetig beztiglich
| - ||2 und f € D(L*).

Sei nun f € D(L*). Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert ein
g € L*(u), sodass

—(f, Auh)2 = (f, L)2 = (g,9)2 fiir alle o € D(L) = C*(M).
Nach der Definition des distributionellen Laplace-Operators bedeutet
dies aber —A, f = g. Weiterhin folgt die Gleichung £L*f = —A,, f aus
dieser Darstellung. O

Wir erinnern nun zunéichst an den Begriff der Dirichlet-Form und der
assoziierten Objekte.

Definition (Dirichlet-Form). Eine Bilinearform &£ : D(€) x D(€) — R
mit Definitionsbereich D(€) C L?*(u) heiBt Dirichlet-Form, falls die
folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

e D(&) ist dicht in L*(pu).

Ende 12. Vorlesung
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e £ ist abgeschlossen, d.h. D(E) ausgestattet mit dem Form-
skalarprodukt

(f,9)e :=E(f,9) +/ fodu
M
ist vollstandig.

e & besitzt die Kontraktionseigenschaft (ist Markoffsch), d.h. fiir
alle f € D(E) gilt (fA1)V0e D(E) und
E((f A1) VO) <E(S).

Bemerkung. Wir verwenden hier und im Folgenden die Konvention

£(F) = {5(f, f) falls f € D(E),

o0 sonst.

In diesem Sinne gilt D(£) = {f € L*(n) | £(f) < oo}. Die Abbildung
& L*(u) — [0, 00] ist eine quadratische Form, d.h. sie erfiillt
E(f +9) +E(f —g) = 2E(f) + 2 (g) und ENf) = [AE(S)

fir alle f,g € L*(u), A € R. Mittels Polarisierung erhilt man die
Bilinearform auf D(E) zuriick, d.h fiir f,g € D(E) gilt

£(7.0) = 3(E(F +9) ~ E(7 ~ 9)).

Quadratische Formen mit Werten in [0, 00] und Bilinearformen mit
Definitionsbereich sind demnach dquivalente Objekte.

Erinnerung. Zu jeder Dirichlet-Form gehort ein eindeutig bestimmter
nichtnegativer selbstadjungierter Operator L auf L?(u). Sein Definiti-
onsbereich ist gegeben durch

D(L) = {f € D(€) | ex. g € L*(p) mit E(f, h) = (g, h)» fixr h € D(E)}
und auf ihm operiert L mittels

Lf=gy.
Das Spektrum o (L) ist enthalten in [0,00). Die Resolvente aG, :=
a(L+a)™', a > 0, und die mittels des Spektralkalkiils definierte Halb-

gruppe T} := et t > 0, sind Markoffsche Operatoren. Dies bedeutet,
dass fir f € L*(p) mit 0 < f <1 gilt

0<aG,f<1lund 0<T,f <1.

Eine Konsequenz aus der Markoff-Eigenschaft ist, dass die Resolvente
und die Halbgruppe auf allen LP-Radumen als Kontraktionen operieren.
Fir 1 <p<oound f € LP(u) N L*(p) gilt ndmlich

laGaflly < 11l wnd [ Tefllp < [1f]lp

Demnach lassen sich die Resolvente und die Halbgruppe zu Kontrak-
tionen auf LP(u) fir 1 < p < oo fortsetzen. Fiir eine Fortsetzung auf
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L>(p) nutzt man monotone Grenzwerte (oder Dualitét). Fiir nichtne-
gative f € L>(u), wahlt man eine Folge (f,) in L*(u)y, mit f,, 7 f
p-fast sicher, und definiert

T, f = lim T; f, und aG,f = lim aG,f,.
n—o0 n—o0

Aufgrund der Markoff-Eigenschaft existiert dieser Grenzwert (punkt-
weise p-fast tiberall) und ist unabhéngig von der gewéhlten Folge. Fir
beliebiges f € L>(u) setzt man dann

Ef = irtf-I— - Ef— und aGaf = aGaf—i— - aGaf—'
Im Folgenden schreiben wir (G,) fiir die Resolvente und (73) fur die
Halbgruppe auf allen LP-Raumen.

Fir 1 < p < oo sind sowohl Halbgruppe als auch Resolvente stark
stetig auf LP(m), d.h. es gilt

Jim [Tif — flly =0 und Jim flaGf — fll, = 0.

Fiir p = oo sind sie nur schwach-*-stetig, d.h. fur alle f € L*(m) und
g € L'(m) gilt
Jim (Tif — f,9) =0 und lim (Gof — f,9) = 0.

Ist p = 2, so folgen diese Aussagen unmittelbar aus dem Spektralsatz,

der allgemeinere Fall kann mittels Interpolation bewiesen werden.

Dirichlet-Formen (und allgemeiner abgeschlossene Formen) sind unter-
halbstetig, d.h. f, — f in L?(u) impliziert

E(f) < liminf&(f,).

Tatséchlich ist Unterhalbstetigkeit eine Charakterisierung von Abge-
schlossenheit (Ubung*).

Es sei (M,g, 1) eine gewichtete Mannigfaltigkeit. Die quadratischen
Formen £P) und W) definieren wir wie folgt. Der Definitionsbereich
von EM) ist D(EW)) := W(M, p), auf welchem es durch

£M (. g) = /M (Ve Vag)e i

operiert und die Form £ ist die Einschrankung von €™ auf den
Definitionsbereich D(E(P)) := W} (M, p).

Theorem. Die quadratischen Formen EP) und EN) sind Dirichlet-
Formen. Ihre assoziierten Operatoren L'P) und LO) erfillen

L£C LW LW C e
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Beweis. Die Abgeschlossenheit von £) und £®) folgen aus der Voll-
standigkeit von W*(M, 1). Um die Kontraktionseigenschaft nachzuwei-
sen, wahlen wir eine Folge von glatten Funktionen C, : R — R, mit
Cyn(z) = x fir z € [0,1], [|[Cl]lo < 1 und =1/n < C, < 14 1/n.
Sie konvergieren Punktweise gegen die Lipschitz-Funktion C': R — R,
C(x) = (x A1) V0. Ferner gilt fir f € L?(u), dass C,o f — Co f
in L?(u). Die Unterhalbstetigkeit von £€®) und die Kettenregel auf
WM, p) zeigt

EN(Cof) < hminf/ Gl o fPPVefladu < EXN(f),
n—oo M

fir alle f € WY(M, p). Dies beweist die Kontraktionseigenschaft fiir
EW) Um die Kontraktionseigenschaft fiir £P) nachzuweisen, miissen
wir noch zeigen, dass C o f € Wi (M,p), falls f € Wg(M,p). Sei
dazu f € W}(M, p) und eine Folge (f,) in C>®(M), mit f, — f in
WM, i) gegeben. Offensichtlich gilt C, o f,, € C°(M) C Wi (M, p).
Die Kettenregel und die Unterhalbstetigkeit von £P) liefern

EPN(Co f) < liminfliminf £P)(C,, o f,,)

n—oo m—r0o0

< liminf EP)(f,)

n—oo

= £™)(f).

Wir zeigen nun die Aussage iiber die assoziierten Operatoren. Sei dazu
L € {LP) LM} und sei £ die zu L gehorige Dirichletform. Fiir alle
f € CX(M) und alle h € D(E) gilt nach der Definition von Vg auf
D'(M), dass

(=Auf k)2 = —(h,div, 0 Vg f) = (Vgh,Vgf) =E(f h).

Aufgrund des Zusammenhanges von L und & folgt f € D(L) und Lf =
—A, f. Die Aussage tiber die Inklusion im dualen Operator wurde oben
schon bewiesen. O

Bemerkung. e Beim Beweis der Kontraktionseigenschaft von
£D) konnten wir die Kettenregel erst dann verwenden, nach-
dem wir uns davon iiberzeugt hatten, dass C), o f,, zum De-
finitionsbereich von £() gehéren. AuBerhalb vom Definitions-
bereich stimmt £P)(f) namlich nicht mit dem Integral

/ |ng|§du
M

iiberein, sondern nimmt einfach den Wert oo an.

e Die Superskripte N und D stehen fiir Neumann- und Dirichlet-
Randbedingungen. Ist namlich M = (a,b) ein offenes Inter-
vall, versehen mit der euklidischen Metrik und dem Lebesgue-
Ma8, so gilt (Ubung) W'((a,b)) € C(la,b]) (jede Funktion
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in W((a,b)) hat einen stetigen Reprisentanten, welcher sich
stetig in die Randpunkte fortsetzen lasst),

DEM) = {f € L*((a,b)) | /" € L*((a, b))}
und
DEP) ={f € D(EM)| f(a) = f(b) = 0}.

Die assoziierten selbstadjungierten Operatoren sind einschrén-
ken von f — —f” und erfiillen

D(L™)) = {f € L*((a,b)) | f" € L*((a,b)) und f(a) = f(b) = 0}

und

D(L™) = {f € L*((a,b)) | f" € L*((a,b)) und f'(a) = f'(b) = 0}.
Analoges gilt auch auf offenen Teilmengen €2 C R", deren to-
pologischer Rand 02 gentigend glatt ist. Allerdings ist dann
das bilden der Randwerte einer Funktion f € W*'(Q) nicht
mehr so einfach.

e Im Allgemeinen ist nicht klar, ob £ und W) verschieden
sind. Wir haben oben an Beispielen gesehen, dass sich bei-
de Formen dann unterscheiden, wenn M einen “Rand” hat.
Tatséchlich ist es so, dass die Abwesenheit eines “Randes”
zu EP) = W) fighrt. Unten untersuchen wir dieses Phéno-
men fiir vollstandige Mannigfaltigkeiten, wobei Vollstandigkeit
als starke Abwesenheit jeglicher “Rander” verstanden werden
kann.

e Fir R € {D,N} existiert ein (eindeutiger) Markoff-Prozess

(BM) auf M U {oc}, mit der Eigenschaft, dass fiir alle mess-
baren A C M, alle t > 0 und p-fast alle x € M gilt

P(B € A| B = 2) = e 1,(x).

Der Prozess (Bt(D)) heit minimale brownsche Bewegung und
der Prozess (Bt(N)) heifit reflektierte brownsche Bewegung.

Wir untersuchen nun Eigenschaften von £P) W) und £, wobei wir
besonderen Wert auf den Einfluss der Geometrie der Mannigfaltigkeit
legen. Konkret beschéaftigen wir uns mit den folgenden Fragen.

e Hat £ mehr als eine selbstadjungierte Fortsetzung bzw. wann
gilt L(P) = L(N)?

e Wo liegt das Spektrum von L) bzw. L) und welche Art hat
es?

o Ist £P) stochastisch vollstindig, d.h. gilt e£“”1 =1 (bleibt
(Bt(D)) fur alle Zeiten auf M)?

Zeichnung
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e Ist &) rekurrent oder transient (kehrt (Bt(D)) unendlich oft
in jede beschriankte offene Teilmenge zuriick oder nicht)?

5. Lokale Regularitatstheorie

Dieses Kapitel behandelt lokale Glattheitsaussagen schwacher Losun-
gen zu linearen Differentialgleichungen der Form

Pu=f

auf einer Mannigfaltigkeit. Dabei ist P entweder der (gewichtete) distri-
butionelle Laplace-Beltrami-Operator oder der Warmeoperator (s.u).
Wir zeigen (bzw. skizzieren), dass gewisse schwache Losungen zu gu-
ten rechten Seiten bereits starke Glattheitseigenschaften haben.

Theorem (A, ist hypoelliptisch auf L (u)). Es sei (M,g,p) eine

gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit und o € R. Ist f € C*°(M)
und u € L2 (p) mit

loc

Ayu+ou = f,
so gilt w € C*°(M) (genauer: u hat eine glatte Version).

Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir ein paar klassische Resul-
tate iiber Sobolev-Raume im R".

Im folgenden ist € stets eine offene Teilmenge des R™ ausgestattet mit
dem Lebesgue-MaBl. Mit 0; bezeichnen wir die distributionellen parti-
ellen Ableitungen auf 2 und mit 0“ deren Hintereinanderausfithrung
beziiglich eines Multiindex «. Der lokale Sobolev-Raume k-ter Ordnung
ist definiert durch

WE(Q):={f € L}.(Q) ]| 0°f € L}.(Q) fiir alle o mit |a] < k}.

loc
Der folgende Satz behandelt Glattheitseigenschaften von Funktionen
in lokalen Sobolev-Réumen, siche [2, Theorem 6.1].

Proposition (Sobolevscher Einbettungssatz). Es sei ) eine offene
Teilmenge des R™. Fiir

n
k> —
m+2

gilt WE () € C™(Q) (genauer: jede Funktion aus W (Q) hat eine
Version in C™(S2)).

Bemerkung. e Der Sobolevsche Einbettungssatz sagt, dass die
Glattheit einer Funktion aus der Existenz (in L) geniigend
vieler schwacher Ableitungen folgt.
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e Tatséchlich gibt der Sobolevsche Einbettungssatz auch noch
Abschatzungen fiir die Normen der Funktionen in den ent-
sprechenden Funktionenrdaumen. Wir bendtigen jedoch nur die
Glattheitsaussage.

Fir 1 < 4,57 < nsei a¥ € C®(Q). Die Matrixwertige Funktion (a%)
heifit elliptisch, falls sie symmetrisch in 4, j ist und es zu jedem Punkt
x € Q eine Konstante ¢(z) > 0 gibt, mit

a” (2)&:&; > c(z)|€)? fiir alle £ € R™.

Ein einfaches Beispiel ist a” (z) = §”. In diesem Fall kann ¢ = 1 gewéhlt
werden. Zu einer gegebenen glatten elliptischen Matrixfunktion (a%)
assozileren wir den elliptischen Operator A : D'(2) — D'(§2) durch

(Au, p) = (u, 0;(a"9;p)).
Nach Definition der distributionellen partiellen Ableitungen gilt also
Au = 9;(a" 0ju).
Der folgende Satz ist enthalten in [2, Theorem 6.9].
Proposition (Gardings Satz). Fs sei A ein elliptischer Operator wie
oben. Fiir alle u € L2 () mit Au € W(Q) gilt u € W™H2(Q).

loc

Bemerkung. e Gardings Satz ist auch als Gardings Ungleichung
bekannt, da er eigentlich explizite Abschédtzungen fir die ent-
sprechenden (lokalen) Normen liefert. Auch hier reicht uns
aber die Glattheitsaussage.

e Wir skizzieren hier kurz die Aussage des Satzes fiir m = 0. Es
gilt u € W2.(Q) genau dann, wenn fiir jede Kompakte Menge

K CQ gilt
Z/ 0%u|? dX < oo.
K

o <2

Esist uw € L (Q) mit Au € L () = W2 () genau dann,

loc loc

wenn fiir jede Kompakte Menge K C € gilt

n 2
u2d>\—i—/ 0;(a0;u
/K| | |3 oo

d\ < oo.
ij=1
Als Folgerung aus beiden Sétzen erhalten wir das folgende Hauptlemma
fir den Beweis der Hypoelliptizitat von A,,.

Lemma. Es sei A ein elliptischer Operator und b : Q — (0,00) eine
glatte Funktion. Ist u € L2 (Q) und (bA)*u € L% (Q) fir alle k € N,
so gilt u € C*(Q).

Unterschiede
diskutieren
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Beweis. Wir beweisen u € W2¥(Q) fiir alle & € N, was mit dem Sobo-

loc

levschen Einbettungssatz u € C*°(9) liefert.

Wir benutzen folgende Beobachtung, welche aus der Produktregel folgt:
Fiir alle k € N, p € C*(Q) und u € W (Q) gilt pu € WF (Q).

Sei nun k € N beliebig. Nach Voraussetzung gilt (bA)*u € L2 (). Da
b glatt und strikt positiv ist, erhalten wir

ABAY e L2 (Q).

Aus Gérdings Satz folgt (bA)*1u € W2.(). Da b glatt und strikt
positiv ist, gilt mit der Beobachtung von oben angewendet auf p = b1,
dass

ADA 2y € W2 ().
Eine erneute Anwendung von Gardings Satz liefert (bA)*=2 € W ().
Die Iteration dieses Arguments zeigt schliefflich u € W2k(€). O

loc

Beweis. A, ist hypoelliptisch auf L (u): Es seien f € C*(M) und
u e Lloc(:u) mit

Ayu+au=f
gegeben.

Sei (U, ¢) eine Karte mit lokalen Koordinatenfunktionen (z*). In diesen
gilt die folgende distributionelle Gleichung fiir die Einschrankung von

u auf U: 5 5
1
A/—Lu paxl <pg ax] ) 9

wobei p = Ty/det(g;;) (Ubung).
Wir setzen p := po¢™, gV := gV o und % = vwo ¢l Sei A
der elliptische Operator zur glatten elliptischen Matrixfunktion (pg®).

Wir haben bereits beim Beweis der Aussage W!(M,u) C Wi (M, )
beobachtet, dass

1

a%u = (Qju) o ¢
im Sinne von L -Funktionen, aufgefasst als Distributionen. Es folgt
also

(A) o p = pAu.
Wir beweisen nun 4 € L2 _(p(U)) und (p~tA)*u € L (p(U)) fiir alle
k € N, was nach dem vorigen Lemma die gewiinschte Aussage liefert.

Die Aussage tiber u folgt aus u € L (n) und der Gleichung

[l du= [ japar
14 (V)

welche fiir alle messbaren V' C U gilt. Die Aussage iiber (ptA)*u
beweisen wir mittels Induktion. Aufgrund der Gleichung (p~*Ati)op =
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A,u und der Formel fiir die L?-Normen, geniigt es (A, )*u € L2 (U, p)
fiir alle k € N zu zeigen.

Fir k = 1 folgt die Aussage aus der Gleichung
Ayu=f—ou,

und den Eigenschaften von v und f. Ist (A,)*u € L2 (U, 1), so erhalten
wir

(Au)k+1u = (Au)k(f —au) = (Au)kf - O‘(Au)ku e Lj (U, ).

loc

Dies beendet den Beweis. O

Wir diskutieren nun ahnliche Aussagen fiir den Wérmeoperator. Da-
bei verzichten wir vollstandig auf Beweise und verweisen auf [2, Kapi-
tel 6.4 und Kapitel 7.1]. Es sei (M, g, u) eine gewichtete riemannsche
Mannigfaltigkeit. Fiir 7 € (0,00] sei N := (0,7) x M das riemann-
sche Produkt ausgestattet mit dem Produktmafl v := A ® u, wobei
A das Lebesgue-Mafl ist. Auf D'(N) definieren wir die Zeitableitung
0y : D'(N) — D'(N) durch

(Oru, ) = = (u, 0ip),

wobei 0; auf D(V) die iibliche Ableitung nach der ersten Koordinate ist.
Der gewichtete Laplace-Operator A, operiert auch auf D'(N) mittels

<A,uua 90> = <u7 Au90>a
wobei fiir ¢ € D(N) die Funktion A, gegeben ist durch

(Aup)(a,1) = (Aup(t, ) ().

Kurz gesagt operiert A, nur auf der Raum-Komponente und 0, nur auf
der Zeit-Komponente. Der Operator P := 0, — A, heifit Warmeopera-
tor.

Definition (Losungen zur Warmeleitungsgleichung). Es sei (M, g, i)
eine gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit, T € (0, 00}, N = (0,7T) x
M und f € L (u). Eine Funktion u € C*°(N) heiit Lisung zur Wir-

meleitungsgleichung (auf (0,T)) mit Anfangswert f, falls
Ou—Ayu=Pu=0

und
u(t,-) — fin Li (u), fiir t — 0+ .

Bemerkung. Ist f die Dichte einer Warmeverteilung auf M und u
eine Losung der Warmeleitungsgleichung mit Anfangswert f, so ist
u(t, -) die Dichte der Wéarmeverteilung auf M zur Zeit t. Diese Losungen
sind im Allgemeinen nicht eindeutig. Wir lernen spéter geometrische
Kriterien kennen, die die Eindeutigkeit sicherstellen.
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Der Wérmeoperator ist in lokalen Koordinaten nicht elliptisch, deshalb
ist die Regularitdatstheorie von oben nicht direkt auf ihn anwendbar.
Trotzdem gilt folgender Satz, siche [2, Theorem 7.4].

Theorem (Hypoelliptizitit von P). Es sei (M,g, 1) eine gewichtete
riemannsche Mannigfaltigkeit, T € (0,00] und N := (0,T) x M. Gilt
uw e D'(N) und Ou — Ayu € C2(N), so folgt we C°(N).

Das vorherige Theorem zeigt, dass distributionelle Losungen zur War-
meleitungsgleichung automatisch Losungen im klassischen Sinne sind.
Ein gutes Hilfsmittel um distributionelle und damit klassische Losun-
gen zur Warmeleitungsgleichung zu erhalten, sind die Halbgruppen der
oben definierten Dirichlet-Formen.

Theorem (Losungen zur Warmeleitungsgleichung). Es sei (M, g, i)
eine gewichtete Mannigfaltigkeit, R € {N, D} und (Tt(R)) die zur Di-
richletform £ gehirige Halbgruppe. Sei weiterhin 1 < p < oo und
f € LP(u). Es gibt eine eindeutige Funktion v € C*((0,00) x M),
sodass fur alle t > 0

u(t,) =T f in LP(p).

Diese Funktion ist eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung mit An-
fangswert f.

Beweis. Wie oben setzen wir N = (0,00) x M und v = A ® p. Wir
beweisen die Aussage zunéchst fiir f € L?(u), die allgemeinere Version
folgt dann durch ein Approximationsargument.

Sei also f € L2(u) und @ : (0,00) — L2(p), @(t) := T f. Wegen
des Zusammenhangs der Halbgruppe und des zur Dirichlet-Form &%)
assoziierten Operators, folgt

(0, + LW)a = 0,
wobei fiir s > 0 die Zeitableitung definiert ist durch

(0y1)(s) = lim A= (a(s + h) — a(s)) in L2(p).

h—0

Wegen der Stetigkeit und der Separabilitét von L?(u) gibt es eine mess-
bare Funktion u : (0,00) x M — R, mit u € L{. (N, v), sodass

loc

u(t, ) = a(t) fur A-fast alle t > 0 (s.u.).
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Fir ¢ € D(N) liefern die tblichen Integralsétze
o) = [ [ uls,2)(@00)(s.2) N(s) du)
M JO
—tim [ [ s )l her) = el ) dAG) di(a)
M JO

= }lg% ht /M /Ooo(u(s — h,x) —u(s,x))e(s, z) dA(s) du(x)
~ lim ™" / N /M (s — h)(x) — i(s) (@) (s, 2) dux) dA(s)

B /OOO lim =1 (@(s — h) = a(s), (s, )2 dA(s)

— /OOO<L(R)11(5), (s, )2 dA(s).

Wir haben oben gesehen, dass L") eine Einschrinkung von —A,, ist.
Daher gilt L®a(s) = —A,a(s). Da i(s) = u(s,) fiir fast alle s > 0,
folgt aus dieser Rechnung

(Ou, ) = —(u, ) = (Auu, ).

Demnach ist u eine distributionelle Losung zur Warmeleitungsglei-
chung, hat also eine glatte Modifikation, welche wir ebenfalls mit
bezeichnen. Die Modifikation erfillt u(t, -) = u(t) allerdings nur fiir \-
fast alle ¢ > 0. Dass diese Gleichung trotzdem fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt
aus den Stetigkeitseigenschaften von u und . Die Aussage tiber den
Anfangswert folgt ebenfalls aus der starken Stetigkeit der Halbgruppe,
welche sogar

u(t, ) = a(t) — f fir t — 0+ in L?(p)
impliziert.
Sei nun 1 < p < oo und f € LP(u). Ohne Einschrankung nehmen wir

an, dass f > 0. Sei (f,,) eine Folge in L?(u),, mit f, 7 f u-fast sicher.
Aus der Definition der Halbgruppe auf L? folgt

Tt(R) f = lim Tt(R) fn p-fast sicher.
n—oo

Aufgrund der Positivitatserhaltung der Halbgruppe ist (Tt(R) fn) mono-

ton wachsend und durch Tt(R) f beschrankt (hier ist die Monotonie und
Beschranktheit im LP-Sinne gemeint).

Aus dem oben bereits Bewiesenen folgt, dass es u,, € C*°(N) gibt, mit
up(t, ) = Tt(R) fn fur alle £ > 0 und n € N, welche die Warmeleitungs-

gleichung 16sen. Aufgrund der Eigenschaften von (Tt(R) fn) in LP sind
die glatten Funktionen wu,, positiv und punktweise monoton in n. Wir

Ende 15. Vorlesung
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definieren

u: (0,00) x M — [0, 00|, u(t,x) := lim u,(t,z).

n—o0

Als Grenzwert messbarer Funktionen ist 4 messbar und erfullt
u(t,-) = T f in LP(p) fir alle t > 0.

Wir zeigen nun u € L} .(N,v). Sei dazu 0 < a < b, U C M offen
und relativ kompakt, und L = (a,b) x U. Es gentigt zu zeigen, dass
1ru € LY(v). Fir 1 < p < oo liefert die Holder-Ungleichung

//|ug;t|du ) dA(t (//|uxt|pd,u z) dA(t )) py(L)l/g

wobei ¢ der zu p duale Exponent ist. Da v(L) = (b — a)u(U) < oo und
[ tuteo dute) = [ 1105w 111 < o,

erhalten wir u € L] (). Der Fall p = oo lisst sich dhnlich behandeln.

Der Satz iiber dominierte Konvergenz zeigt, dass u,, — u in L} (N, v).
Ferner sind die distributionelle Ableitung 0; und der distributionelle
Operator A, stetig auf D'(N). Fir ¢ € D(N) erhalten wir

(O, p) = T (Dyun, ) = T (Ayun, 9) = (A, @)

Demnach ist u eine distributionelle Losung zur Warmeleitungsglei-
chung und hat einen glatten Reprasentanten, den wir ebenfalls mit
u bezeichnen. Wieder gilt die Gleichung

u(t,) =TV f in LP()

zunachst nur fir A-fast alle t > 0. Wle oben implizieren die Stetigkeits-

eigenschaften von u und von t — T f die gewtinschte Gleichheit fiir
alle t > 0.

Die Aussage iiber die Anfangswerte von u folgt nun aus der starken,
bzw. der schwach-*-Stetigkeit, von ¢ Tt(R) f. O

Bemerkung. e Der Beweis des Satzes zeigt, dass man mithilfe
der Theorie der Dirichlet-Formen (und damit Funktionalana-
lysis) gut distributionelle (schwache) Losungen erzeugen kann.
Um starke Losungen zu erhalten, muss man zusatzlich lokale
Regularitatstheorie bemiihen.

e Die einzige technische Schwierigkeit im Beweis war sicherzu-
stellen, dass es eine beziiglich der Produkt-o-Algebra messbare
Version von (t,x) — Tt(R) f(z) gibt. Das Problem hierbei liegt
daran, dass Tt(R) f(z) nur fir fast alle z definiert und die In-
dexmenge (0, 00) tiberabzahlbar ist. Die Details erklaren wir
im folgenden Lemma.
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Im Beweis oben haben wir das folgende technische Lemma aus der
MafBtheorie verwendet.

Lemma. Fs sei (M,g, 1) eine gewichtete riemannsche Mannigfaltig-
keit, T € (0,00] und @ : (0,T) — L*(u) stetig. Es existiert eine mess-
bare Funktion u : (0,T) x M — R, mit u(t, ) = a(t) in L*(p) fiir \-fast
alle 0 <t < T und es gilt u € LIOC(N V).

Beweis. Da die Borel-o-Algebra von M abzédhlbar erzeugt ist, ist der
Raum L?(p)-separabel. Es sei {fi, | & € N} eine abzihlbare Ortho-
gonalbasis von L?*(p). Ferner seien I,, C (0,7) aufsteigende kompakte
Intervalle, mit J,, I, = (0,T). Fiir k,n € N sind die Abbildungen

Ink - (OvT) X M — Rv (I?t) = <a(t)7fk>lln(t)fk(x)
als Produkt messbarer Funktionen messbar. Wir betrachten

l
Upl = E 9n,k-
k=1

Aufgrund der Parsevalschen Gleichung in L?(p) und der Stetigkeit von
u, erfiillen diese

/OT/M!un,deud)\g/OTH ()1, (t)||> dA(t) < oo,

gleichmaflig in [. Deshalb existiert der Grenzwert w,, := lim;_, u,
in L?((0,T) x M,v). Fir n > m unterscheiden sich w, und wu,, nur
auf I, \ I, (es gilt un, = u,ly, «n), weswegen der Grenzwert u :=
lim,, o0 uy, in L ((0,T) x M, v) existiert und uly, xyr = u, erfiillt. Mit
der Parsevalschen Identitdat und den Eigenschaften von u folgt

[t = a0l o = lim [ ute,) - aolF axe)

= lim [ [lun(t,) = a(t)[* dA(?)
n— o0 I’n

= lim lim [ |Junu(t,-) — ()| dA(t)

n—o00 [—o00 I
n

= lim lim/ [(@(t), fr)a|? AA(E).
n—00 l—00 I, k;l
Die Stetigkeit von u impliziert

sup Z (@ 2 < sup |%(t) |5 < oo fiir alle I € N.
teITLk l+1

Deshalb liefert der Satz von Lebesgue

lim £), fi)al? dA(t) =0,

=00
In k: l+1
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und die Aussage u(t,-) = a(t) fir fast alle ¢ ist bewiesen.



KAPITEL 3

Der Satz von Rademacher und wesentliche
Selbstadjungiertheit

In diesem Kapitel lernen wir ein Kriterium kennen, welches sicher stellt,
dass LP) und L™ (und alle anderen selbstadjungierten Erweiterungen
von L) iibereinstimmen. Als technisches Hilfsmittel benttigen wir den
Satz von Rademacher. Er charakterisiert Lipschitz-Funktionen durch
die Beschranktheit des distributionellen Gradienten.

Es sei (M, g) eine Mannigfaltigkeit und p die zugehorige geodétische
Metrik. Eine Funktion f : M — R heiflt Lipschitz - Funktion mit
Lipschitz - Konstante K, falls

|f(z) — f(y)| < Kp(z,y) fir alle z,y € M.

Die Menge aller Lipschitz-Funktionen beziiglich p bezeichnen wir mit
Lip(M). Die Lipschitz-Halbnorm (die kleinste Lipschitz-Konstante) ei-
ner Funktion f € Lip(M) ist definiert durch
flx) = fly
e s L@ =7
z,yeM, x#y p(l', y)

Zum Aufwirmen zeigen wir, dass glatte Funktionen mit beschranktem
Gradient Lipschitz-Funktionen sind.

Proposition. Es sei (M, g) eine zusammenhdngende riemannsche Man-
nigfaltigkeit und f € C°(M) mit |Vgflg € C°(M). Dann gilt f €
Lip(M) und

Il < sup Vil

Beweis. Es sei

C :=sup|Vgfle.
M

Zu x,y € M wiahlen wir eine Kurve v : [a,b] — M, mit y(a) = z und
7(b) = y. Nach dem HDI und der Definition von Vg gilt

f@) = 1) = [ Gremir= [ g@)d= [ (Tefihedr

weswegen

b b
@) — )] < / Veflslilsdr < C / $lgdA = CL(7).

59
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Da p(x,y) das Infimum tiber die Langen aller solcher Kurven ist, folgt
die gewiinschte Aussage. U

Der Satz von Rademacher liefert eine Umkehrung von dieser Proposi-
tion fiir allgemeine Lipschitz-Funktionen. Dabei kann die Differenzier-
barkeit nur im schwachen Sinne gewahrleistet werden, da Lipschitz-
Funktionen im Allgemeinen nicht differenzierbar sein miissen (betrach-
tezB. f:R =R, f(x) = |z|).

Theorem (Satz von Rademacher). Es sei (M, g, 1) eine gewichtete rie-

mannsche n-Mannigfaltigkeit. Fir alle f € Lip(M) gilt Vgf € E“(u)
und

IVeflloo < vrllflluip-

Bemerkung. In der Abschétzung ist v/n nicht die optimale Konstante,
die optimale Konstante ist 1. Fiir unsere Zwecke reicht aber diese etwas
schwéachere Aussage.

Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir zwei Hilfsaussagen. Wie oben
bezeichnen wir mit 0; die distributionellen partiellen Ableitungen im
R"™ und statten offene Teilmengen von R"™ mit dem Lebesgue-Maf} aus.

Lemma. Sei 2 C R" offen und f : Q) — R eine K-Lipschilz- Funktion
beziiglich der euklidischen Metrik. Fir i = 1,...,n gilt 0;f € L>(Q)
und

Z(@J)Q < nK? \-fast diberall.

=1

Beweis. Esseit € C2°(2) und e; € R™ der i-te Einheitsvektor. Mithilfe
der tiblichen Integralsatze berechnen wir

(o) = [ fowax
- / FOub
/f )l B (@ + he) — () dA(2)
—tim ! [ )i+ he) ~ o) o)

h—0

—lim A / (F(x — he) — F(2))b(x) dA(@).

h—0

Aus der K-Lipschitz-Stetigkeit von f folgt
[(0if, )| = [(f, 00)| < K[|,
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weswegen sich (9;f, ) zu einem stetigen Funktional auf L*(€2) fortset-
zen lisst. Der Dualraum von L'(Q) ist isomorph zu L>(€2) und der
Isomorphismus ist gegeben durch L>(Q2) — LY(Q), h — L, mit

L) = [ hwax

Deshalb existiert h € L*>(€2) mit

(Oif 1)) = /Q hp ) fir alle ¥ € C(9).

Dies bedeutet aber gerade 9;f = h im Sinne von Distributionen und
|0; f| < K. Das Summieren dieser Ungleichung beendet den Beweis. [J

Lemma. Fs sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Fur jedes
p € M existiert eine Karte (U, p) mit lokalen Koordinaten (x'), sodass

pe U und
1 fallsi=j,
(p) = 6 =
9 (p) = 0 {o falls i # j.

Beweis. Bevor wir das Lemma beweisen, erinnern wir an das Transfor-
mationsverhalten der riemannschen Metrik beim Koordinatenwechsel.
Es seien (U, ¢) bzw. (V,4) Karten mit lokalen Koordinatenfunktionen
(z%) bzw. (y’). Ferner sei J(q) € Lin(R") die lineare Abbildung, die von
der Matrix !
k Y
Ji(q) = D (),
wobei k der Zeilenindex und ¢ der Spaltenindex ist, beziiglich den Stan-
dardkoordinaten induziert wird. Weiterhin bezeichnen wir mit g% bzw.
g¥ die Koordinatendarstellungen der Metrik beziiglich der Karten ¢
bzw. ¢). Wir haben oben gesehen, dass

g7 =J g% J.

Mithilfe dieser Formel konnen wir nun den Beweis fihren.

Sei (U, ¢) eine beliebige Karte mit p € U. Da (g¥) positiv definit ist,
folgt aus dem Tragheitssatz von Silvester (aus der linearen Algebra),
dass es eine invertierbare Matrix A gibt, sodass

ATg?(p)A = 1d.

Wir definieren ¢ : U — R" 9(x) = A lp(x). Fiir diese Wahl der
Karten gilt J(q) = A™! fiir alle ¢ € U, da

?)Zi (@) = 0i( o 0™ (9(q) = 0(ATH () = (A7)}

Wegen der Erinnerung oben folgt
(A " (DA™ = g°(p),
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Zeichnung
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also
9¥(p) = ATg*(p)A =1d.
Dies beendet den Beweis. O

Beweis. Satz von Rademacher: Aus dem vorigen Lemma und der Ste-
tigkeit der Metrik folgt, dass es zu jedem p € M und D > 1 eine Karte
(U, ¢) mit lokalen Koordinatenfunktionen (z*) und p € U gibt, sodass
firalle x € U, £ € T,M und n € T, M* gilt

gi()€'¢’ < D*((€')* + ... + (&)%)
und
g7 (x)nim; < D*((m)* + .- + ()",
Durch weiteres verkleinern von U kénnen wir erreichen, dass ¢(U) eine

Kugel mit Mittelpunkt ¢(p) ist. Insbesondere gehort fir alle x,y € U
die gerade zwischen ¢(z) und ¢(y) zu U, weswegen

p(z,y) < Dlp(x) — oY)l

(Vergleiche den Beweis der Aquivalenz der Topologien von M und der
von p erzeugten Topologie).

Sei nun f : M — R eine Lipschitz-Funktion mit Lipschitz-Konstante
K, D > 1 und (U, ) eine Karte wie oben. Wir setzen f := fo ¢~ L
Fir z,5 € p(U) gilt

[f(z) = f(@)| < Kp(e™(2),¢7'(¥)) < DE|z - 7],

also ist f eine DK-Lipschitz-Funktion auf ¢(U). Aus dem Lemma tiber
Lipschitz-Funktionen im R" folgt nun 0;f € L*>(¢(U)) und

Z(@J)Q < nD?K?* Mfast iiberall auf o(U).

i=1

Die Identitét (9;f) o ¢ = 2% f (s.0.) impliziert

n 2
> (; f) < nD*K? pi-fast tiberall auf U.
xl

i=1
Wegen -2 f € L2 (U) fiir alle i erhalten wir Vgf € L2 (U) und

Ozt loc loc
Lof 0
Vef =g D 8xi(s'0>'

Daraus und aus der Wahl der Karte folgt

L Of Of /0 )\
Veflz = 9" —<DQZ(@f) <nD’*D*K*

Ozt 0z — :
=1

p-fast iiberall auf U. Da M von abzahlbar vielen solchen Karten iiber-
deckt wird, erhalten wir schliellich

IVeflle < VnD*K.
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Weil D > 1 beliebig war, folgt die gewiinschte Aussage. O

Eine fiir uns sehr wichtige Folgerung aus dem Satz von Rademacher
ist die folgende Aussage tiber Lipschitz-Funktionen mit kompaktem
Trager, deren Gesamtheit wir mit Lip,(M) bezeichnen.

Proposition. Es sei (M,g, 1) eine gewichtete riemannsche Mannig-
faltigkeit. Es gilt

C&(M) C Lip(M) € Wy (M, ).

Beweis. Es sei f € Lip.(M). Da f kompakten Trager hat und stetig
ist, gilt f € L*(p). Als Distribution hat Vg f auch kompakten Trager
und der Satz von Rademacher zeigt |Vgflg € L>®(n). Wir erhalten
\Veflg € L*(u), also f € W' (M, ). Wir haben oben gezeigt, dass
W'-Funktionen mit kompaktem Triager zu W, gehoren. Glatte Funk-
tionen mit kompaktem Trager haben beschrankte Gradienten und sind
deshalb Lipschitz-Stetig (s.o.). O

Der Satz von Rademacher und seine Folgerungen erlauben es uns nun
eine ganze Fiille von globalen Sétzen tiber Losungen zur Laplace - Glei-
chung und zur Wérmeleitungsgleichung zu beweisen.

Theorem (L?*-Liouville-Theorem). Es sei (M, g, i) eine vollstindige
zusammenhdngende gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit und A >
0. Alle uw € L*(p) mit

Ayu = du

sind konstant. Falls X > 0, gilt sogar u = 0.

Beweis. Sei A > 0 und u € L?*(p) mit A, u = Au. Aus der lokalen
Regularitatstheorie folgt u € C*°(M). Wir zeigen zunéachst, dass fir
alle f € Lip.(M) die folgende Ungleichung gilt:

[ Vel an<a [ Vargaan
M M

Sei dazu f € Lip.(M) und  eine relativkompakte Umgebung von
supp(f). Es gilt uf? € Lip, (M) (Ubung). Da Einschrinkungen von
Lipschitz-Funktionen auch Lipschitz-Funktionen sind, folgt uf?|q €
Lip.(©2) und somit uf?|q € Wg(Q, ). Deswegen existiert eine Fol-
ge ¥, € C®(Q) mit ¥, — uf?log in WHQ, u). Da u glatt ist, gilt
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Veu € L2 (11). Insbesondere ist Vgl € L2(, ). Die (distributionel-

loc

le) Definition von A, und die Produktregel fiir Vy zeigt
0> —)\/ W f?dp = / uf?Audp = — lim | ¥,A,udp

= lim [ (Vgthp, Vgu)gdp = /(Vg(qu), Veu)gdu

n—oo Q 0

:/ |Vgu|éf2d,u+2/ (Vgf, Vgu)guf dp.
M M

Aus dieser Ungleichung, der elementaren Ungleichung 2ab < a?/2 + 2b*
fiir a,b € R und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

[ Wl an< <2 [ (Ve Vewgur du
M

1
<5 [ Vaulanee [ Vargelan
M M
weswegen

/ \Vgu@]&dugé}/ Ve flau® dp.
M M

Sei nun R > 0,0 € M und f : M — R, f(x) = (R — p(x,0))+.
Diese Funktion hat Lipschitz-Konstante 1 und ihr Trager ist in der
abgeschlossenen Kugel B/ (0) enthalten. Da (M, p) vollstéandig ist, ist
B?,(0) nach dem Satz von Hopf-Rinow kompakt. Wir kénnen also die
Ungleichung von oben auf f anwenden. Fir R >r >0gilt f > R—7r
auf Bf(0). Weiterhin zeigt der Satz von Rademacher, dass |Vgf[2 < n,
wobei n die Dimension von M ist. Diese beiden Beobachtungen liefern
zusammen mit der bereits bewiesenen Ungleichung, dass

4n
Vuzdug—/quM.
/Bf(o)| s |g (R—7)% Ju

Da u € L*(u) konnen wir erst den Grenzwert R — oo und dann den
Grenzwert r — oo bilden, und erhalten

/ Vguls dp =0,
M

was Vgu = 0 zeigt. Deshalb ist u 0-Lipschitz und somit konstant. Fir
A > 0 ist u = 0 die einzige konstante Funktion, die die Gleichung
Ayu = Au l6st. 0

Bemerkung. e Der klassische Satz von Liouville sagt, dass eine
beschrinkte holomorphe Funktion f : C — C konstant ist. Da
eine Funktion f : C — C genau dann holomorph ist, wenn sie
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ORef  Olmf d ORef Olm f
or Oy . oy ox
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erfiilllt, ist der Realteil einer holomorphen Funktion harmo-
nisch (Ubung), das heift

O’Ref N O®Ref
0x? oy?

ARef = 0.

Ist umgekehrt eine harmonische Funktion h : C — R gegeben,
so ist sie der Realteil einer holomorphen Funktion. In diesem
Sinne macht der Satz von Liouville Aussagen tiber beschrinkte
harmonische Funktionen auf R2.

Tatséchlich kann man jede holomorphe Funktion f : C — C
eindeutig zu einer meromorphen Funktion

f:CU{oc0} = CU{o0}

fortsetzen. Dabei ist die Einpunktkompaktifizierung C U {oco}
eine kompakte Mannigfaltigkeit, die von C in natiirlicher Wei-
se eine riemannsche Metrik erbt (!). Ist f beschrankt, so folgt
aus der Laurent-Entwicklung um oo, dass f(co) € C, also
f holomorph ist. Weiterhin kann man nachrechnen, dass in
diesem Fall Re f auch harmonisch ist (beziiglich des Laplace-
Operators auf C U {oc}). Da kompakte Mannigfaltigkeiten
vollstandig sind und beschrinkte Funktionen auf kompakten
riemannsche Mannigfaltigkeiten zu L?(vol) gehoéren, folgt aus
unserem Satz, dass Ref konstant ist. Wegen der Cauchy - Rie-
mannschen Differentialgleichungen muss dann auch Imf kon-
stant sein. In diesem Sinne ist unser L?-Liouville-Theorem eine
Verallgemeinerung des klassischen Satzes von Liouville.

e Die Forderung des Zusammenhangs der Mannigfaltigkeit ist
unerheblich. Man kann alle Betrachtungen auch auf Zusam-
menhangskomponenten durchfiihren.

Ende 17.Vorlesung
e Ist (M, g, 1) eine vollstindige zusammenhéangende gewichtete
riemannsche Mannigfaltigkeit und v € L .(u) mit A u = 0,
so ist u bereits dann konstant, falls

o 1
/ —— 5 dr = o0,
ro ulpzo)llp

fir ein 1 < p < 00, 0 € M und ry > 0. Dieses Resultat ist
als Theorem von Karp’82 bekannt. Insbesondere gilt, dass jede
harmonische LP-Funktion konstant ist (LP-Liouville-Theorem
von Yau '76).

Theorem (Gaffney ’51). Sei (M, g, u) eine vollstandige zusammenhdn-
gende gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist L = (—A,)|cse(an)
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wesentlich selbstadjungiert (hat genau eine selbstadjungierte Fortset-
zung). Diese selbstadjungierte Fortsetzung L erfillt L* = L, das heifit

D(L) = D(L*) ={f € L*(u) | Auf € L*(n)}
und

Lf = —Af.

Beweis. Wir zeigen zunichst L(P) = £*. Die Inklusion L(P) C £*
wurde oben schon bewiesen, weswegen es geniigt D(L£*) C D(LP)) zu
zeigen. Sei dazu f € D(L*), d.h. f € L*(u) mit A, f € L*(u), gegeben.
Wir setzen
(7D ~1
g =LY+ (-A,+1)f.
Da LP) die Einschrankung von —A,, auf D(L®)) ist, und g € D(LP)),
folgt
(A, +1)g= (L(D) +1)g= (A, +1)f,
also
Aulg=f)=g—- T
Nach dem L?-Liouville-Theorem erhalten wir f = g € D(L").

Sei L eine beliebige selbstadjungierte Erweiterung von L. Es gilt L C
Lx und nach dem oben gezeigten L C L(P). Damit gilt aber auch

L) = (P CL* =1L,
und somit L = L(P). O

Bemerkung. e Der Beweis des vorigen Satzes verwendet kei-
nerlei Geometrie sondern gilt sehr allgemein. Sei A ein symme-
trischer nichtnegativer dicht-definierter Operator A auf einem
Hilbert-Raum. Gibt es ein A > 0, sodass ker(A* + \) = {0},
so ist A wesentlich selbstadjungiert und die eindeutige selbst-
adjungierte Fortsetzung ist gegeben durch A*.

e Der Satz gilt fiir R™, kompakte Mannigfaltigkeiten und Mo-
dellmannigfaltigkeiten mit unendlichem Radius.

e Der Satz ist nur ein hinreichendes Kriterium fiir wesentliche
Selbstadjungiertheit. Auf R™\ {0} ist A genau dann wesentlich
selbstadjungiert, wenn n > 4.

Proposition. Sei (M, g, 1) eine vollstindige zusammenhdngende ge-
wichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt £P) = EN),

Beweis. Nach dem vorigen Theorem gilt L(P) = L™ Da unterschiedli-
che Dirichlet-Formen unterschiedliche assoziierte selbstadjungierte Ope-
ratoren besitzen, folgt £ = £V, O



3. DER SATZ VON RADEMACHER UND WESENTLICHE SELBSTADJUNGIERTHEBI

Bemerkung. e Diese Proposition zusammen mit der Deutung
von £P) und ™) sagt, dass es nur eine Brownsche Bewegung
auf vollstdndigen riemannschen Mannigfaltigkeiten gibt.

e Die Eigenschaft, dass £P) = €W ist sogar noch schwécher als
wesentliche Selbstadjungiertheit. Auf R\ {0} gilt £P) = £WM)
genau dann, wenn n > 2.

Da wir im Folgenden nur noch vollstandige riemannsche Mannigfaltig-
keiten untersuchen, lassen wir die Superskripte (D) bzw. (N) weg und
schreiben L fiir LP?) = LW & fiir £P) = €N (T;) fiir die assoziierte
Halbgruppe und (G,,) fiir die assoziierte Resolvente.



KAPITEL 4

Stochastische Vollstandigkeit

In diesem Kapitel geht es um stochastische Vollstandigkeit. Wir lernen
ein geometrisches Kriterium kennen, welches stochastische Vollstandig-
keit garantiert und diskutieren einige Beispiele.

Definition (Stochastische Vollstédndigkeit). Eine vollstandige zusam-
menhéngende gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g, pt) heift
stochastisch vollstindig, falls T;1 = 1 fir alle ¢t > 0.

Bemerkung. Es sei (B;) die Brownsche Bewegung auf M U {co}, d.h.
der stochastische Prozess mit

P(Bie A| By =1x) =Ti1a(x).
Die Mannigfaltigkeit ist genau dann stochastisch vollstandig, wenn
P(Bie M| By=x)=1firallex € M, t >0,
das heift, wenn (B;) die Mannigfaltigkeit zu keiner Zeit verlésst.

Die folgende Proposition charakterisiert stochastische Vollstandigkeit.
Aus Zeitgrinden verzichten wir auf einen vollstandigen Beweis und
zeigen nur den fiir uns relevanten Teil.

Proposition (Charakterisierung stochastische Vollstandigkeit). Es sei
(M, g, 1) eine vollstindige zusammenhdngende gewichtete riemannsche
Mannigfaltigkeit. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) (M, g, u) ist stochastisch vollstandig.
(ii) Fir alle o > 0 gilt oGyl = 1.

(iii) Die Warmeleitungsgleichung zum Anfangswert 0 hat eine ein-
deutige beschrinkte Losung, d.h. fir u € Cp°((0,00) x M) mit
Ayu = O und u(t,-) = 0 in Li (u) firt — 0+ gilt u= 0.

(iv) Fir alle o« > 0 und u € Cg° (M) mit Aju = au gilt u=0.

Beweis. (iii) = (i): Im Kapitel iiber die lokale Regularitétstheorie ha-
ben wir gesehen, dass es eine glatte Version u von (t,z) — T;1(x) gibt,
die die Wérmeleitungsgleichung zum Anfangswert 1 16st. Da auch die
Konstante Funktion die Warmeleitungsgleichung zum Anfangswert 1
16st, folgt aus (iii), dass T;1 = 1. d

68
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Theorem (Grigor'yan '86). Es sei (M, g, u) eine vollstindige zusam-
menhdngende gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Gilt

dr = oo

o r
/ro log 11(Br (o))
fiir ein rg > 0 und 0 € M, so ist (M, g, p) stochastisch vollstindig.

Bemerkung. e Die Groflen g > 0 und o € M spielen im vori-
gen Theorem keine herausragende Rolle. Da die Mannigfaltig-
keit zusammenhangend ist, impliziert

&° 1
———dr=o
/m log 11( By (0))

fiir ein 79 > 0 und o € M, dass

> 1
/s log a(B2(@)) =

fir alle s > 0 und x € M. Deshalb schreibt man in der Lite-
ratur fir diese Bedingung einfach kurz

[
r =00
log u(B7) ’

ohne Hinweis auf die genauen Integrationsgrenzen und den
Referenzpunkt.

e Die Voraussetzung des Theorems sind erfiillt, falls es eine Folge
(rg) mit limy_, o, 7 = oo und eine Konstante C' > 0 gibt, sodass

(B (0)) < exp(Cry) fiir alle k € N.

Dies ist insbesondere der Fall fiir R" und kompakte Mannig-
faltigkeiten.

e Das Volumenwachstum von Modellmannigfaltigkeiten kann be-
liebig grof werden. Ist ndmlich (M, g) ein riemannsches Mo-
dell, sodass M \ {o} isometrisch zu (0, 00) ®, S*~! ist, so ist
(M, p) vollstandig und es gilt

volg(Bf(0)) = wy /07" " (r) dr.

Tatséchlich gibt es eine stochastisch unvollstandige Modell-
mannigfaltigkeit mit

/ ol hex
ro 108 11(Br(0)) '

In diesem Sinne ist das vorige Theorem optimal, obwohl es im
Allgemeinen nur hinreichend ist.
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Wir werden das Theorem von Grigor’yan aus dem folgenden Satz her-
leiten, welcher auch von Grigor’yan stammt.

Theorem (Eindeutigkeitsklasse zur Warmeleitungsgleichung). Es sei
(M, g, p) eine vollstandige zusammenhdngende gewichtete riemannsche
Mannigfaltigkeit, T > 0 und uw € C*((0,7) x M) eine Losung der
Wairmeleitungsgleichung mit u(t,-) — 0+ in L (u). Erxistiert ein o €
M wund eine monoton wachsende Funktion f : (0,00) — (0,00) mit

/oof(wdrzoo

sodass fir alle R > 0 gilt

/ /B u(t, z)|> dpdt < exp(f(R)),

so folgt u = 0.

Bemerkung. Das Theorem ist so zu lesen: Zwei Losungen der War-
meleitungsgleichung zu einem gegebenen Anfangswert f (im Sinne von
L% (1)!), deren Differenz nicht zu schnell wéichst (in einem sehr prézi-
sen Sinn), miissen {ibereinstimmen.

Bevor wir den Satz beweisen, diskutieren wir noch zwei Folgerungen
und zeigen, dass die Resultate scharf sind.

Beweis. Grigor’yans Volumenwachstumskriterium fiir stochastische Voll-
standigkeit: Es gentigt zu zeigen, dass jede beschrankte Losung der
Wiarmeleitungsgleichung zum Anfangswert 0 verschwindet (s.o.). Sei
also u € Cp°((0,00) x M) eine Losung zur Warmeleitungsgleichung mit
Anfangswert 0. Da u gleichméfig beschrankt ist und lim; o, u(t,-) — 0
in Ll (u), folgt mit dem Satz von Lebesgue lim; o, u(t,-) — 0 in
L% (u). Wir setzen

S:= sup |u(t,z)]

t>0,zeM

und
1) i= 1og(S*Tu(BY(0)).

Nach unserer Voraussetzung gilt

| ==

und die Wahl von f und S impliziert

/ /BP u(t, )[*dpdt < S*Tu(B?(0)) = exp(f(R)).

Daher folgt die gewiinschte Aussage aus dem Resultat zur Eindeutig-
keitsklasse der Warmeleitungsgleichung. O

Ende 18. Vorlesung
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Theorem (Tychonoff '35, Tacklind '36). Es set T > 0 und es sei
u € C®((0,7) x R") eine Lisung zur Wirmeleitungsgleichung mit
u(t, ) %0 in L2 (R™). Ezistiert eine Konstante C' > 0, sodass fir
alle 0 <t <T und x € R™ gilt
[u(t, z)| < C'exp(Cla|*),

so folgt w = 0 (Tychonoff). Die gleiche Aussage gilt, falls es eine
monoton wachsende konvexe Funktion f : (0,00) — R gibt, sodass

/oof(r>d’”:°0

u(t, )| < exp f(|x]),
fir alle 0 <t <T und x € R (Tdcklind).

und

Beweis. Es gentigt die Aussage fiir konvexe Funktionen zu zeigen. Da
im R” gilt A(Bg(0)) = CR", folgt aus der Annahme

T
[ [ P ana < or es(er(r) = ew(F(R),
0 JBg(0)
wobei f(R) = 2f(R) 4+ nlogr +log C. Die Konvexitit von f impliziert
nlog R+log C' < f(R) fir grofle R (falls f nicht konstant). Damit folgt
die Aussage aus dem Resultat zur Eindeutigkeitsklasse der Warmelei-
tungsgleichung. U

Tychonoffs und Técklinds Bedingung fiir die Eindeutigkeit von Losun-
gen zur Warmeleitungsgleichung auf R™ sind scharf. Fiir jedes € > 0
gibt es eine von null verschiedene Losung zur Warmeleitungsgleichung
u mit Anfangswert 0 (in L (R"), welche

loc
Ju(t, z)| < C exp(Clz[*?)

fir alle t > 0 und z € R" erfullt. Wir konstruieren nun eine solche
Funktion.

Fir a > 1 definieren wir h, : R — R durch

hat) = exp(—t~%) t> O‘
0 t<0

Aus der Analysis I Vorlesung ist bekannt, dass h,, eine glatte Funktion
ist, mit A4 (0) = 0 fiir alle n € N (insbesondere wird sie nicht durch
ihre Taylor-Reihe um 0 dargestellt). Die folgenden Abschatzungen fiir
die Ableitungen sind weniger offensichtlich.

Lemma. Es existiert eine Konstante 0 < 6 = 0(«) < 1, sodass

! 1
IBRIGIES (:Wexp (—ét_o‘) fiir allen € N, t > 0.
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Beweis. Seit > 0 beliebig und ~ : [0,27] — C, 7(s) = t +d exp(is). Da
h holomorph auf {z € C | Rez > 0} ist, folgt aus den Cauchy-Formeln
fiir Ableitungen, dass

L [P h '
h((xn)@) _ TL_/ a(’Y(S))fV(S) ds.
2mi Jo  (v(s) — )"
Fir z = |z|exp(ip) mit ¢ € [—m, 7) gilt nach Definition und den
iiblichen Rechenregeln im komplexen
Rez™ = |z] 7 cos(—ap).
Beachte: Es gilt 27 = exp(—alogz), mit dem Hauptzweig logz =
log |z| + i¢.

Setzen wir 0 = 0t, so gilt fir alle z = ¢ 4+ J exp(is) auf der Kurve ~,
dass

2| = [[t] — |0 exp(is)]

=|t—0|=t|1—0|
und

lp] < arccos = arccos

t 1
ViZ + 52 V1+62
Aus diesen Rechnungen folgt, dass wir § > 0 abhéngig von a aber
unabhéingig von ¢ so klein wahlen kénnen, sodass fir alle z auf ~ gilt

1
Rez™ = |z| % cos(—ayp) > 515_‘".

Die Formel fiir die Ableitungen von oben liefert nun

! 1 n! 1
() < 2 _ipe) = i),
o< ow (37 = e (317)

Fuar t € R und z € R definieren wir

e 2n

ualt,r) =y én)!ha”)(t).

n=0

Offensichtlich konvergiert die Reihe fiir ¢ < 0. Die Konvergenz fiir
t > 0 und weitere Eigenschaften folgen aus der eben bewiesenen Ab-
schatzung.

Lemma. Die Funktion u, ist eine Losung zur Warmeleitungsgleichung
und erfillt limy o u(t,-) =0 in L2 (R). Firx € R und t > 0 gilt

loc

1 2 1
lua(t, )| < exp (; (% — 5#‘“)) ,

wobei 0 eine Konstante wie aus dem vorigen Lemma ist.
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Beweis. Formales Differenzieren der Summanden und eine Indexver-
schiebung zeigt, dass u, die Warmeleitungsgleichung 16st, falls wir
Summation und Differentiation vertauschen dirfen.

Da @Ln'), < # erhalten wir

Nach dem Majorantenkriterium fiir Reihen konvergiert die Reihe fiir
U, lokal gleichmafBig in z € R und gleichmafig in t € R. Weiterhin folgt
aus dieser Ungleichung u(t,z) — 0 lokal gleichméaBig in = fiir t — 0+

und damit insbesondere in L _(R). Fiir festes ¢ ist die Reihe

0 2n

x
hY(t)
HZ:; (2n)!
eine Potenzreihe in x mit unendlichem Konvergenzradius. Daher gilt
d2 0 1.27172 o0 x2n
- - B N (A g (n+1)
d$2ua(t7 I) - 22 (2n _ 2)'ha (t) - — (Qn)'ha (t)

Nach unseren Abschitzungen fiir h™ konvergiert die Reihe auf der
rechten Seite gleichméfig in ¢. Ist (f,,) eine Folge von stetig differen-
zierbaren Funktionen auf R mit f,, — f gleichméfiig und g eine stetige
Funktion auf R mit f/ — ¢ gleichméBig, so ist f differenzierbar und es
gilt f' = g (Ubung). Aus dieser Beobachtung und den bereits bewiese-
nen Eigenschaften folgt nun leicht, dass auch
& 2n
—uy(t,x) = v
dt “— (2n)!

gilt. U

he (1)

Eine Konsequenz dieses Lemmas ist, dass die Warmeleitungsgleichung
auch auf vollstandigen Mannigfaltigkeit nicht eindeutig l6sbar ist und
dass die Abschétzung im Kriterium von Tychonoff gleichméafig in ¢ sein
muss. Fiir jedes ¢ > 0 existiert ndmlich eine Konstante C(t) > 0, sodass

[ua(t, z)| < O(t) exp(C(t)|x|?) fiir alle z € R.

Trotzdem gilt das folgende Lemma, welches zeigt, dass die Bedingung
im Eindeutigkeitsresultat von Tychonoff scharf ist.

Lemma. Fir jedes € > 0 existiert eine Losung zur Wirmeleitungsglei-
chung u mit Anfangswert 0 (in L2 _(R) ), welche nicht verschwindet und

fir die eine Konstante C' > 0 existiert, sodass
lu(t,z)] < Cexp (Clz|***) fir alle z € Rt > 0.
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Beweis. Sei € > 0 beliebig. Wir zeigen, dass u, mit gentigend groflem
a > 1 diese Bedingung erfiillt. Aufgrund des vorherigen Lemmas geniigt
es zu zeigen, dass es o > 1 gibt, sodass fiir alle z € R, ¢ > 0 gilt

1 ’-CEP L, 2
- ~v _t [e% < C’ +6.
t ( o 2 < Clal

Dies zu verifizieren ist jedoch eine leichte Extremwertaufgabe. U

Wir beweisen nun den Satz iiber die Eindeutigkeitsklasse der Warme-
leitungsgleichung in zwei Schritten. Zunéchst benotigen wir eine Ab-
schétzung fiir gewisse Losungen zur Warmeleitungsgleichung.

Lemma. Fs sei (M,g,u) eine vollstindige zusammenhdngende ge-
wichtete riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Ferner sei
0<a<bundue C®(a,b) x M) eine Losung der Wirmeleitungs-
gleichung, fiir die die Grenzwerte

u(a,-) == lim wu(t,-) und u(b,-) := lim wu(t,-)

t—a+ t—b—

in L .(n) existieren. Ist f : (0,00) — (0,00) eine monoton wachsende
Funktion und o € M, sodass

/ /B u(t, )2 dA() du(z) < exp(f(R)) fiir alle R > 0,

so gilt

4dn
[ wbaPa@ < [ juaoPd g ©)
Br(o) Byr(o)
falls
R2
b—a < ——.
“= 8nf(4R) (©)
Bemerkung. o Ist u € C((0,7) x M) eine Losung der Wér-
t—0+

meleitungsgleichung mit w(t,-) — f € L (u) in L. (1), so
kann das vorige Lemma fir alle 0 < a < b < T angewendet
werden.

e Das Lemma sagt Folgendes: Man kann die Werte einer Lo-
sungen der Warmeleitungsgleichung auf einer Kugel zu einem
spateren Zeitpunkt durch die Werte der Losung zu einem frii-
heren Zeitpunkt auf einer grofferen Kugel bis auf einen klei-
nen Fehler kontrollieren. Wie grofi dabei der Zeitunterschied
hochstens sein darf, hangt von der Losung und der Grofle der
Kugel ab.

Beweis. Wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen an v und da abgeschlos-
sene Kugeln in M kompakt sind, konnen wir annehmen, dass u in ei-
ner Umgebung von [a,b] x M glatt ist. Fur eine 1-Lipschitz-Funktion
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p: M — Rund s ¢ [a,b] definieren wir die Funktion & : [a,b] x M — R

durch @)

p(x

E(t,x) == It —s)"

Wir werden p und s spater genauer wahlen. Der Satz von Rademacher

und die Kettenregel (! hier muss nochmal lokalisiert werden, wir haben
sie nur auf W (M, 1) bewiesen) liefern

Vbt < gt
Ferner gilt
2
au(ta) = -0

weswegen
08 +[Vgtl* <0.
Zu gegebenen R > 0 definieren wir die Funktion ¢ : M — R durch
olw) = (3~ pla,0)/R), A1
Die Funktion ¢ hat die folgenden Eigenschaften:
e 0 <p<1auf M,
e o =1 auf Byg(0),
e p =0 auf M\ Bsg(o),
e  ist 1/R-Lipschitz.

Da M vollsténdig ist, gilt ¢ € Lip. (M) C W, (M, p). Fiir festes ¢ ist die
Funktion up?ef als Produkt und Hintereinanderausfiihrung von lokalen
Lipschitz-Funktionen eine lokale Lipschitz Funktion. Da ¢ kompakten
Trager hat, gilt up?e® € Lip.(M).

Multiplizieren wir die Warmeleitungsgleichung
Ou = Ayu

mit up?e® und integrieren wir das Ergebnis iiber [a, b] x M, so erhalten

wir
/ / (Opu)up?et dpudt = / / A u)up et dpu dt.

Da u und ¢ in einer Umgebung von [a, b] glatt sind, gilt fir das Zeit-
Integral der linken Seite dieser Glelchung

b
/ (Opu)upet dt = / O (u?) et dt

b
u?p 65} 1/ (0,6)p*uPet dt.

a

2

Zeichnung
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Um das Raumintegral auszuwerten verwenden wir die Greensche For-
mel (! fir die W -Funktion u und die W;-Funktion mit kompakten
Triager up?et, approximiere up?eé durch geeignete glatte Funktionen
mit kompaktem Tréger) und erhalten

/ (A u)up?es du = / (Vgu, Vg(up?e®))g du.
M M
Die Kettenregel und die Produktregel (!) zeigen
—(Vgu, Vg(u@%g»g = ‘Vgu@%p%g (Vgu, vg§>g“¢2€£
— 2(Vgu, Vgp)upe®
- \Vgu|§¢2€€ + |vgu|g‘vg£’g|u’<ﬁ2€§

1
+ <§|Vgu|;<p2 + 2|Vggp|éu2) et

1
= (—§|Vgu|§ + |vgu|g|vgf|g|u|) et

+ 2|Vgg0|éu265.

Setzen wir diese Identitdten und Ungleichungen zusammen und ver-
wenden zusitzlich 0, + |Vg€]2 < 0, so erhalten wir

/ugpegdu // 8§g0uefd,udt+2// (A u)up®es dudt

S/ /M (—|ng|§ T |Vgu|é + 2|Vgu|g|vg§|g|u|) 90265 dpdt

b
+4/ / \Vggo\éuzefdudt
a M
b ) b
[ (9l 1Vatlalul)? dude 4 [ [ 9
a M a M

b
/u et dpu <4/ / |Vg¢\éu2egdudt.
M

Der Satz von Rademacher impliziert |Vgp|2 < n/R?. Aufgrund der
anderen Eigenschaften von ¢ folgt

/ u(b, z)2e5@Y dp(x) < / u(a, ©)%eS @Y dp(z)
Bf(0) B4R(0

// u?et dpdt.
Bp o)\UéJR

Nun wéhlen wir p und s. Sei p: M — R, p(x) := (p(z,0) — R); und
s:=2b—a. Fur alle t € [a, b] gilt dann

b—a<s—t<2(0b—a)

und somit
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und damit

p(z)? p(z)?
Cdn(s —t) = “8n(b—a)

Ferner ist £ = 0 auf Bf(0) und p > R auf Bi,(0) \ Usg(0), weswegen
RQ

B 8n(b—a)

Eingesetzt in die letzte Ungleichung liefern diese Beobachtungen

/B Ll )2 dp(z) < / w(a,2) du(a)

Byr(0)

dn R? b
+ — exp <——) / / u? dpdt.
R? 8n(b—a)) J, Bur(0)

Die Funktion w erfullt laut Annahme

b
/ / u*dpdt < exp(f(4R))
a J B (o)

£(t,r) = < 0.

§< auf [a, 0] X Bjz(0) \ Uzg(0).

und unsere hergeleitete Ungleichung vereinfacht sich weiter zu

R2

/B o u(b, z)* dp(z) < / u(a,x)zdu(x)—i—%exp <_m+ f(4R)>'

Bfig(o)
Falls (O) erfillt ist, gilt
R2
_ 4R) < 0.
8n(b—a) TR <0

Damit ist die gewiinschte Ungleichung bewiesen. U

Beweis. Theorem iiber die Eindeutigkeitsklasse der Warmeleitungs-
gleichung: Sei u € C*°((0,7T") x M) eine Losung der Warmeleitungsglei-

chung mit u(t,-) — 0 in L2 (u). Wie im vorigen Lemma definieren wir

u(0,z) := 0 fur alle x € M.

Die Idee des Beweises ist es, das vorherige Lemma zu nutzen, um u(t, -)
auf einer vorgegebenen Kugel durch u(0, -) = 0 auf einer groferen Kugel
bis auf einen kleinen Fehler abzuschétzen. Da das Lemma aber nur fiir
kleine Zeiten gilt, muss iterativ vorgegangen werden.

Sei R > 0 beliebig und 0 < t < T. Wir setzen Ry := 4*R, 70 = 0 und
1 R
Tk “— ———

Nun definieren wir Zeiten

‘o {t_Zf:OTl faHSt—Zf:17'1>O,
k=

 keN.

0 sonst.

Zeichnung
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Fir &k € Ny erftullen die Zeiten 0 < ¢, < t;_; und die Radien Rj_,
gerade

1 R} 1 16R;.,  R;,
©128n f(Ry)  128n f(4R,_1)  Snf(4Ry_1)

und damit die Bedingung (¢) aus dem vorherigen Lemma. Ungleichung
(V) liefert

b1 — T < Tp

4
/ u(ty-1,2)? du(z) S/ w(ty, 2)? dpa(x) + 5
Br,_, () Ry,

Bg,, (o)

weshalb durch Induktion folgt

2 x u(ty, x)? x in
[ utran) < [t ue) + Y0 g

Bg, (0) =1 -

C
< / u(ty, 2)* dp(z) + =
BRk(O)

Dabei ist ' > 0 eine Konstante, welche nicht von k£ abhéngt. Wir
miissen nun noch zeigen, dass t; = 0 fiir ein endliches k, da dann die
Behauptung aus u(0,-) = 0 und dem Grenziibergang R — oo in der
letzten Ungleichung folgt.

Da f monoton wachsend ist, folgt aus der Wachstumsbedingung fiir f

T e [ e o3 B
OO‘/R f<r>dT§Z/Rk 0 =2 Ry

k=0

Wir erhalten
o0
>
k=0

und das Theorem ist bewiesen. O
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