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'Es handelt sich nicht um ein Skriptum zur Vorlesung. Kommentare sind
willkommen.
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KAPITEL 1

Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Bevor wir globale Analysis auf Mannigfaltigkeiten betreiben kénnen,
miissen wir zunachst die relevanten Objekte, namlich riemannsche Man-
nigfaltigkeiten einfiihren. Das ist der Thnalt dieses Kapitels.

1. Topologische Raume

In diesem Abschnitt fithren wir ganz kurz topologische Raume und ihre
grundlegenden Eigenschaften ein.

Definition (Topologischer Raum). Es sei X # () eine Menge und T ein
System von Teilmengen von X. Es heifit T Topologie bzw. Topologie
auf X, falls die folgenden Eigenschaften gelten.

(T1) 0, X e T.
(T2) Falls fiir n € N gilt Oy,...,0, € T, so ist auch

ﬁOkGT

k=1

(T3) Ist I # () eine beliebige Menge und gilt O; € T, ¢ € I, so ist
auch

Jo.eT.

el

Element von 7T heiflen offene Mengen. Die Komplemente offener Men-
gen heiflen abgeschlossene Mengen.

Beispiel. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist
Ti:={U C X | U offen in (X, d)}

eine Topologie auf X. Eine Topologie T auf X heif3t metrisierbar, falls
es eine Metrik d auf X gibt, mit 7 = 7j.

Beispiel (Unterraumtopologie). Ist (X, T) ein topologischer Raum und
Y C X eine Teilmenge, so ist Ty :={ONY | O € T} eine Topologie
auf Y, die Unterraumtopologie. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so gilt

7:l|Y = 7:l|ny'
3
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Bemerkung. Tatsachlich sind alle Topologien, die wir spater untersu-
chen, metrisierbar. Allerdings ist es oft viel leichter eine Topologie zu
konstruieren, als die Metrik, die sie erzeugt.

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Eine Menge U C X heifit Umgebung
von z € X, falls es eine offene Menge O gibt mit x € O C U.

Sei S C X. Die kleinste abgeschlossene Menge, die S enthélt, heift
Abschluss von S und wird mit S bezeichnet. Die groite offene Mengen,
die S enthéalt, heiit Inneres von S, und wird mit S° bezeichnet.

Lemma (Erzeugerprinzip). Es sei X # () eine Menge und A ein Sys-
tem von Teilmengen von X. Dann gibt es eine eindeutige (beziiglich
Mengeninklusion) kleinste Topologie T (A), mit A C T (A).

Beweis. Es lasst sich leicht nachrechnen, dass
TA= () T
ACT,T Topologie

die gewiinschten Eigenschaften hat. U

Die im vorigen Lemma erwidhnte Topologie heifit von A erzeugte Topo-
logie. Ferner heifit A Erzeuger einer Topologie T, falls T(A) = T. Die
Topologie eines metrischen Raumes wird durch offene Kugeln erzeugt.

Wir erwahen nun wichtige Konzepte in topologischen Raumen.
Definition. Es sei (X, 7)) ein topologischer Raum.

(a) Es heifit T Hausdorffsch, falls es fiir alle z,y € X offene Mengen
Uy, Uy, € T gibt, mit € U,y € U, und U, N U, = 0. ("T trennt
die Punkte’)

(b) Eine Menge B heifit Basis der Topologie T, falls jede offene Menge
aus T eine Vereinigung von Mengen aus B ist.

(c) Eserfillt T das zweite Abzdihlbarkeitsaziom, falls es eine abzéhlbare
Basis hat.

Bemerkung. (a) Es gibt natiirlich auch das erste Abzéhlbarkeitsaxi-
om. Da wir es hier nicht beno6tigen, gehen wir nich weiter darauf
ein.

(b) Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist 7y stets Hausdorffsch (da
unterschiedliche Punkte positven Abstand voneinander haben) und
die Menge aller offenen Kugeln ist eine Basis der Topologie.

(¢) Ein metrischer Raum (X, d) erfiillt genau dann das zweite Abzahl-
barkeitsaxiom, wenn er separabel ist (Ubung).

(d) Ist B eine Basis von T, so ist B automatisch ein Erzeuger von 7.
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Definition (Stetige Funktion). Es seien (X,7) und (X’,7’) topolo-
gische Rdume. Eine Abbildung f : X — X’ heifit stetig, falls fiir alle
O e T gilt

10 eT.
Eine stetige Funktion heiit Homdomorphismus, falls f bijektiv und die
Umbkehrabbildung f~! stetig ist.

Lemma (Finaltopologie). Es seien X # () eine Menge, (X;,T;), i € I,
topologische Rdume und f; : X; — X, i € I, Abbildungen. Fir ein
System von Teilmengen T von X sind dquivalent:

(i) T ist die (beziiglich Mengeninklusion) grofste Topologie, fir die
alle Abbildungen f;,i € I, stetig sind.

(ii) Es gilt O € T genau dann, wenn f;*(O) € T; fir alle i € I.

(iii) T ist eine Topologie und ist (X', T") ein topologischer Raum, so
ist eine Abbildung g : X — X' genau dann stetig, wenn g o f; fir
alle v € I stetig ist.

Insbesondere existiert eine eindeutige Topologie T auf X, die einer der
dret Bedingungen gentigt.

Beweis. Ubung. O

Die im vorigem Lemma erwahnte Topologie heifit Finaltopologie auf X
beziiglich f;,7 € I.

Ist (X,T) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation, so
heifit die Finaltopologie beziiglich der kanonischen Projektion

T X =X/~

die Quotiententopologie T/ ~ auf X/ ~. Eine Menge O C X/ ~ ist
genau dann offen beziiglich der Quotiententopologie, wenn 7~1(0) €
T. Erfullt 7 das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom, dann erfillt auch die
Quotiententopologie das zweite Abzahlbarkeitsaxiom.

Lemma (Initialtopologie). Es seien X # () eine Menge, (X;,T;), i € I,
topologische Rdume und f; : X — X;, 1 € I, Abbildungen. Fiir eine
Topologie T auf X sind dquivalent:

(1) T st die (beziiglich Mengeninklusion) kleinste Topologie, fir die
alle Abbildungen f;,i € I stetig sind.

(i) T st die von dem System {f; '(O) | i € I,0 € T;} erzeugte
Topologie.

(iii) Es sei (X', T') ein topologischer Raum. Eine Abbildung g : X —
X' ist genau dann stetig, wenn f; o g fiir alle i € I stetig ist.

Ende 1. Vorlesung
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Insbesondere existiert eine eindeutige Topologie T auf X, die einer der
drei Bedingungen gentigt.

Beweis. Ubung. U

Die im vorigem Lemma erwédhnte Topologie heif3t Initialtopologie auf
X beziiglich f;,72 € I.

Es seien (X1,7T1),...,(X,,T,) topologische Réume und X := X; x
oo X Xy, sowie 1 X — X, (21,...,2,) — xp. Die Initialtopologie
auf X beztiglich der 7y, k = 1,...,n heiit Produkttopologie auf X. Die
Menge

{01 X+ x O, | Op € Tp}

ist eine Basis der Produkttopologie.

2. Topologische Mannigfaltigkeiten

Definition (Topologische Mannigfaltigkeit). Sei n € N. Ein topologi-
scher Raum (M, T') heifit topologische n-dimensionale Mannigfaltigkeit
(oder kurz n-Mannigfaltigkeit bzw. Mannigfaltigkeit), falls er die fol-
genden Bedingungen erfiillt.

(M1) (M, T) ist Hausdorffsch.
(M2) (M, T) erfiillt das zweite Abzahlbarkeitsaxiom.

(M3) (M, T) ist n-dimensional lokal euklidisch, das heifit jeder Punkt
in M besitzt eine offene Umgebung, die homéomorph zu einer
offenen Teilmenge des R™ ist.

Bemerkung. e Prinzipiell gibt es viele nicht homéomorphe To-
pologien T auf einer Menge M, die (M,7T) in eine topolo-
gischen Mannigfaltigkeit verwandeln. In konkreten Beispielen
einigen wir uns oft auf eine ’kanonische’ Topologie und bei be-
liebigen topologischen Mannigfaltigkeiten spielt ihre konkrete
Gestalt keine Rolle. Deshalb lassen wir 7 oft weg und schrei-
ben nur M statt (M, 7).

e In der obigen Definition ist der R™ natiirlich mit DER iiblichen
Topologie versehen, die vom euklidischen Abstand induziert
wird. Sie ist die einzige Topologie, fiir die R" ein topologischer
Vektorraum ist, d.h. fiir welche die Operationen

+:R"xXR" > R", (z,y) »x+y
und
CRXR" SR, (\z)— Az
stetig sind.
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Definition (Karte). Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Ein Paar (U, ¢),
bestehend aus eine offenen Teilmenge U C M und einer Abbildung
¢ : U — R, heifit Karte, falls o(U) offen in R™ und ¢ : U — ¢(U) ein
Homo6omorphismus ist. In diesem Fall heifit U (lokales) Koordinaten-
gebiet und die durch die Gleichung

o(p) = (z*(p),...,2"(p)) fir allep € U

bestimmten Funktionen z° : U — R, i = 1,...,n, heien (lokale)
Koordinatenfunktionen. Eine Sammlung von Karten, deren Koordina-
tengebiete M iiberdecken, heift Atlas.

Oft nutzt man die lokalen Koordinatenfunktionen um Kartengebiete
mit ihrem Bild im R™ zu identifizieren. Wie wir spater sehen werden,
kann dies leicht zu Verwirrung fiihren. Man sollte daher stets im Kopf
behalten, ob man auf der Mannigfaltigkeit oder im R" rechnet. Wir
geben nun einige Beispiele.

Beispiel (R” und seine offenen Teilmengen). Der R™ (mit DER ibli-
chen Topologie) ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
Die Identitatsabbildung

idgn : R" > R", 2 —

ist eine (globale) Karte und {(R",idg~)} ist ein Atlas. Offenbar ist jede
offene Teilmenge ausgestattet mit der Unterraumtopologie auch wieder
eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

Beispiel (S™). Die n-dimensionale Sphére
S .— {(:I:‘l, o ’$n+1) c Rt ‘ (1'1)2 4.+ (xn+1)2 — 1}

versehen mit der Unterraumtopologie ist eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit. Fir i =1,...,n sei
__ 1 1 ‘

Ut ={('....,2"") esS" | z' > 0}
und
U~ = {(',...,2"") e S" | 2' < 0}.
Die Abbildungen

gozi : UijE — R"
(b, .. a2t ) e (2 et

sind Karten und deren Gesamtheit bildet einen Atlas fiir S*. Man kann
leicht zeigen, dass S" keinen Atlas besitzt, der nur aus einer Karte
besteht (Ubung).

Beispiel (Projektiver Raum). Auf der offenen Menge R™™! \ {0} defi-
nieren wir die folgende Aquivalenzrelation:

x ~ Yy <= es existiert A € R mit Az = y.

Zeichnung
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Der n-dimensionale (reelle) projektive Raum ist die Menge
P"(R) := (R™\ {0})/ ~

ausgestattet mit der Quotiententopologie. Diese ist wiefolgt definiert.
Ist

7R\ {0} = P"(R)
die Quotientenabbildung, so ist per Definition U C P™(R) genau dann
offen, wenn 7~ (U) offen in R™™* \ {0} (und damit offen in R"™!) ist.
Der n-dimensionale (reelle) projektive Raum ist eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit. Fiir ¢ = 1,...,n + 1 sind die Abbildungen

oi : {[(1,. ., 20p1)] € P"(R) | z; # 0} — R”

s €XT;_ xZ; €T
(21, py1)] — (—1—1—“—”) .

Karten und ihre Gesamtheit bildet einen Atlas fiir P*(R) (Ubung).

Beispiel (Torus). Fiir n € N definieren wir den n-Torus als das n-
fache Kartesische Produkt T™ := S* x --- x S! und statten ihn mit der
Produkttopologie aus (der Initaltopologie beziiglich der Projektionen
0 T — SYm((21,...,2,)) = 2). Es ist T" eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit, die im Fall n = 2 hom&omorph zur Oberflidche eines
Donut ist (Ubung).

Beispiel (Matrizen). Der Raum der n x n-Matrizen tiber R, den wir
mit M, (R) bezeichnen, ist ein n?-dimensionaler Vektorraum. Ausge-
stattet mit der {iblichen Topologie des R™ ist er eine Topologische
n2-dimensionale Mannigfaltigkeit. Der Raum der invertierbaren Matri-
zen GL,(R) = {M € M,(R) | det M # 0} ist eine offene Teilmenge
von M,(R) und damit in natiirlicher Weise auch eine n*-dimensionale
Mannigfaltigkeit.

Beispiel (Graphen). Es sei U C R" offen und f : U — R* stetig. Dann
ist

Graph(f) = {(z, f(z)) | * € U} CR* x R"
versehen mit der Unterraumtopologie eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Die Abbildung ¢ : Graph(f) — U, (z,y) — x ist ein Homoo-
morphismus (Ubung).

Beispiel. Das Kreuz {(z,y) € R? | |z| = |y|} ist keine Mannigfaltig-
keit.

Das folgende bemerkenswerte Theorem zeigt, dass die Dimension einer
(nichtleeren) topologischen Mannigfaltigkeit eindeutig festgelegt ist.

Theorem (Topologische Invarianz der Dimension). Fine nichtleere n-
Mannigfaltigkeit kann nur dann zu einer m-Mannigfaltigkeit homdo-
morph sein, wenn m = n.
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Beweis. Siehe [2, Theorem 17.26]. O

Es gibt prinzipiell zwei Zugange um die topologische Invarianz der Di-
mension zu beweisen. Zum einen kann man algebraische Topologie (sin-
guldre Homologie oder DeRham Kohomologie) verwenden oder aber
man benutzt folgendes Resultat iiber die Invarianz von Gebieten im
R™. Es ist eine (mehr oder weniger direkte) Folgerung aus dem Fix-
punktsatz von Brouwer.

Theorem (Topologische Invarianz von Gebieten). Sei Q@ C R"™ ein
Gebiet und f : QQ — R" eine stetige injektive Abbildung. Dann ist f(2)
ein Gebiet.

Bemerkung. Ublicherweise wird in einer Analysis II Vorlesung der
Satz iiber die Inverse Abbildung bewiesen. Das vorige Theorem ver-
allgemeinert eine Teilaussage dieses Satzes, namlich die dass das Bild
einer stetig differenzierbare Abbildung mit invertierbarer Ableitung of-
fen ist.

3. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Die lineare Struktur des R™ erlaubt es uns, differenzierbare Abbildun-
gen (gentigend gute Abbildungen) durch lineare Abbildungen (einfache
Abbildungen) zu approximieren. Die gewohnten Begriffe “Differenzier-
barkeit” und “lineare Abbildung” lassen sich nicht direkt auf beliebige
Mannigfaltigkeiten iibertragen, da sie im Allgemeinen keine (oder keine
kanonische) Vektorraumstruktur besitzen.

Den Begriff der differenzierbaren Funktion fithrt man daher mithilfe lo-
kaler Koordinatendarstellungen der Funktion ein, wobei die betrachte-
ten Karten gewisse Vertraglichkeitseigenschaften besitzen miissen. Ab-
leitungen werden dann einem néchsten Schritt (im néchsten Abschnitt)
als lineare Abbildungen zwischen den Tangentialraumen (lineare Ap-
proximationen der Mannigfaltigkeiten) interpretiert.

Erinnerung: Sei U C R" offen. Eine Abbildung f : U — R™ heif}it
k-mal stetig differenzierbar (oder C*-Abbildung), falls alle partiellen
Ableitungen k-ter Ordnung existieren und stetig sind. Ferner heifit f
glatt oder C*®-Abbildung, falls sie fiir jedes k € N eine C*-Abbildung
ist.

Definition (C*-Atlas). Sei M eine Mannigfaltigkeit und & € NU{oo}.
Zwei Karten (U, ¢) und (V) heifien C*-verbunden, falls die Karten-
wechsel

wop L p(UNV) = UNV)
und

Yo t:ipUNV)—=yp(UNV)
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C*-Abbildungen sind. Ein Atlas heifit C*-Atlas, falls alle Paare von
Karten in ihm C*-verbunden sind.

Definition (Differenzierbare Mannigfaltigkeit). Sei M eine Mannigfal-
tigkeit und k£ € N U {oco}. Ein beztiglich Mengeninklusion maximaler
C*-Atlas D heifit differenzierbare Struktur der Ordnung k oder kurz
Ck-Struktur und das Paar (M, D) heiit differenzierbare Mannigfaltig-
keit der Ordnung k oder kurz C*-Mannigfaltigkeit. Eine C*°-Struktur
wird auch glatte Struktur und eine C°°-Mannigfaltigkeit auch glatte
Mannigfaltigkeit genannt.

Die Maximalitat einer differenzierbaren Struktur macht es sehr schwer
(praktisch unmoglich) sie explizit anzugeben. Das folgende Lemma
zeigt, dass das aus der Mafitheorie und Topologie bekannte Erzeuger-
prinzip auch fiir differenzierbare Strukturen niitzlich ist.

Lemma (Erzeugung differenzierbarer Strukturen). Sei M eine Man-
nigfaltigkeit und A ein C*-Atlas. Dann ezistiert eine eindeutige diffe-
renzierbare Struktur D der Ordnung k, mit A C D.

Beweis. Ubung. U

Die eindeutige differenzierbare Struktur D mit A C D heifit die von A
erzeugte differenzierbare Struktur.

Beispiel. Alle angegebenen Atlanten aus den vorigen Beispielen, R™, S™,
projektive Raume und Matrixrdume, sind C*°-verkniipft. Ausgestattet
mit den von ihnen erzeugten glatten Strukturen sind diese Mannigfal-
tigkeiten also glatte Mannigfaltigkeiten.

Bemerkung. e Differenzierbare Strukturen sind ein extra Stiick
an Information. Jede Mannigfaltigkeit die eine glatte Struk-
tur besitzt, hat automatisch iiberabzahlbar viele verschiedene
glatte Strukturen. Diese miissen sich aber nicht wesentlich un-
terscheiden. So gibt es etwa auf R™ mit n # 4 im wesentlichen
(bis auf Diffeomorphie (s.u.)) nur eine glatte Struktur, aber
auf R* iiberabzéhlbar viele wesentlich verschiedene (nicht dif-
feomorphe) glatte Strukturen.

e Falls klar ist welche differenzierbare Struktur wir betrachten,
lassen wir sie weg und schreiben nur M statt (A, D). Insbeson-
dere verstehen wir unter R” immer die glatte Mannigfaltigkeit,
die mit der tiblichen Topologie und der von {idg-} erzeugten
glatten Struktur ausgestattet ist.

e Ist (M, D) eine glatte Mannigfaltigkeit und U C M eine offene
Teilmenge, so erbt U in natiirlicher Weise die differenzierbare
Struktur

Dy = {(V,9)eD|V CU.
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Wir betrachten offene Teilmengen stets als glatte Mannigfal-
tigkeiten ausgestattet mit dieser Struktur.

Mithilfe differenzierbarer Strukturen definieren wir nun differenzierbare
Abbildungen und Diffeomorphismen.

Definition (Differenzierbare Abbildung). Es seien (M, D) und (N, €)
differenzierbare Mannigfaltigkeiten und & € NU {oco}. Eine Abbildung
f: M — N heiBlt k-mal stetig differenzierbar oder C*-Abbildung, falls
fir alle p € M eine Karte (U,p) € D mit p € U und eine Karte
(V,4) € € mit f(U) C V existiert, sodass

pofopipU) = (V)
eine C*-Abbildung ist. Die Menge aller C*-Abbildungen von M nach
N bezeichnen wir mit C*(M, N). Eine Abbildung f € C*(M, N) heiit
C*-Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und f~! € C*(N, M). Eine
C°-Abbildung wird auch glatte Abbildung genannt.

Fiir die Definition von Differenzierbarkeit benotigt man keine Glatt-
heitsannahme an die differenzierbaren Strukturen. Dies wird jedoch
dann notwendig, wenn differenzierbare Funktionen mithilfe des Erzeu-
gerprinzips charakterisiert werden und die Unabhéngigkeit der Diffe-
renzierbarkeit von der Wahl der Karten gewéhrleistet sein soll. Wir
formulieren die Kriterien hier nur fiir Funktionen mit Werten in R"”, es
gilt natiirlich auch allgemeiner.

Lemma (Charakterisierung differenzierbarer Funktionen mittels Er-
zeugerprinzip). Es sei (M, D) eine C*-Mannigfaltigkeit und A ein D
erzeugender OF-Atlas. Fiir eine Abbildung f: M — R* und 1 <1<k
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) f e CY(M,R").
(ii) Fir alle (U, ) € A ist
fop™t:pU)—R"
eine C'-Abbildung. (’Charakterisierung mittels Erzeuger’)
(ili) Fir alle (U, ) € D ist
fowe ™ ipU) = R"
eine C'-Abbildung. ('Unabhdingigkeit von der Wahl der Karte’)

Beweis. Ubung. U

Beispiel (R™). Das vorige Lemma zeigt, dass die von dem Atlas {idg~ }
erzeugte glatte Struktur auf R™ den iiblichen Differenzierbarkeitsbegriff
liefert.

Zeichnung

Ende 2. Vorlesung
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Beispiel (R mit anderen differenzierbaren Strukturen). Fiir av > 0 sei
Yo ' R = Rz — sgn(z) - |z|*.

Mit D, bezeichnen wir die von der Karte {(R,p,)} erzeugte glatte
Struktur auf R. Fir a # 3 sind D, und Dg verschieden, da ¢, und ¢z
in diesem Fall nicht C"*°-verbunden sind. Es ist aber

Yo (R,D,) = R

ein Diffeomorphismus. Somit unterscheiden sich die differenzierbaren
Strukturen D, und Dg nicht wesentlich.

Beispiel (Koordinatenfunktionen). Sei (M, D) eine glatte n - Mannig-
faltigkeit und (U, ) € D eine Karte. Die zugehérigen Koordinaten-
funktionen ¢ : U — R,i = 1,...,n, sind C*°-Funktionen auf U.

Konvention: Von nun an verwenden wir die Begriffe “Karte” und
“Karte aus der differenzierbaren Struktur” synonym. Nur falls wir die
Glattheitseigenschaften der Karten hervorheben wollen, schreiben wir
glatte Karte fiir Karten aus der differenzierbaren Struktur.

Im Folgenden schreiben wir C*°(M) statt C°°(M,R) und bezeichnen
mit C2°(M) die Funktionen aus C°°(M) mit kompaktem Trager.

Fiir den Rest des Kurses betrachten wir nur noch glatte Mannigfal-
tigkeiten. Dies ist zwar an einigen Stellen nicht zwingend notwendig,
erlaubt es uns aber auf das Zéhlen von Ableitungsordnungen zu ver-
zichten. Insbesondere verwenden wir ab sofort den Begriff Karte als
Synonym fiir Karte aus der glatten Struktur.

4. Parakompaktheit

Bis auf die Koordinatenfunktionen haben wir noch keine weiteren glat-
ten Funktionen auf Mannigfaltigkeiten kennengelernt. Im néchsten Ab-
schnitt zeigen wir deshalb, dass es stets geniigend viele glatte Funktio-
nen gibt. Dafiir benétigen wir jedoch noch einige topologische Resul-
tate.

Es sei (X, T) ein topologischer Raum. Eine Familie von Teilmengen C
heiBt Uberdeckung von X, falls

x=Jc
cec
Eine Uberdeckung C von X heifit lokal endlich, falls jeder Punkt aus
X eine Umgebung hat, die nur endlich viele Mengen aus C schneidet.
Eine Uberdeckung C’' mit C' C C heifit Teiliiberdeckung von C. Eine
Uberdeckung C’ heifit Verfeinerung von C, falls fiir jedes C' € C’ ein
C € C existiert, mit C" C C.
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Definition (Kompakt und Parakompakt). Ein topologischer Raum
(X, T) heifit

(a) kompakt, falls jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberde-
ckung hat,

(b) parakompakt, falls jede offene Uberdeckung eine lokal endliche Ver-
feinerung hat.

Ist (X,7T) ein topologischer Raum, so heifit eine Teilmenge K C X
kompakt, falls (K, Tx) kompakt ist. Das ist dquivalent dazu, dass jede
beziiglich 7 offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung
enthélt. Es heit K prakompakt, falls K kompakt ist.

Theorem (Mannigfaltigkeiten sind parakompakt). Es sei M eine Man-
nigfaltigkeit. Ist C eine offene Uberdeckung von M und B eine Basis
der Topologie, so hat C eine abzdihlbare lokal endliche Verfeinerung,
die aus Mengen von B besteht. Insbesondere ist jede Mannigfaltigkeit
parakompakt.

Wir beweisen das theorem in mehreren Schritten.

Lemma (Mannigfaltigkeiten sind lokalkompakt). Jeder Punkt einer
Mannigfaltigkeit besitzt eine kompakte Umgebunyg.

Beweis. Lokal ist jede Mannigfaltigkeit homdomorph zu offenen Teil-
mengen eines euklidischen Raumes. In offenen Teilmengen von eukli-
dischen Raumen hat jeder Punkt eine kompakte Umgebung, namlich
eine Kugel von postiven Radius. U

Lemma. FEs sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine Folge
kompakter Teilmengen Mengen (K )nen mit K, C Ky, ,n € N, welche
M dberdeckt.

Beweis. Behauptung: Die Topologie von M hat eine abzahlbare Basis
aus prakompakten Mengen.

Es sei B eine abzahlbare Basis der Topologie. Es genitigt zu zeigen, dass
B :={0 € B | O prakompakt}
eine Basis der Topologie ist. Wir beweisen, dass fiir jedes x € M und

jedes offene O ein U € B’ existiert, mit x € U C O.

Zu x € M existiert wegen des vorigen Lemmas eine offene prékompakte
Menge U, mit x € U,. Da B eine Basis ist, gibt es ein U € B mit
x € U C U,. Da Teilmengen prakompakter Mengen prakompakt sind,
folgt die gewiinschte Aussage. A

Sei nun (Uy)ren eine abzihlbare Uberdeckung von M mit prikom-
pakten offenen Mengen. Wir defineren die (K,) rekursiv: Wir setzen
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K, :=U;. Sind K3,..., K, schon definert, so gibt es wegen der Kom-
paktheit von K, ein k, > n + 1 mit

K, CUU...UU,,.

Wir definieren K, := U, U...U U_kn Dann ist K, kompakt. Das
Innere von K, enthalt U U. . .UUy, und damit K,, C K ;. Weiterhin

gilt aufgrund der Wahl von k,,, dass U, 11 C K,,+1. Deshalb ist die Folge
K,,n €N, eine Uberdeckung von M. O

Beweis. M ist parakompakt: Es seien M, C und B wie im Theorem.
Sei (K, )nen ein Uberdeckung von M aus kompakten Mengen wie im
vorherigen Lemma. Wir setzen V,, := K, \ Ky und W, := K7, \
K,,_1. Dann ist V,, eine kompakte Menge, die in der offenen Menge W,
enthalten ist. Weiterhin tiberdeckt (V},) die Mannigfaltigkeit M.

Sei nun n € N fixiert. Fiir jedes z € V,, gibt es ein C, € C mit x € C,.
Da B eine Basis ist, gibt es ein B, € B mit x € B, C C, N'W,,. Die
Menge {B, | z € V,,} ist eine Uberdeckung von V;,, und hat wegen der
Kompaktheit von V,, eine endliche Teiliiberdeckung, welche wir mit C,
bezeichnen.

Die Menge C' := U,C, ist eine abzihlbare Uberdeckung von M (da
(V,,) eine Uberdeckung ist). Nach Konstruktion sind alle Mengen aus
C, in einer Menge aus C und in W,, enthalten. Da W,, N W,, = () aufler
fiir n —2 < m < n+ 2 ist also C’ eine lokal endliche Verfeinerung von
C. Nach Konstruktion besteht sie nur aus Mengen aus B. U

Es ist manchmal niitzlich nur Karten zu betrachten, deren Bild Kugeln
sind. Eine Karte (U, ¢) (bzw. ihr Definitionsbereich) heifit Koordina-
tenkugel, falls p(U) eine offene Kugel in R™ (beziiglich der euklidischen
Metrik) ist. Eine Koordinatenkugel (U, ¢) heifit regulér, falls es eine
weitere Koordinatenkugel (U’,¢’) gibt, mit U C U’ und ¢'|y = ¢.
Da ¢ ein Hom6éomorphismus ist und auf U mit ¢ iibereinstimmt, gilt
¢'(U) = ¢(U). Da ¢(U) eine abgeschlossene Kugel in R” ist, ist U
Prakompakt. Fiir allgemeine Koordinatenkugeln muss dies nicht gelten
(Ubung).

Das folgende Lemma zeigt, dass es im topologischen Sinne geniigend
viele glatte Koordinatenkugeln gibt.

Folgerung. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann hat die To-
pologie von M eine abzdihlbare Basis aus requldren Koordinatenkugeln.

Beweis. Die Existenz folgt leicht, indem man den Definitionsbereich
glatter Karten verkleinert: Sei x € X und V' C M offen. Wir konstruie-
ren eine regulare Koordinatenkugel (U, ) mit z € U C V. Es sei (W, )
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eine glatte Karte mit z € W C V. Seien nun K, K’ offene Kugeln um
(x) mit K’ C (W), sodass K den halben Radius von K’ hat. Wir
definieren U := ¢~ }(K) und ¢ := 1|y. Die benotigte Fortsetzung ist
gegeben durch U’ := ¢ 1(K') und ¢’ := 9|y

Abzéhlbarkeit: Sei B eine Basis der Topologie von M. Aufgrund des
vorigen Theorems existiert eine abzédhlbare Verfeinerung B’ von B mit
regularen Koordinatenkugeln, die M iiberdeckt. Wegen dieser beiden
Eigenschaften ist B’ auch eine Basis. U

5. Existenz glatter Funktionen und Zerlegungen der Eins
In diesem Abschnitt diskutieren wir die Existenz glatter Funktionen
mit vorgegebenen Eigenschaften.

Das folgende Beispiel ist DER Prototyp einer glatten Funktion auf R,
die ab einer gewissen Stelle verschwindet.

Lemma. Die Funktion

0 falls t <0
ist glatt.

Beweis. Siehe Analysis I. O

Im folgenden Lemma bezeichnen U, (z) bzw. B,(z) die offene bzw. ab-
geschlossene Kugel vom Radius 7 mit Mittelpunkt z in (R™, |- |).

Lemma (Existenz glatter Abschneidefunktionen im R"™). Es sei 0 <
r < R. Dann gilt:

(a) Es existiert eine glatte Funktion h : R — R, mit h = 1 auf dem
Intervall (—oo,r], 0 < h <1 auf (r,R) und h =0 auf [R, c0).

(b) Es existiert eine glatte Funktion H : R — R, mit H = 1 auf B,(0),
0< H <1 auf Ug(0)\ B-(0) und H =10 auf R™\ Ug(0).

Beweis. (a): Es sei f die Funktion aus dem vorigem Lemma. Dann ist
h : R — R definiert durch
f(R—1)

h(t) =
f(R=1)+ f(t—7)
eine Funktion mit den gewiinschten Eigenschaften. Beachte, dass fiir
alle t eine der groflen R — ¢ oder ¢ — r positiv ist.

(b): Sei h eine Funktion wie aus (a). Dann hat H : R" — R, H(z) =
h(]z|) die gewiinschten Eigenschaften. d
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Definition (Glatte Zerlegung der Eins). Es sei C eine offene Uber-
deckung einer glatten Mannigfaltigkeit M. Eine Familie von glatten
Funktionen (¢¢)cec heiit mit C vertrdgliche Zerlegung der Eins, falls
sie die folgenden Eigenschaften hat:

(a) Fur alle C' € C gilt 0 < e < 1 auf M.
(b) Fur alle C' € C gilt supp ¢ C C.

(c) Die Familie der Tréger (supptc)cec ist lokal endlich, d.h. jeder
Punkt aus M hat eine Umgebung, die nur endlich viele der Tréger
schneidet.

(d) Fir alle z € M gilt

> dho(r) = 1.

cec

Bemerkung. Aufgrund von Eigenschaft (c¢) sind in der Summe in (d)
nur endlich viele Terme von 0 verschieden. Man muss sich daher keine
Gedanken um Konvergenz machen.

Theorem (Existenz glatter Zerlegungen der Eins). Es sei M eine glat-
te Mannigfaltigkeit und C eine offene Uberdeckung von M. Dann exis-
tiert eine mit C vertrdgliche Zerlequng der Eins.

Beweis. Jedes C' € C ist eine glatte Mannigfaltigkeit. Daher hat die
Topologie von C' eine abzahlbare Basis Bo aus reguldren Koordinaten-
kugeln (s.o.). Es ist leicht zu sehen, dass B := UcB¢ eine Basis der
Topologie von M ist. Aufgrund des Theorems zur Parakompaktheit
hat B eine abzahlbare lokal endliche Verfeinerung {U,, | n € N} C B.

Wir konstruieren nun zunéchst eine Zerlegung der Eins, die mit (et-
was vergrofierten) U,,n € N, vertraglich ist. Durch umnummerieren
erhalten wir am Ende die gewiinschte Zerlegung der Eins.

Zun € N sei C, € C gewahlt mit U, C C,,. Da U, eine regulére
Koordinatenkugel in C,, ist, gibt es eine Koordinatenkugel (V,,, ¢,,) mit
V, € Cp,und 0 < 7, < R, mit (nach Verschieben) ¢,(V,) = Ug,(0)
und ¢, (U,,) = U,, (0). Wir definiren die Funktion f, : M — R durch

F. H,op, aufV,
"0 auf M\ U, ’

wobei H, : R® — R eine glatte Funktion ist, die auf Urn@ strikt
positiv ist und sonst verschwindet. Da H,, o ¢, = 0 auf V,, \ U,, ist f,
wohldefiniert. Weiterhin ist f,, glatt und es gilt f,(z) > 0 genau dann,

wenn x € U, und damit suppf, = U,. Wir definieren die Funktion

f: M — R durch
fl@) = fala).

neN
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Da die Uberdeckung (U,) lokal endlich ist, sind in jeder Umgebung
eines festen Punktes nur endlich viele Summanden von f verschieden
von 0. Deshalb ist f glatt. Weiterhin gilt f > 0 auf M. Die Funktionen
gn := fn/f sind ebenfalls glatt und erfiillen 0 < g,, < 1, sowie

Zgn(x) =1, xe M.

neN

Nun miissen wir die Funktionen noch mit C' € C labeln. Wir definieren
¢C = Z 9n,
neN: C,=C
wobei Summen iiber leere Indexmenge als 0 interpretiert werden. Es
gilt
swpvc= | .2 |J Tcce

neN: C,=C neN: C,=C
Hier haben wir bei (!) die lokale Endlichkeit der Uberdeckung verwen-
det. Es gilt 0 < ¢ <1 und

ch(x) =12 € M.
ceC

Da die Uberdeckung (U,) lokal endlich ist, ist auch (U, ) lokal endlich
(11). Somit ist auch die Uberdeckung (supptc)cec lokal endlich. [

Folgerung (Existenz von Abschneidefunktionen). Es sei M eine glatte
Mannigfaltigkeit, U C M offen und F' C U abgeschlossen. Es gibt eine
Funktion ¢ € C*(M) mit ¢ = 1 auf F und suppyp C U.

Beweis. Wir betrachten die endliche Uberdeckung {U, M \ F'} von M.
Aufgrund des vorherigen Lemmas existieren Funktionen ¢, 1) € C*(M)
mit ¢ + 1 = 1 auf M und supp ¢ C U, sowie supp®) C M \ F. Daher
gilt ¢ = 0 auf F, weswegen ¢ = 1 auf F. O

Eine wichtige Folgerung ist die Fortsetzbarkeit differenzierbarer Abbil-
dungen.

Folgerung (Fortsetzung glatter Funktionen). Es sei M eine glatte
Mannigfaltigkeit, U C M offen und ' C U abgeschlossen. Fiir jedes
f e CU) existiert ein f' € C*(M) mit f' = f auf F.

Beweis. Sei ¢ eine glatte Abschneidefunktion auf M mit ¢ = 1 auf F
und supp ¢ C U. Wir definieren

. fo auf U,
S0 auf M\ UL

Die Funktion f’ ist glatt und hat die gewiinschten Eigenschaften. [

Ende 4. Vorlesung
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6. (Ko-)Tangentialraum und (Ko-)Tangentialbiindel

In diesem Abschnitt fithren wir den Tangentialraum ein. Er kann als
lineare Approximation der Mannigfaltigkeit interpretiert werden.

Definition (Derivation und Tangentialraum). Sei M eine glatte Man-
nigfaltigkeit und p € M. Eine R-Derivation im Punkt p € M ist eine
lineare Abbildung

£:C®(M) — R,

welche die Produktregel

§(fg) = f(p)&(g) + a(p)&(f)

fur alle f, g € C*°(M) erfiillt. Die Menge aller R-Derivationen im Punkt
p wird mit T, M bezeichnet und heifit Tangentialraum im Punkt p.

Durch Punktweise definierte Addition und Multiplikationen mit Ska-
laren ist der Tangentialraum in natiirlicher Weise ein R-Vektorraum.
Man kann ihn auch als Teilraum des (algebraischen) Dualraumes von

C* (M) auffassen.

Beispiel. (Partielle Ableitungen beziiglich lokaler Koordinaten) Sei M
eine glatte n-Mannigfaltigkeit und (U, ) eine Karte mit den Koordi-
natenfunktionen z' : U — R, i = 1,...,n. Fir f € C>®(M) definieren
wir die Funktion % f:U — R durch

)= 0,7 0 0™'] (0,

wobei 0; die tibliche partielle Ableitung beziiglich der i-ten Koordinate
im R"™ bezeichnet. Dann ist

0 0
| C®°(M R .
8$2 » C ( ) _> ) f '_> axl

p—

f(p)

eine R-Derivation in p. Der Zusammenhang zwischen a?ci und der Funk-

tion z¢ wird spéter noch deutlich und die Bezeichnung gerechtfertigt.

Bemerkung (Einsteinsche Summenkonvention). Um Formeln tber-
sichtlicher zu gestalten, verwenden von nun an die Einsteinsche Sum-
menkonvention. Tauchen in einer Formel die gleichen Indizes sowohl
oben als auch unten auf, so wird iiber sie summiert. Sind etwa eq, ..., e,
Vektoren im R-Vektorraum V und \!, ..., A" € R, so ist

n
A €; = A €;.
i=1

Wir verwenden untere Indizes fiir Basisvektoren in V' und obere Indi-
zes flir Koeffizienten der Basisdarstellung. Im dualen Vektorraum V*
handhaben wir es genau umgekehrt, dort verwenden wir obere Indizes
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fir Basisvektoren und untere Indizes fir die Koeffizienten der Basis-

darstellung. Ist ey, ..., e, eine Basis in V, so ist die zugehorige duale
Basis e!, ..., e" definiert durch
ey =ol =1 T
0 fallsi#j.

Ist v =10'¢; € V und £ = el € V*, so gilt
(v) = E(v'e;) = v'é(e;) = v'Eiel (e)) = v'E;8] = V6.
Ist g : V xV — R eine bilineare Abbildung und sind v = v'e; und
w = w’e; Elemente von V, so gilt
g(v,w) = g(e;, e;)v'w! = gijv'w,
wobel g;; := g(e;, €j). Die Koeffizienten g;; kénnen als Koeffizienten der

Darstellung von g im Raum V* ® V* beziiglich der Basis ¢’ ® /.4, j =
1,...,n, verstanden werden.

Theorem (Basis des Tangentialraumes). Es sei M eine glatte n - Man-
nigfaltigkeit. Fiir allep € M ist T,M einn - dimensionaler Vektorraum.
Ist (U, ) eine Karte mit p € U und lokalen Koordinatenfunktionen x',

1=1,...,n, so ist 8‘; p,i =1,...,n, eine Basis in T,M und fir alle
§eT,M gilt

=€ G| wobei €' =)
Bemerkung. e Wir haben die Einsteinsche Summenkonvention

bereits in der Formulierung des vorigen Theorems verwendet.

Der Index 7 in azi . zahlt hier als unterer Index.

e Der Ausdruck ¢(z') macht eigentlich keinen Sinn, da z’ nur
auf U € M und nicht auf ganz M definiert ist. Wir werden
aber unten sehen, dass T, M und T,,U auf natiirliche Weise iso-
morph sind. Dadurch kann eine Derivation in p auf M auch als
Derivation in p auf U aufgefasst werden, sodass der Ausdruck
&(z") definiert ist.

Es ist leicht zu sehen, dass die Vektoren aii ,

unabhéangig sind. Bevor wir nun ihre Vollstandigkeit beweisen kénnen,
benotigen wir einige Hilfsaussagen.

, v = 1,...,n, linear

Lemma (Satz von Taylor auf Mannigfaltigkeiten). Sei M eine glatte
n-Mannigfaltigkeit und sei (U,p) eine Karte mit lokalen Koordina-
tenfunktionen %, i = 1,...,n. Fiir jedes p € U ewistiert eine offene
Umgebung V- C U wvon p mit der folgenden Figenschaft: Fir jedes
f e C®(M) gibt es Funktionen h;j € C>(V'), sodass fir alle g € V gilt

f(q) = f(p)+ (' (q)—="(p)) a(jm- F0)+(@"(q) =" (p) (27 (q) =7 (p)) hij (q)-
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Beweis. Dies folgt direkt aus dem Beweis vom Satz von Taylor im
mehrdimensionalen angewendet auf die C*°-Funktion
fi=fop t:iplU)CR" =R,

Hier sind die Details. Da Verschiebungen glatte Funktionen sind, neh-
men wir ohne Einschrénkung an, dass ¢(p) = 0. Ferner wihlen wir eine
offene Kugel U,(0) C (U). Fir z € U,(0) gilt nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

f@) = J0)+ [ 5 fs) d

0

1

(Kettenregel im R™) = f(0) + x’/ O f (tz) dt
0
= f(0) + z'hi(Z).

Hier bezeichnet ' die Koordinaten von z beziiglich der Standardbasis
im R" und ﬁz = fol 0; f (t-) dt ist eine glatte Funktion auf U,.(0), welche
hi(0) = 0;f(0) erfiillt. Wenden wir diese Rechnung nun nochmal auf
h; statt auf f an, so erhalten wir glatte Funktionen h;; auf U,(0) mit

hi = 0,f(0) + 27 h;;. Nun setzen wir V := o~ 1(U,(0)) und h;; := hij 0 ¢
und erhalten die gewiinschte Aussage. O

Lemma (Derivationen sind lokale Operatoren). Es sei M eine glatte
Mannigfaltigkeit, p € M und £ € T,M. Sind f,g € C°(M) mit f =g
auf einer Umgebung von p, so gilt £(f) = £(g).

Beweis. Sei U eine offene Umgebung von p, sodass f(x) = g(x) fiir alle
x € U gilt und sei V C U eine weitere Umgebung von p, mit V C U.
Wir wihlen eine glatte Abschneidefunktion ¢ mit ¢ = 1 auf V und
supp ¢ C U. Es folgt

§(f —9) =&e(f—9) + & —9)(f —9))
=51 —9)(f—9))
(Produktregel) = (1 — ¢(p))&(f — g) + (f(p) — 9(p))E(1 — ¢)

=0.
Aufgrund der Linearitat von & folgt £(f) = &(g). O
Lemma. FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U C M offen. Fiir
p € U ist die Abbildung

v LU = T,M, (&)(f) == &(flv)

ein Vektorraumisomorphismus. Ist (V, ) eine glatte Karte fiir M mit
p €V, s0 bildet v den Vektor 2 ) (aufgefasst als Derivation auf C*(U)

Oz?
beziiglich der Karte (U NV, ¢|y)) auf den Vektor % » (aufgefasst als
Derivation auf C*(M) beziiglich der Karte (V,p)) ab.
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Beweis. Die Glattheit von Einschrankungen von glatten Funktionen
folgt aus der Wahl der differenzierbaren Struktur auf offenen Teilmen-
gen von M. Deshalb ist ¢ wohldefiniert. Die Injektivitdt und Surjekti-
vitat von ¢ sind Konsequenzen der Lokalitdt von Derivationen und der
Fortsetzbarkeit von glatten Funktionen (Ubung). O

Beweis. (Theorem iber eine Basis des Tangentialraumes). Es sei p €
M, (U, p) eine glatte Karte und V' C U eine relativkompakte offene
Umgebung von p, fir die der Satz von Taylor (s.0.) gilt. Wegen des
vorigen Lemmas genitigt es die Aussage fiir die glatte Mannigfaltigkeit V/
und die Karte (V, ¢|v) zu zeigen. Wir nehmen wieder an, dass ¢(p) = 0
und damit z‘(p) = 0,4 =1,...,n, gilt. Ist f € C>°(V) und £ € T,,V,

so zeigen der Satz von Taylor und die Definition von % . dass

() = €7 (0) + Ela' o ) + €' hy)
= () + £

p

mit geeigneten h;; € C(V). Wegen der Produktregel

§(1) =¢€(1-1) =1-£(1) +1-£(1) = 2¢(1)

gilt £(1) = 0 und damit &£(f(p)) = f(p)£(1) = 0. Weiterhin impli-
ziert die Produktregel und die Identitdt x'(p) = 0, 1 = 1,...,n, die
Gleichung

(' a? hig) = o' (p)&(a’ hig) + 27 (p)hay ()€ (") = 0.

Damit ist der Satz bewiesen. U

Bemerkung (Funktionenkeime). Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit
und p € M, so kann man auf C*°(M) folgende Aquivalenzrelation
einfiihren:

f ~g:sesgilt f =g auf einer Umgebung von p.

Die Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relation nennt man glatte Funk-
tionenkeime in p. Die Menge aller glatten Funktionenkeime in p erbt
in natiirlicher Weise die Struktur einer R-Algebra von C*°(M). Ein
wesentlicher Schritt im Beweis des vorigen Theorems war es zu zeigen,
dass eine Derivation auf C*°(M) im Punkt p auch als Derivation auf
den Funktionenkeimen in p aufgefasst werden kann.

Bemerkung (Tangentialraum des R™). Die globale Karte (R",idgn)
liefert eine globale Identifizierung von R™ mit 7,,R"™. Diese ist in gewisser
Weise kanonisch (siehe Ubung).

Ende 5. Vorlesung
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Alternativ kann der Tangentialraum auch mittels Aquivalenzklassen
von Kurven beschrieben werden. Diese Sichtweise ist zwar besonders
anschaulich, aber die Vektorraumstruktur des Tangentialraumes ist bei
diesem Zugang nicht sofort ersichtlich.

Es sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit und I C R ein offenes Intervall.
Zau einer glatten Kurve v : I — M und ¢t € [ assoziieren wir die
Richtungsableitung

V() : C(M) = R, f = (for)(1).

Die folgende Proposition zeigt, dass der Tangentialraum auch als Raum
der Richtungsableitungen von Kurven interpretiert werden kann.

Proposition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, I C R ein offenes
Intervall und v : I — M eine glatte Kurve. Fir alle t € I gilt 4(t) €
T,yM. Ist p € M gegeben, so ist die Abbildung

{v:(—¢,e) = M | e > 0,7 glatt mit v(0) = p} - T,M
v+ 7(0)

surjektiv.
Beweis. Ubung. O

Es ist natiirlich moglich, dass unterschiedliche Kurven dieselbe Deriva-
tion auf C*°(M) erzeugen. Identifiziert man solche Kurven, so erhélt
man eine alternative Beschreibung des Tangentialraumes im Punkt p
durch Aquivalenzklassen glatter Kurven durch p.

Definition (Kotangentialraum). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit
und p € M. Der zu T,M duale Vektorraum 7, M* heilt Kotangential-
raum in p.

Beispiel (Differential einer Funktion). Sei M eine glatte Mannigfal-
tigkeit und p € M. Das Differential von f € C°(M) im Punkt p ist
definiert als

df, - T,M — R, df,(&) :== £(f).

Offensichtlich gehort df, zum Kotangentialraum im Punkt p. Die Defi-
nition des Differentials entspricht ganz der Philosophie, dass die Ablei-
tung die Funktion durch eine lineare Funktion anndhert. Identifiziert
man den Tangentialraum T’ R mittels der globalen Karte (R, idg) mit
R selbst, so kann das Differential als lineare Abbildung df, : T,M —
Ty R aufgefasst werden. Es wird also sowohl die Abbildung als auch
die Mannigfaltigkeit durch lineare Strukturen approximiert. Diese Kon-
struktion lésst sich auch auf Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten
verallgemeinern (sieche Ubung).
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Proposition (Basis im Kotangentialraum). Es sei M eine glatte n-
Mannigfaltigkeit und p € M. Ist (U,p) eine Karte mit p € U und

lokalen Koordinatenfunktionen x*, i =1,...,n, so ist dx;,z' =1,...,n,
0

eine Basis in T,M*. Sie ist die duale Basis zu ,i=1,...,n. Ist

ozt Ip
feC>(M), so gilt
0 i
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass dx;),i =1,...,n, die zu % v 1=
1,...,n, duale Basis ist. Dazu berechnen wir
) 0 0 . 0 ) )
dz’ . = — )= —(2’ = 4.
ili'p (83;.1 p) oxrt » (ZE ) Ot (':E )(p) %

Hier haben wir verwendet, dass 27 o ™1 : p(U) — R die j-te Koordi-
natenabbildung auf dem R" ist. O

Bisher haben wir Tangentialraum und Kotangentialraum in jedem Punkt
separat behandelt. Es liegt nattirlich nahe, die (Ko)-Vektorwertigen

Funktionen p +— 8‘22- , oder p + df, zu betrachten und auf Stetig-
keitseigenschaften bzw. Glattheitseigenschaften zu untersuchen. Dazu
interpretieren wir sie als (glatte) Schnitte in den folgenden Vektorbiin-

deln.

Definition ((Ko-)Tangentialbiindel). Sei M eine glatte Mannigfaltig-
keit. Die Mengen

TM = | | T,M = | J{p} x T,M

peEM peEM

beziehungsweise

T™M* = | | T,M" = | J{p} x T,M"
peEM peEM
heiflen Tangentialbiindel bzw. Kotangentialbiindel. Mit © : TM — M,
(p, &) — p, bazw. 7 : TM* — M, (p,v) — p, bezeichnen wir die
Projektion auf die zugrundeliegende Mannigfaltigkeit.

Die Fasern 7~ !(p) = {p} x T,M und (7*)~*(p) = {p} x T,M* identifi-
zieren wir im Folgenden stets mit 7, M und T, M*.

Definition (Vektorfeld und Kovektorfeld). Sei M eine glatte Mannig-
faltigkeit und sei U C M offen. Eine Abbildung X : U — TM, p — X,
heiBt (lokales) Vektorfeld, falls m o X = idy (d.h. X, € T,M fiir al-
le p € U). Ein Vektorfeld heifit glatt, falls fir alle f € C*°(M) die
Abbildung

U—R, p— X,(f)
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glatt ist. Die Menge aller glatten Vektorfelder auf M bezeichnen wir
mit X(M).

Eine Abbildung w : U — T'M*, p — w, heiBt (lokales) Kovektorfeld,
falls 7 o w = idy (d.h. w, € T,M* fur alle p € U). Ein Kovektorfeld
heifit glatt, falls fur alle X € X(M) die Abbildung

U—=R, p— wy(X,)

glatt ist. Die Menge aller glatten Kovektorfelder auf M bezeichnen wir
mit X(M)*.
Beispiel. Ist (U, ¢) eine glatte Karte, so ist die Abbildung

0

ox’
ein glattes Vektorfeld und

dz’ U%TM*,pHdm;
ein glattes Kovektorfeld.

U —=TM,p—

i
8xp

Bemerkung. Durch punktweise definierte Addition und Skalarenmul-
tiplikation sind die Rdume der glatten Vektorfelder X(M) und Kovek-
torfelder X(M)* in nattrlicher Weise R-Vektorrdume. Ist X € X(M)
und f € C®°(M), so definieren wir

f-X:U—=TM p— f(p)X,.

Es ist fX offensichtlich ein glattes Vektorfeld. In diesem Sinne erhélt
X (M) die Struktur eines C*°(M)-Moduls.

Ist (U, ¢) eine Karte und X : U — T'M ein Vektorfeld, so lasst es sich
in lokalen Koordinaten schreiben als

X = XZF, wobei X' : U — R, p— X,(z").
:L»Z

Es ist X genau dann glatt, wenn die Funktionen X? glatt sind (Ubung).

Bemerkung (Differenzierbare Struktur auf Tangentialbiindel). Es sei
(M, D) eine differenzierbare n - Mannigfaltigkeit. Fiir eine glatte Karte
(U, ¢) € D mit lokalen Koordinatenfunktionen z*, i = 1, ..., n, definie-
ren wir auf T'M die Funktion

g (U) = o(U) x R", (p,éi

8xz > H((p<p>7£17"'7§n)'

Statten wir 7'M mit der von
{571O) | (U,¢) € D und O C R*" offen}

erzeugten Topologie T (der von den ¢ induzierten Initialtopologie) aus,
so ist (T'M,T) eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit und

{=(U).2) | (U.¢) € D}
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erzeugt eine glatte Struktur D auf TM. Ein lokales Vektorfeld auf M
ist genau dann glatt, wenn X : U — (T'M, D) eine glatte Abbildung
zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ist (Ubung). Ahnliches
gilt fir das Kotangentialbiindel.

Lokal ist das Tangentialbiindel (nach Definition der Topologie auf T'M)
homdéomorph zu O x R™, wobei O C R" offen. Die globale Topologie
der Mannigfaltigkeit 7'M hangt dagegen stark von M ab und ist sehr
interessant.

7. Untermannigfaltigkeiten

Offene Teilmengen einer glatten n - Mannigfaltigkeit erben in natiirli-
cher Weise die Struktur einer glatten n - Mannigfaltigkeit. Fiir gewisse
andere niederdimensionale Teilmengen ist dies auch moglich. Durch die-
se Prozedur erhalten wir viele (in einem gewissen Sinne alle) wichtige
Beispiele.

Definition (Untermannigfaltigkeit). Es sei M eine glatte n - Mannig-
faltigkeit und m < n. Eine Teilmenge S C M heifit m - dimensionale
glatte Untermannigfaltigkeit, falls fiir alle p € S eine glatte Karte (U, )
von M mit lokalen Koordinatenfunktionen ¢ : U — R existiert, mit
p € U und

SNU={qeU|2m"(q)=...=2"(q) =0}.
Eine solche Karte heifit glatter m-Schnitt fiir S.

Fir m < n bezeichnen wir mit 7, : R® — R™ die Projektion auf die
ersten m Koordinaten, das heifit

(2t 2™ 2™ ™) = (2t ™).

Proposition. Es seien M eine glatte n - Mannigfaltigkeit und S eine
m - dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit. Ausgestattet mit der
Unterraumtopologie ist S eine m - Mannigfaltigkeit und die Menge

As ={({UNS,mm o pluns) | (U, ) ist glatter m-Schnitt fir M}
ist ein C*°-verbundener Atlas fir S.

Beweis. Dieser Beweis kann genauso gefithrt werden wie der fiir glatte
Untermannigfaltigkeiten des R", sieche Ubung. Il

Im Folgenden statten wir eine Untermannigfaltigkeit S von einer gege-
benen Mannigfaltigkeit M stets mit der Unterraumtopologie und der
von Ag erzeugten glatten Struktur aus.

Zeichnung
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Beispiel. Glatte Untermannigfaltigkeiten des R", siche Ubung. Tat-
sichlich lasst sich zeigen, dass jede glatte n - Mannigfaltigkeit zu einer
glatten Untermannigfaltigkeit des R?"*! diffeomorph ist. Dieses Resul-
tat nennt sich Einbettungssatz von Whitney, siche [2, Theorem 6.15].

Ist S € M eine glatte Untermannigfaltigkeit, so kann der Tangen-
tialraum an S als Unterraum des Tangentialraumes an M aufgefasst
werden. Fiir p € S definieren wir die lineare Abbildung

vs 1 1,8 — TyM, 15(&)(f) = &(fls)-

Ist f: M — R glatt, so ist f|s eine glatte Funktion auf S und somit die
Abbildung tg wohldefiniert. Unter Verwendung von glatten Schnittko-
ordinaten rechnet man leicht nach, dass tg auch injektiv ist. Deshalb
identifizieren wir 7,,S mit ¢g(7,S) C T, M. In der Interpretation von
T,M durch von glatten Kurven induzierte Derivationen gilt fiir diese
Identifikation

TpS ={¥(0) [ v: (=&,€) = M glatt,e > 0,7(0) = p,7((—¢,¢)) € S}

Fir Untermannigfaltigkeiten des R™ entspricht dies der iiblichen geo-
metrische Deutung des Tangentialraumes, wenn der Tangentialraum
von R"™ iiber die globale Karte idg-» mit R™ identifiziert wird.

8. Riemannsche Metriken

Bisher haben wir nur (differential-)topologische und keine geometri-
schen Konzepte kennengelernt. Um Geometrie als das Studium von
geometrischen Objekten und ihren Kenngroflen zu betreiben, bendti-
gen wir (mindestens) die Begriffe Lénge und Volumen. Wir fithren sie
mittels riemannscher Metriken auf den Tangentialbiindeln ein.

Definition (Riemannsche Metrik). Es sei M eine glatte Mannigfaltig-
keit. Eine (glatte) riemannsche Metrik g = (g(p))perr auf M ist eine
Familie von Skalarprodukten g(p) : T,M x T,M — R, sodass fiir alle
X € X(M) die Abbildung

M —R, p— 9<p>(Xanp)

glatt ist. Ist g eine riemannsche Metrik auf M, so heifit das Paar (M, g)
riemannsche Mannigfaltigkeit.

Bemerkung. (a) Eine riemannsche Metrik ist keine Metrik im Sinne
eines metrischen Raumes. Wir werden aber spater sehen, dass je-
de riemannsche Metrik eine Metrik, den sogenannten geodatischen
Abstand, auf der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit induziert.
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(b) Ahnlich beim Tangentialbiindel kann man auch dem Biindel aller
Bilinearformen auf den Tangentialrdumen die Struktur einer glat-
ten Mannigfaltigkeit gegen. Der eben eingefithrte Glattheitsbegriff
Riemannscher Metriken ist damit kompatibel.

Sind §,n € T,M gegeben, so lassen wir oft den Referenzpunkt und g
weg und schreiben nur

(&m) = (& m)g = g(p)(&n) und [¢] == |¢], = g(p)(£, €)'

In der Basisdarstellung von &,7 beziiglich den lokalen Koordinaten
2t . 2" U — Rmit p € U gilt

(&) = gi;(p)EN,
mit

0

gij(p) = (% 0

, —
j
) Ox

).

p

Anders ausgedriickt bedeutet dies
g = gda' @ da?,

wobei
da' @ da? (&, n) == da' (§)da’ (n).

Ahnlich wie fiir Vektorfelder lésst sich leicht zeigen, dass die Glatt-
heitsforderung an die riemannsche Metrik genau dann erfiillt ist, wenn
fiir alle glatten lokalen Koordinaten (z') die zugehérigen Funktionen
(gi;) glatt sind.

Beispiel (R"). Identifiziert man den Tangentialraum von R™ auf ka-
nonische Weise (mittels der globalen Karte idg») mit R", so induziert
das Standardskalarprodukt auf R" eine riemannsche Metrik gg». In den
Standardkoordinaten des R™ gilt

<€a 7]>an = 5ij€i77ja
wobei 0;; = 1 falls 7 = j und d;; = 0 falls 7 # j.

Beispiel (S" und andere Untermannigfaltigkeiten). Die n-Sphére S™
ist eine Untermannigfaltigkeit von R™™!. Damit ist 7,S™ ein Unter-
raum von T,R™". Wir definieren gs» als Einschrinkung von ggn+1 auf
den Unterraum 7,S™. Das Paar (S",gs») ist eine riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Ahnlich lassen sich riemannsche Metriken von gegebenen
Mannigfaltigkeiten auf glatte Untermannigfaltigkeiten einschranken.

Bemerkung. Mittels des Satzes iiber die Zerlegung der Eins (s.o0.) lasst
sich leicht zeigen, dass jede glatte Mannigfaltigkeit eine riemannsche
Metrik besitzt (Ubung).
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Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) gibt es einen durch
die Metrik induzierten Isomorphismus

M = T,M*, € (n) = (€, m).
In lokalen Koordinaten (z°) gilt

) 9 % 9 % i
' = gzbd‘rp = gb( ori )dxp = <£7 % >d$p = gl](p)gjd'rp
p »
und somit 4
& = 95 (n)€’.
Beziiglich der Basen { 2; p} in T, M und {dz}} in T, M* wird die lineare

Abbildung * also von der Matrix (g;;(p))7,—, dargestellt. Oft lisst man
> weg und schreibt nur (&) statt (&) fiir die Komponenten von &”.
In diesem Sinne operiert * indem es mittels der Metrik Indizes nach
unten verschiebt. Die Umkehrabbildung zu > wird mit * : T,M* — T,M
bezeichnet. In den gegebenen lokalen Koordinaten gilt fiir w € T, M*

(W) = g" (P,
wobei (¢”(p)) die Eintrige der zu (g;;(p)) inversen Matrix sind. Auch in
diesem Fall schreibt man oft nur (w?) statt (w#)! fiir die Komponenten
von W, sodass  Indizes anhebt. Die Bezeichnungen * und # stammen

aus der Musiktheorie und die Isomorphismen werden auch musikalische
Isomorphismen genannt. Offensichtlich gilt fir w € T,M*

(Whm) = (W) (n) = w(n).

Die fiir uns wichtigste Anwendung der musikalischen Isomorphismen
ist die folgende Definition.

Definition (Gradient). Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltig-
keit und f € C*°(M). Das glatte Vektorfeld

Vi :=V,f = (df)*
heit Gradient von f.

In lokalen Koordinaten (z') gilt

. . 0
(V1) = o)y = g7 57
und somit o7 o
VI =9 e o
Weiterhin gilt
(V.6 =df(&) =£(f)
und 5 8
v = gi 2L 0T

oxt Oxd’
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Bemerkung (Geometrische Deutung Gradient). (a) Ist £ € T,M und

f € C®(M), so kann £(f) als Anderung der Funktion f im Punkt
p in Richtung ¢ aufgefasst werden. Der Gradient einer Funktion
zeigt in Richtung der stiarksten Anderung, d.h. fiir n = |V |71V f
und alle £ € T,M mit ], = 1 gilt
E(f) < n(f).
(Denn:
1
(f) = (V1,6 <[V =( i

Damit man die Richtung der stirksten Anderung iiberhaupt defi-
nieren kann, bendtigt man den Begriff der Lange eines Tangenti-
alvektors. Sonst kann man unterschiedliche Richtungen nicht ver-
gleichen.

V) ={Vfim =n(f))

Es sei (M, g) eine glatte riemannsche n - Mannigfaltigkeit. Ist f :
M — R eine glatte Funktion mit df, # 0 fir alle p € M und
C € Bild(f), so ist

S={xeM| f(z)=C}

eine (n — 1) - dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit (verwende
eine geeignete Version des Satzes iiber implizite Funktionen). In
jedem Punkt p € S steht Vf(p) senkrecht auf 7,5, d.h. fir alle
€ eT,S gilt
(&, Vf)=0.
(Denn: Sei £ € T,S und v : (—¢,¢) — S glatt mit 4(0) = £. Dann
gilt
f(y(h) = f(p)

(V£3(0) = 4(0)(f) = i D )

In diesem Sinne steht der Gradient einer Funktion senkrecht auf
ihren Konstanzflachen.

9. Der geoditische Abstand

Auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, ¢g) kann gentigend glatten
Kurven eine Lénge zugeordnet werden. Ist I C R ein Intervall und

v o

I — M stetig und stiickweise glatt (es existieren endlich viele

Punkte ¢,...,t, € I, sodass v : I\ {t1,...,ts} — M glatt ist), so
definieren wir die Ldnge von ~ durch

L= [ ko)

nf I

Ende 7. Vorlesung
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Bei unbeschrinktem oder nicht abgeschlossenem Parameterbereich [
kann L(v) unendlich sein. Falls das Bild von v im Kartengebiet einer
Karte enthalten ist, gilt in den zugehorigen lokalen Koordinaten

sup I

o) = [ fat@neseia = [ e

nf I inf 1

Konvention: Ahnlich wie bei Karten betrachten wir von nun an nur
noch stiickweise glatte Kurven und verwenden die Begriffe “Kurve” und
“stiickweise glatte Kurve” synonym.

Wir sagen eine Kurve v : [a,b] — M mit a,b € R verbindet die Punkte
x € M und y € M, falls y(a) = x und v(b) = y. Mittels der Lange von
Kurven definieren wir den geoddtischen Abstand p : M x M — [0, o0]
durch

p(z,y) == pg(x,y) :=inf{L(y) | v verbindet = und y}.

Wir verwenden hier die Konvention p(z,y) = oo, falls  und y nicht
durch eine Kurve verbunden sind, also das Infimum iiber eine leere
Menge gebildet wird.Offensichtlich gilt

(a) p(z,z) =0 fir alle z € M,
(b) p(z,y) = p(y, z) fir alle z,y € M,
(c) p(z,y) < p(z,2) + p(z,y) fir alle ,y, 2 € M.

Eine Kurve v, die z und y verbindet und L(v) = p(x,y) erfiillt, heifit
Geodite.

Bemerkung. In der Regel ist es schwer den geodatischen Abstand und
Geodéten (falls sie existieren) genau zu bestimmen.

Beispiel. Auf (R”, ggn) gilt pgy. (,y) = |z — y|. Geodaten sind gerade
Linien.

Beweis. Da die Gerade, die = und y verbindet, die Lénge |x — y| hat,
gilt pgen (7, y) < |z —yl.

Euklidische Rotationen und Verschiebungen dndern nichts an der Lan-
ge von Kurven (!) und am euklidischen Abstand. Deshalb diirfen wir
annehmen, dass = # 0 # y auf einer Gerade durch 0 und (1,0, ...,0)
liegen. Sei idg~ die Standartkarte mit zugehorigen Koordinatenfunktio-
nen z', i =1,...,n. Ist £ € T,R", so gilt beziiglich dieser Koordinaten

€ = (grn ()is€'€ = 05" = 3 (€)= (€1)*,

7
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Fiir eine Kurve v : [a,b] — R", ¢t — (y'(t),...,7"(t)), die x und y
verbindet, erhalten wir damit

v = [ oz [y [

Da z,y auf einer Gerade durch 0 und (1,0, ...,0) liegen, erhalten wir
|71 (b) — v(a)] = |x — y| und die Aussage ist bewiesen. O

dt > |y (b) —~'(a)].

dl
EW

Beispiel. Auf offenen konvexe Teilmengen von R™ stimmt die indu-
zierte geoditische Metrik mit der euklidischen Metrik iiberein (Ubung).
Sei [a,b] ein Intervall (aufgefasst als Teilmenge [a,b] x {0} C R?) und
M :=R?\ [a,b] C R? ausgestattet mit der von R? geerbten riemann-
schen Metrik gys. Es ist p,,, (2, y) gegeben durch

|z —y| falls 7y N [a, b] = 0,
min{|z —a| + |y —a|, |z — b| + |y — b|} sonst.

(Ubung). Nicht fiir alle Punkte existieren Geodéten

Ob p den Wert unendlich annimmt oder nicht hangt nur vom topolo-
gischen Zusammenhang der Mannigfaltigkeit ab.

Proposition (Wegzusammenhang v.s. topologischer Zusammenhang).
Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Die folgenden Aussa-
gen sind Aquivalent.

(i) M ist topologisch zusammenhdingend, das heiffit M = O1 U O,
fiir zwei disjunkte offene Mengen O; C M impliziert Oy = ()
oder Oy = ().

(ii) Firallex,y € M existieren a,b € R und eine stickweise glatte
Kurve 7y : [a,b] = M, die x und y verbindet.

(iii) Fir alle z,y € M gilt p(z,y) < oo.
Beweis. (ii) < (iii): Das folgt aus der Definition von p durch geeignete
Reparametrisierung.

(i) = (ii): Es sei x € M gegeben. Man rechnet leicht nach, dass die
Mengen

O :={y € M | es existiert eine Kurve, die x,y verbindet}
und Oy := M \ Oy offen sind. Da = € O, folgt M = Oy, da M topolo-

gisch zusammenhangend ist.

(ii) = (i): Angenommen es existieren nichtleere disjunkte offene Men-
gen 01,0y C M, mit M = O,UQO,. Wir wahlen x € Oy, y € Oy und eine
Kurve v : [a,b] — M, die z und y verbindet. Dann ist v~ (O;), 77 1(O3)

Zeichnung
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eine disjunkte offene Uberdeckung vom Intervall [a, b]. Da Intervalle to-
pologisch zusammenhéngend sind, folgt v~1(0;) = 0 oder v~ 1(O,) = 0,
ein Widerspruch. Il

Definition. Eine riemannsche Mannigfaltigkeit heiflt zusammenhdn-
gend, wenn sei eine der dquivalenten Bedingungen des vorigen Lemmas
erfillt.

Bezeichnung. Ist d eine Metrik auf einer Menge X, so verwenden wir
fir r > 0 und A C X die Bezeichnungen

UNA)={y € X |d(Ay) <r}und BYA) ={y e X |dA,y) <r}.
Hier ist d(A,y) = inf{d(z,y) | z € A}.

Auf zusammenhéngenden riemannschen Mannigfaltigkeiten ist der geo-
datische Abstand eine Metrik, die die Topologie der Mannigfaltigkeit
induziert.

Theorem. Es sei (M, g) eine zusammenhdngende riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Der geoddtische Abstand p ist eine Metrik, die die Topo-
logie von M erzeugt.

Lemma. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir alle
p € M ezistieren eine Karte (U, ) mit p € U und C > 0, sodass

Cp(2) = p(y)l < pla,y) < Cle(a) — o (y)]
fur alle x,y € U.

Beweis. Wir wéhlen eine reguldre Koordinatenkugel (V) (s.0.) mit
p € V. Da g ein Skalarprodukt ist, ist die Matrix (g;;(p)) fur jedesp € V'
positiv definit. Wegen der Stetigkeit der Abbildung V — R, p + g;;(p)
und der Kompaktheit von V (hier wird die Regularitit verwendet)
sind die Matrizen (g;;(p)) sogar gleichméBig positiv definit. Es existiert
demnach C' > 0, sodass

C2Y (&) < gi(p)€d < C*H (&)

)

fir alle £ € R™ und p € V. Diese Ungleichung bedeutet, dass auf ¢(V)
die von ¢ induzierte und die euklidische riemannsche Metrik dquivalent
sind.

Ist 4 : [0,1] = o(V),t — p(z) +t(p(y) — ¢(z)) die Gerade, die ¢(x)
und ¢(y) verbindet, so erhalten wir mittels obiger Abschitzung
p(z,y) < L{¢™" 0F) < Clo(x) — o).

Fir die untere Abschiatzung miissen wir V' noch etwas verkleinern.
Es sei r der Radius der Kugel ¢(V) um ¢(p). Wir definieren U :=
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o YU, 3(¢(p))). Es sei v : [a,b] — M eine Kurve, die z,y € U verbin-

det. Verlasst die Kurve v o ¢ die Kugel ¢(V') nicht, so gilt

L(7) > C () — o(y)l,

da Geraden auf Kugeln den geodétischen Abstand beziiglich der eu-
klidischen Metrik minimieren (siehe Beispiel oben). Verlésst v o ¢ die
Kugel ¢(V), so bezeichnen wir mit ¢ den ersten Punkt auf dem Rand
d(¢(V)), den v o ¢ trifft und mit n die Einschrankung von 7 bis zum
Punkt v(p~1(¢)). Dann liegt 1 o ¢ komplett in (V) und wir erhalten

aufgrund der Wahl von U und ¢

L) 2 Lin) > €M p(a) — ¢ > 072 > 07 ole) — ()]

Das beendet den Beweis. O

Beweis. (Theorem iber den geoddtischen Abstand). Seien z,y € M mit
x # y. Zunichst miissen wir p(x,y) > 0 zeigen . Wir wihlen eine Karte
(U, ¢) wie im vorigen Lemma mit x € U. Ist y € U, so folgt die Aussage
sofort aus dem Lemma. Ist y ¢ U, so wiahlen wir eine euklidische Kugel
B,(¢(x)) € @(U) um ¢(z). Jede Kurve v, die z und y verbindet,
muss den Rand d(¢ (B, (¢(x))) = ¢ 1 (0B,(¢(z))) in einem Punkt 2
treffen. Es folgt L(y) > p(x,2) > C7Yp(x) — ¢(2)| = C~'r und somit
p(z,y) > C~lr > 0.

Um die Aquivalenz der Topologien zu beweisen muss man zeigen, dass
jede offene Teilmenge von M eine p-Kugel enthélt und umgekehrt jede
p-Kugel eine offene Menge von M enthélt. Dies folgt leicht aus dem
vorigen Lemma. U

Bemerkung. Da jede glatte Mannigfaltigkeit eine riemannsche Metrik
besitzt, zeigt der Satz, dass die Topologie jeder glatten Mannigfaltigkeit
metrisierbar ist.

Lemma. Fs sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir alle
r,0 >0 und x € M gilt

U3 (Bl (x)) = UL ().

Beweis. Die Inklusion Uf(BF(z)) C U?

! s(x) folgt leicht aus der Drei-
ecksungleichung fiir p.

Sei nun z € M mit r < p(z,z) < r + d gegeben. Wir konstruieren eine
Kurve 7, die x und z verbindet, und L(vy) < r + ¢ erfillt.

Es sei
e:=r+0d—pz,z)>0.

Zeichnung.

Ende 8. Vorlesung
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Wir wéhlen eine Kurve v, die z und z verbindet und
€
pe,2) > L(7) - 5
erfilllt. Es sei ¢ der erste Punkt auf v, mit p(x, () = r (dieser existiert
nach dem Zwischenwertsatz) und es sei y; der Anfangsteil von ~, der in
¢ endet. Mit 5 bezeichnen wir den Rest der Kurve 7. Es gilt ( € B?(x)
und
L(y) = L(m) + L(72) Z 7+ L(72) 2 7+ p(2, ().
Wére z € M\ UZ(BF(z)), so wiirde p(z,() > ¢ gelten und damit
€ € €
r+d=px,z)+e> L(7)+§ 27‘+p(z,§)—|—§ 2r+5+§.
Dies ist ein Widerspruch. U

Die Vollstandigkeit vom metrischen Raum (M, p) kann mithilfe von
topologischen Eigenschaften charakterisiert werden.

Proposition (Topologische Eigenschaften v.s. Vollstandigkeit). Es sei
(M, g) eine zusammenhdngende riemannsche Mannigfaltigkeit. Die fol-
genden Aussagen sind dquivalent.

(i) (M, p) ist vollstindig.
(ii) Alle abgeschlossenen p-Kugeln sind kompakt.

Beweis. (ii) = (i): Jede p-Cauchy-Folge ist in einer abgeschlossenen
Kugel enthalten und hat demnach eine konvergente Teilfolge. Cauchy-
Folgen mit konvergenten Teilfolgen konvergieren.

(i) = (ii): Es sei z € M und I := {r > 0 | B?f(x) ist kompakt}.
Offensichtlich ist I ein Intervall, welches 0 enthéalt. Wir beweisen, dass
I rechts offen und abgeschlossen ist (d.h. offen und abgeschlossen als
Teilraum von [0, 00)), also I = [0, c0) gilt.

I ist offen: Da p die Topologie von M erzeugt, sind kleine abgeschlosse-
ne p-Kugeln kompakt. Sei r € I. Fir jedes y € BP(x) existiert demnach
gy > 0, sodass BE (y) kompakt ist. Da Bf(x) kompakt ist, wird es von
endlich vielen zugehdrigen offenen Kugeln U2 (y1),-- -, ue, (yx) tiber-
deckt. Sei nun

k
A= B2, ()
i=1
und
30 :=inf{p(w, M \ A) | w € Bf(x)}.

Da B?(x) kompakt und w — p(w, M \ A) stetig ist, gilt § > 0. Mithilfe
des vorigen Lemmas erhalten wir

B7'»0+5(1‘) - Uf+25(x) = Uzpé(Br(x)) C A
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Die letzte Inklusion folgt aus der Tatsache p(z,y) > 30 fir z € M \ A
und y € BFf(x). Da A als endliche Vereinigung kompakter Mengen
kompakt ist, folgt » + 0 € I und damit die Offenheit von I.

I ist abgeschlossen: Sei r > 0 mit [0,7) C I. Wir zeigen [0, 7] C I. Sei
(x,,) eine Folge in B?(z). Da die Metrik p das Infimum tber Pfadlangen
ist, existiert zu jedem m € N ein 2 € B,_1 () mit p(z,,z]) < 2.
Da die Kugeln B, 1 (x) nach Voraussetzung kompakt sind, kénnen wir
mithilfe eines geeigmneten Diagonalfolgenarguments Indizes n; finden,
sodass fiir jedes m die Folge (27 ) konvergiert. Dann ist (7,,) eine
Cauchy-Folge, da

m m m m 4 m m
p(mnk’xnl> S p(l’nk’mnk) +p(‘rnk7‘rm) +p(mnl’xnl> S E +p(xnk7mnl)

Wegen der Vollstandigkeit von (M, p) ist (z,,) konvergent. Demnach
ist B?(x) kompakt. d

Bemerkung. Die Charakterisierung von Vollsténdigkeit iiber die Kom-
paktheit der Bélle gilt allgemein in lokal kompakten metrischen Rau-
men, deren Metrik durch die Lénge von Kurven induziert ist. Diese
Aussage ist auch als Satz von Hopf-Rinow bekannt.

10. Das riemannsche Volumen

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff des Volumens von Teilmen-
gen einer riemannschen Mannigfaltigkeit ein. Wir werden es mithilfe
des Lebesgue-Mafles auf Kartengebieten definieren. Dazu betrachten
wir zunachst eine Transformationsformel fiir die Matrixdarstellung der
riemannschen Metrik.

Es sei (M,g) eine riemannsche n-Mannigfaltigkeit und (U, ¢) bzw.
(V, %) Karten mit lokalen Koordinatenfunktionen (z') bzw. (y7). Die
Ableitung des Koordinatenwechsels ¢ o o™ : (U NV) = (U NYV)
im Punkt ¢(p) bezeichnen wir mit J(p) € Lin(R"™). Fiir die Matrixdar-
stellung von J in Standardkoordinaten (Jacobimatrix) gilt

TEp) =0, [ o o™']" (o)
=0; [y* o vo7'] (0(p))

_ oyt

Dabei ist k der Zeilenindex und 4 der Spaltenindex der Matrix (JF). Im
folgenden Lemma bezeichnet ¢g¥ die Matrixdarstellung von g beztiglich
(U, ¢) und g% die Matrixdarstellung von g beztiglich (V).

Zeichnung

Ende 9. Vorlesung
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Lemma (Transformationsformel riemannsche Metrik). Auf U NV gilt
gv=J Tg¢J.

Hier bezeichnet J* die zu J transponierte Matriz.

Beweis. Wir kennen bereits die Basistransformation

0 _ W0 _ 50
ozt Ozt Oy C oYk’

Die Definition von ¢¥ und ¢¥ liefert nun

o 0. .. 0 0

. _ gk Y gl _ T
9= ot o = N Mgy e = gl = (S0

Das beendet den Beweis. O

Theorem (Existenz und Eindeutigkeit riemannsches Volumen). Es sei
(M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Auf der Borel-o-Algebra von
M ezistiert ein eindeutiges Maj$ voly, sodass fiir alle glatten Karten
(U, @) und alle Borel-messbaren A C U gilt

VOlg(A) = / det(gw o) @_1) dA.
©(A)

Hier ist (gi;) die Matrizdarstellung von g beziglich (U,¢) und X das
Lebesgue-Maf auf p(U). Fir alle kompakten K C M gilt vol,(K) < 0.

Beweis. Existenz im Kartenbereich: Ist (U, ¢) eine Karte und A C M
eine Borelmenge, so definieren wir py durch

po(A) = / det(gij o o~1) dA
»(AND)

ein Maf3 auf der Borel-o-Algebra von M (beachte dass Homéomorphis-
men Borelmengen auf Borelmengen abbilden).

Vertréglichkeit der uy: Seien (U, ), (V, 1) Karten und A C UNV eine
Borel-Menge. Wir zeigen juy(A) = puy(A). Wir setzen & := 1o p! :
e(UNV) = y(UNV). Mit der Notation aus dem vorigen Lemma gilt
D&(p(p)) = J(p) und

det(g5(p)) = | det J(p)|* det(g;(p))-
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Der Transformationssatz fiir das Lebesgue-Maf liefert

/ \det(gl o p=1) dA = / det(gy; 0 =) dA

_ / \/det(gij o1 o ®) | det DD| dA
©(A)

= / det(g o ¢~1) | det DD|dA

/ det( gwocp 1) |det J oo dA

/ \/det( gmogo

Dies zeigt die Vertraglichkeit der .

Existenz auf ganz M: Es sei (Uy, ¢n)nen €in abzéhlbarer Atlas von M
und (1, )nen eine mit (Uy, ) e vertragliche Zerlegung der Eins. Fiir eine

Borelmenge A definieren wir
Zeichnung

voly(A) ==Y /A Undpy, -
n=1

Offensichtlich ist vol, ein MaB. Ist (U, ¢) eine Karte und A C U eine
Borelmenge, so gilt

volg(A) =) /A ndp,
n=1

(ACU) Z Yndpy,

ANU

o

(Vertraglichkeit der py) = Z Undpigs

= JAanu

(Z ¥, = 1, Beppo-Levi) = uy(A).

Demnach hat vol, die gewiinschte Koordinatendarstellung.

Eindeutigkeit: Die Eindeutigkeit folgt mit einer ahnlichen Rechnung
wie eben. Seien (U, ¢,) und 1, wie oben und sei p ein weiteres MaB,
welches fiir alle Karten (U, ¢) und Borelmengen A C U die Gleichung
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w(A) = uy(A) erfiillt. Fir jede Borelmenge gilt

voly(A) =) /A Undpi,
n=1
= Z Undp,

ANU,
(1 =y, auf U,) = i Yndp
ANU,
(supp ¢, C Un) / Undp
Zz/Jn =1, Beppo-Levi) = ,u(A :
Das beendet den Beweis. U

Bemerkung. Die Idee, ein Borel-Maf} auf einer Mannigfaltigkeit durch
eine geeignete Wahl von Dichten beziiglich des Lebesgue-Mafles in den
Kartendarstellungen zu definieren, ist natiirlich. Man muss nur sicher-
stellen, dass die Dichten kompatibel mit Kartenwechseln sind. Unserer
Wabhl liegt folgende Beobachtung zugrunde. Ist (.5, gs) eine glatte Un-
termannigfaltigkeit von (R™, ggn ) mit induzierter riemannscher Metrik,
so ist voly, das aus den Analysisvorlesungen bekannte Oberflichenmafl
auf S (Ubung). Dessen Definition wiederum lisst sich heuristisch aus
dem Transformationsverhalten des Volumens von Wiirfeln unter linea-
ren Transformationen und einem Approximationsargument herleiten.

11. Transformationen riemannscher Metriken

In diesem Abschnitt diskutieren wir kurz den Isomoprhismusbegriff fiir
riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Definition (Ableitung). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und
F: M — N glatt. Die Ableitung von F' im Punkt p € M ist die lineare
Abbildung

DF(p) : T,M — TpeyN, &= [f = &(f o F)].

Statt DF(p) schreibt man auch kurz F,(p) und nennt die induzierte
Abbildung F, : TM — TN Pushforward.

Bemerkung. e Das oben schon eingefithrte Differential ist die
Ableitung einer reellwertigen Funktion.

e Um Ableitungen von Funktionen auf Mannigfaltigkeit zu de-
finieren, muss man nicht nur die Funktion sondern auch den
Raum linearisieren.
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e Identifiziert man die Tangentialrdume des R" iiber die globale
Karte (R",idg») mit R", so liefert der oben eingefithrte Be-
griff der Ableitung den tblichen Begriff der Fréchet-Ableitung
(Ubung).

e Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und idy, : M — M die
Identitatsabbildung, so gilt Didys(p) = idg, -

Lemma (Kettenregel). Es seien M, N, L glatte Mannigfaltigkeiten und
F:N—Mund G: M — L glatte Funktionen. Es ist G o F glatt und
fiir alle p € M gilt

D(G o F)(p) = D(G)(F(p)) o D(F)(p)-
Beweis. Dies folgt direkt aus den Definitionen. O

Definition (Pullbackmetrik). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit,
(N, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und F' : M — N glatt. Die
Familie von Bilinearformen F*g = (F*g(p))yem, welche durch

Fg(p) : T,M x T,M — R, (§,1) — g(F(p))(F.(p)&: Fi(p)n)
gegeben ist, heifit Pullback von g.

Bemerkung. e Im Allgemeinen ist der Pullback einer riemann-
schen Metrik keine riemannsche Metrik, die Bilinearformen
konnen ausgeartet sein. Tatsidchlich ist F*g genau dann ei-
ne riemannsche Metrik, wenn F,(p) in jedem Punkt p € M
injektiv ist. In diesem Fall heifft F' Immersion. Aufgrund der
Kettenregel sind alle Diffeomorphismen Immersionen, ihre Ab-
leitungen sind Vektorraumisomorphismen (Ubung).

e Ist S eine glatte Untermannigfaltigkeit von (M, g), so ist die
Inklusionsabbildung ¢ : S — M,x — x eine glatte Immersi-
on. Die Einschrinkung von ¢ auf T'S ist gegeben durch t*g
(Ubung).

e Fiir den Pullback der Metrik gilt dann
F*g = g(F,-, F.).

In diesem Sinn sind Pullback und Pushforward duale Opera-
tionen.

e Man kann natiirlich auch beliebige Bilinearformen auf T'N mit
dem Pullback zuriickziehen.

Definition (Riemannsche Isometrie). Es seien (M, gy) und (N, gn)
riemannsche Mannigfaltigkeiten. Ein Diffeomorphismus F' : M — N
heifit riemannsche Isometrie, falls F*gn = gp. In diesem Fall heiflen
(M, gar) und (N, gn) isometrisch Isomorph
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Bemerkung. Jede riemannsche Isometrie F' : M — N ist auch eine
Isometrie der Metrischen Rdume (M, p,,,) und (N, py,) (Ubung), d.h.
es gilt
ng(a:,y) = pgN(F(x)aF(y))'

Tatséchlich gilt auch die Umkehrung dieser Aussage und ist bekannt
als Satz von Myers-Steenrod. Jede metrische Isometrie F': (M, py,,) —
(N, pgy) ist automatisch eine riemannsche Isometrie, siche [4, 5]. Dies
ist besonders bemerkenswert, da an metrische Isometrien zunachst kei-
ne Glattheitsanforderungen gestellt werden.

Bemerkung. Nach einem tiefen Satz von John Nash ist jede riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Dimension n isometrisch Isomorph zu einer
Untermannigfaltigkeit des R?"™! (ausgestattet mit der Standartme-
trik).

12. Beispiele - Modellmannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt behandeln wir Beispielklassen von Mannigfaltig-
keiten, fiir die man alle eingefithrten Groflen recht explizit berechnen
kann.

Seien (X, Dx) und (Y, Dy) glatte Mannigfaltigkeiten. Wir statten das
Produkt M := X X Y mit der Produkttopologie und der von

{((p,9),U x V) | (U,) € Dx und (V%)) € Dy}

erzeugten glatten Struktur Dy, aus. Die glatte Mannigfaltigkeit (M, D))
heilt kartesisches Produkt von (X,Dx) und (Y,Dy). Ist y € Y gege-
ben, so erzeugt jede Derivation £, € T, X eine Derivation &, , € T{, )M

durch

gx,y(f) = 5x(f(>y))
Die Abbildung T, X — T, )M, & + &, ist linear und injektiv. In
diesem Sinne kann T, X als Unterraum von T, , M aufgefasst wer-
den. Analog erhdlt man zu gegebenen z € X eine Abbildung T7,Y —
Tz M, 1y = 1y y. Der Tangentialraum an das Produkt ist die direkte
Summe dieser beiden Unterrdume

TpyM = T,X & T,Y.

Zu jedem Vektor § € T(,,) M existieren also eindeutige {x € T, X und
& € T,Y (hier sind die Raume aufgefasst als Unterrdume von T\, ,) M)

mit § = &x + &y Bs gilt £x(f) = £(f(,y)) und & (f) = £(f (2, -)).

Ist gx eine riemannsche Metrik auf X und gy eine riemannsche Metrik
auf Y, so definieren wir fiir {,n € T\, M

(9x @ gv)((z,9))(&n) == gx(2)(Ex,nx) + 9v (¥) &y, ny ).
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Die riemannsche Mannigfaltigkeit (M, gx @ gy) heiBt riemannsches
Produkt von (X, gx) und (Y, gy).

Ist ¢ : X — (0,00) eine glatte Funktion, so kann man auch die rie-
mannsche Metrik

(9x @y 9v) (2, 1)) (& n) == gx (x)(Ex, nx) + L2 (@) gy () €y, my)

betrachten. In diesem Fall heifit (M, gx @y gy) verzerrtes Produkt
(Warpprodukt) von (X, gx) und (Y, gy). Ist klar welche Metriken be-
trachtet werden, so schreibt man auch kurz X ® Y fiir das riemannsche
Produkt und X ®,, Y fiir das Warpprodukt von (X, gx) und (Y, gy).

Bemerkung. Der Exponent zwei bei 9? wird beim Warpprodukt aus
Skalierungsgriinden gewahlt.

Viele bekannte Beispiele sind Warpprodukte (oder lokal Warpproduk-
te). Dies diskutieren wir nun anhand von R™ und S™.

Proposition (Polarkoordinaten im R™). Die Abbildung
®:R"\ {0} — (0,00) x S 1,z (r(x),0(x)),

mit r(z) = |z| und 0(x) = |z| ' ist eine riemannsche Isometrie der
Mannigfaltigkeiten R™\ {0} und (0,00) ®,S"!, wobei ¢ : (0,00) — R,
o) = 7.

Beweis. Offensichtlich ist @ ein Diffeomorphismus. Es seien (z) die
Standardkoordinaten des R™ und
7 (0,00) x S = R, 7((2%,...,3")) = T".
Wir setzen 7 := 7% 0 ® und f? := 7' o ®, und erhalten
d=rfifiri=1,...,n
Die Produktregel fiir das Differential liefert
de' = fidr + rdf*.

Quadrieren dieser Gleichung (beziiglich des Tensorproduktes fir Ko-
vektoren) impliziert

(da)* = (f)*(dr)* + (rdr)(f'df*) + (f'df*) (rdr) + r*(df*)*.

Differenzieren der Gleichung

n

do(f)yP=1

i=1

zeigt

> fldft =o.
i=1
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Unter Verwendung dieser Identititen und der Gleichung fiir (dz*)? er-

halten wir
n n

g = Oda'dn’ = Y (da')? = (dr)” + 1 Y (df').
=1 i=1

Fiir £ € T,R" gilt
dr(€) = €(r) = &(n° 0 @) = dn’(D.¢)
und damit (dr)? = ®*(dn®)2. Ferner gilt
df'(€) = &(f) = &(n" 0 @) = dn'(®.€)

und deshalb (df?)? = ®*(dr*)?. Aus diesen beiden Rechnungen und den
Identitdten oben erhalten wir

gon = @ ((dw%z T (x)? Z(dﬂ')?) .

i=1

N

'

=9
Wir miissen noch zeigen, dass g das entsprechende Warpprodukt ist.
Sei dazu & € T{,.9)(0,00) x S"~! gegeben. Wir zerlegen es eindeutig als
§=¢&,+ & mit &, € T,(0,00) und & € TyS"*. Nach der Diskussion
am Anfang des Kapitels gilt

§o(f) = E(f(p,-)) und &,(f) = E(f (-, 0))-
Es folgt
dn’(&y) = &s(m0) = E(mo(p,-)) = &(p) =0
und analog
drn'(§,) =0firi=1,...,n.
Insbesondere sind die Unterrdume T,(0, 00) und 7pS" ! orthogonal be-
zuglich g. Es folgt

9((p, 1)) (&, m) = dro(&,)dmo(n,) + mo((p,9)* D dmi(&s)dmi(my)

= dmo(&,)dmo(n,) + p* Y dmi(&o)dmi(my).
i=1
Dementsprechend ist die Metrik g das Warpprodukt der Einschrankung
von (dn®)? auf T,(0,00) und der Einschriankung von Y  (dn*)? auf
TS"! beziiglich der Funktion 1 (r) = r.

Bei fester Winkelkoordinate ¥ ist die Funktion 7°(-, 1) die Identitéts-
abbildung. Demnach entspricht der Summand (dn®)? der Standard-
metrik auf (0,00). Bei festem Radius p sind die Funktionen 7(p, -),
1 = 1,...,n, die Einschrdnkungen der Standardkoordinaten des R".
Also entspricht Y7 (dn")? der Einschrinkung der Metrik Y 7"  (da’)?
auf T'S™. Dies ist aber genau die Standardmetrik der Sphére.
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Genauer: Es ist S” eine Untermannigfaltigkeit von R™ und damit TpS™
ein Unterraum von TyR™. Wir schreiben nun & € TyS"™ in der Basis
beziiglich der kanonischen Koordinaten des R™ als

i

Fiir den zugehérigen Vektor &, € T(,.9)(0,00) x S gilt (s.0.)

_ c¢kel - U i : i
9(5;)#976/7»19) =&¢ ;dﬂ ((aﬂik)p,ﬁ) o ((axl>pﬂ9) 7

0
: T, Sn—t
(5)96’),3,19 € T (0, 00) x

induzierte Vektor ist. Es gilt

wobei

0
ozt

dr’ ((ai)mﬁ) - (aii)w (m) = aii

Mit der Rechnung oben folgt also g(&y,&y) = du&Fnt. Dies entspricht
der Standarmetrik im R™ und damit der Standartmetrik auf der Spha-
re. Analog sieht man, dass (d7")? der Standardmetrik auf (0, 00) ent-
spricht. Das beendet den Beweis. U

der von

(7 (p,-)) = bij.

Bemerkung. e In der Literatur schreibt man fiir das obige Re-
sultat verkiirzt

grn = (dr)? +1rggn-1.

e Die gleiche Rechnung funktioniert natiirlich auch mit offenen
Kugeln statt R"™.

Polarkoordinaten konnen auch auf der Sphére eingefiihrt werden. Sei
dazun = (0,...,0,1) € S" der Nordpol und s = —n € S" der Siidpol
der Sphire. Fir z = (2!,...,2"™) € S"\ {n, s} definieren wir zwei
Werte r(z) € (0,7) und 0(x) € S~ durch

cosr(z) = 2" und 0(z) = |2/| "'/,

wobei ' = (z',...,2"). Die folgende Proposition lisst sich dhnlich
wie oben beweisen (Ubung). Zeichnung

Proposition (Polarkoordinaten fiir S*). Die Abbildung
S"\{n,s} = (0,7) x $"1, z = (r(x),0())

ist eine riemannsche Isometrie der riemannschen Mannigfaltigkeiten

S™\ {n, s} und (0,7) @y S", mit ¢ : (0,7) = R, ¢(r) = sinr.
Bemerkung. Das Resultat schreibt man verkiirzt

gsn = (dr)? + sin® r ggn-1.
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In der folgenden Definition bezeichnet Uy die euklidische Kugel vom
Radius R um den Punkt 0 € R".

Definition (Modellmannigfaltigkeiten). Wir nennen eine n-dimensionale
riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) riemannsches Modell, falls es ein
R € (0, 00] und eine glatte Abbildung 1 : (0, R) — (0, 00) gibt, sodass
M = Ug und die Abbildung

®: M\ {0} = (0,R) ®y S" ",z (x|, || ')

eine riemannsche Isometrie ist. Die Funktion ¢ heifit Skalierungsfunk-
tion des Modells.

Bemerkung. (a) Der R" ist ein Modell vom Radius R = oo und
S™\ {s} ist ein Modell vom Radius 7 (wenn man S™ \ {s} mit
U identifiziert).

(b) Die Definition kann auch wiefolgt verstanden werden. Es sei (M, g)
eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit M = Ug und ¢ : (0, R) —
(0,00) glatt. Sind 6',... 6" lokale Koordinaten von S"~! und
ist r : Ugp — R, r(x) = [z], so sind (r,0',...,0""") mit 6'(x) =
0(|x|'z) lokale Koordinaten von M \ {0}. Es sei p € M, p = |p|
und ¥ = |p|~'p. Zu gegebenen & € T,M mit

0

00

assoziieren wir den Vektor &gn1 € TpS™ ! gegeben durch

0

06"

Diese ist tatsichlich unabhéngig von der Wahl von 6%, ..., 6" L.

Ta %
=5 +8

fgn1 = ¢

Es ist M genau dann eine Modellmannigfaltigkeit vom Radius R
mit Skalierungsfunktion v, falls fiir alle p € M\ {0} und alle £, n €
T,M gilt
9(0)(&n) = "+ b(p)*gsn (9)(Esn-1, Msn-1)
=& +(p) gsn (9);56n

Deswegen schreibt man in diesem Fall oft g = (dr)? + ¢(r)?gsa-1.

Fir 0 < R < oo seien r : Up — Rz — |z| und f; : Up — R,
r = (2, ...,2") — 2'/|z| wie im Beweis tiber die Polarkoordinaten-
darstellung des R™ oben.

Lemma. FEs sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Es ist (M, g)
genau dann ein n-dimensionales Modell vom Radius R > 0, wenn es
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ein glattes 1 : (0, R) — (0,00) gibt, mit M = Ugr und

g =(dr)> +¥(r)> > _(df')* auf U \ {0}.

i=1

Beweis. Das haben wir schon im Beweis der Tatsache, dass R™ eine
Modellmannigfaltigkeit ist, gesehen. ]

Proposition (Existenz von Modellen). Es sei R > 0 undy € C*°([0, R))
(es lassen sich alle Ableitungen stetig in 0 fortsetzen) mit 1(r) > 0 fir
r > 0. Es gibt genau dann ein riemannsches Modell vom Radius R mait
Skalierungsfunktion 1, wenn

¥(0) =0, ¥'(0) = 1 und v (0) = 0,n € N.

Beweis. Aufgrund des vorigen Lemmas gentigt es zu untersuchen, wann
sich die Metrik

n

= (dr)® +¢(r)* > _(df')* auf Uk \ {0}

i=1
glatt in O fortsetzen lasst. Es seiid : Ur — R", z — x die Standartkarte
mit Standartkoordinaten (x',...,z"). Man kann leicht nachrechnen

(Ubung), dass fiir p = (py,...,pn) € Ug \ {0} gilt

pibj __ 2 PiPj . .
o (3], 551) - (o G- ) 12
wil, 0ai], ) T\ B+ ule)? (e - BF) 0=

Es léasst sich g, genau dann glatt in 0 fortsetzen, wenn sich die Funk-
tionen Fj; : Ugr \ {0} — R glatt in 0 fortgesetzt werden koénnen. Wir
entwickeln nun v? um 0 mithilfe des Satzes von Taylor und erhalten
fir ¢ # j und n > 5, dass Fj;(p) gegeben ist durch

n k—4 21(2)
pz-pj< > o+ (50 —1)@+|p|"+1-4h<|p|>>

k=0,k#2

wobei h eine glatte Funktion auf [0, R) ist. Daraus folgt, dass F}; ge-
nau dann glatt in 0 ist, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind
(Ubung*, die ersten drei Terme sind leicht, danach wird es etwas kom-
plizierter):

o (¥*)0(0) = (¥*)*+D(0) = 0, alle k € N,

.« (1)(0) =2,

(Denn: Die Funktion p — p;p;|p|* mit k € Z ungerade ist nicht glatt, da
partielle Ableitungen geniigend grofler Ordnung in 0 divergieren. Die
Funktion p — p;p;|p|*h(|p|) ist mindestens n-mal stetig diffbar und
haufiger stetig diffbar als p — p;p;|p|* mit k <n —1.)
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Diese Eigenschaften sind édquivalent zu (0) = 0, ¢'(0) = 1 und
Y@ (0) = 0, n € N. Ahnlich lisst sich der Fall i = j behandeln.
U

Beispiel. Das n-dimensionale Modell mit undendlichem Radius und
¥(r) = sinh(r) heiit hyperbolischer Raum und wird mit H" bezeich-
net. (Man wiirde normalerweise den hyperbolischen Raum etwas anders
einfithren und dann beweisen, dass er eine Modellmannigfaltigkeit ist).

Auf Modellmannigfaltigkeiten (und allgemeiner auf Warpprodukten)
kann man den geodétischen Abstand und das riemannsche Volumen
recht einfach ausrechnen.

Proposition. Seien (X, gx) und (Y, gy) riemannsche Mannigfaltig-
keiten und v : X — (0,00) glatt. Ist Y m-dimensional, so erfillt das
riemannsche Volumen vom Warpprodukt (M, gx @y gy) die Gleichung

VOng@ng =@W"®1)- voly, @ voly, .

Hier ist (™ ®1): X xY =R, (z,y) — ¢ (z) und vol,, @ voly, das
Produktmaj$ von voly, und vol,, .

Beweis. Die Formel lasst sich leicht iiber die Koordinatendarstellung
nachrechnen (Ubung). O

Proposition. Ist (M, g) ein riemannsches Modell mit Skalierungsfunk-
tion 1, so gilt
p(z,0) = [z

und ,
vol, (BA(0)) = w, / () dr,
0

wobei w,, das Volumen von S*! ist.

Beweis. Die Aussage iiber die Metrik lasst sich leicht nachrechnen (vgl.
Situation im R™, Ubung). Die Aussage iiber das Volumen folgt sofort
aus der vorigen Proposition. U

Bemerkung. Aus der vorigen Proposition und der Diskussion tiber die
Vollstéandigkeit des metrischen Raumes (M, p,) folgt, dass ein Modell
genau dann vollstandig ist, wenn es unendlichen Radius hat.



KAPITEL 2

Der Laplace-Beltrami-Operator

1. Der Laplace-Beltrami-Operator

In diesem Abschnitt fithren wir das Hauptobjekt dieser Vorlesung, den
Laplace-Beltrami Operator, ein. Zunachst benotigen wir noch den Be-
griff der Divergenz eines Vektorfeldes.

Theorem (Existenz und Eigenschaften der Divergenz). Es sei (M, g)
eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir jedes glatte Vektorfeld X €
X(M) existiert eine eindeutige Funktion divX € C*®(M), sodass

/M(diVX)godvolg = —/M<X, V) dvol,

fir alle ¢ € C2*(M).

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt leicht (siehe auch unten).

Ende 12. Vorlesung
Wir zeigen nun zunéchst, dass divX in jeder Karte existiert. Sei dazu

(U, %) eine Karte mit lokalen Koordinatenfunktionen x%,i = 1,...,n,
und sei ¢ € C°(U). Dann gilt

/(X, V) dvolg:/dap(X) dvol,
M U
.0
- Xl—. 1
/U agljlgpdvog
7 —1 8 -1 _
[ xiou ( iso) 0 ™1 /det gy 0 BT\
H(O) Oz
— [ Xtouapou )ity o v i
H(U)
(Satz von Stokes) = —/ 0; <\/det gij o~ 1X"o ¢—1> o tdA
H(U)
o i( dot Xz) 1 —1
= - (Vdet gi; X' ) op™ p o™ dA
w(w) 07

1 0
o /M V/det(g;;) 0a

47

< det gUXZ> ngVOlg.
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Das zeigt die Existenz von div.X und
0

1
V/det(gi;) 9"

divX =

(V)

in der Karte (U, ).

Nun definieren wir divX auf ganz M mittels dieser Gleichung (fiir jeden
Punkt p € M wéhlen wir eine Karte (U,v) mit p € U und definieren
divX gemifl der Gleichung). Die schon gezeigte Eindeutigkeit liefert,
dass dies Wohldefiniert ist, also nicht von der Wahl der Karte abhangt.
Die Identitat

/M(divX)gpdvolg = —/M(X, V) dvol,

folgt mittels einer Zerlegung ¢ = ¢1 + ... + ¢, wobei p; glatte Funk-
tionen sind, deren Trager im Definitionsgebiet einer Karte enthalten
ist. U

Bemerkung. e Ist X ein glattes Vektorfeld und sind (z") lokale
Koordinaten, so folgt aus dem Beweis

1 0 K
m% (\/ det ng >
= iX’“ + inlog v/det g;;.
Ox* Ox* Y
Man kann div alternativ auch iiber diese Formel definieren,

muss dann aber nachrechnen, dass die Definition unabhéngig
von der Wahl der Karte ist.

divX =

e Die Formel

/ (divX)pdvol, = —/ (X, V) dvol,
M M

gilt auch dann noch, wenn X ein kompakt getragenes glattes
Vektorfeld und ¢ eine beliebige glatte Funktion ist (Ubung).

Definition (Laplace-Beltrami-Operator). Sei (M, g) eine riemannsche
Mannigfaltigkeit. Der Operator

A=A, :=divoV:C®(M) — C*(M)
heifit Laplace-Beltrami-Operator.

In lokalen Koordinaten (z°) ist er gegeben durch
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Theorem (Greensche Formel). Es sei (M, g) eine riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Fir f € C®(M) und ¢ € C(M) gilt

/f(Agp)dvolg:—/ (Vf,Vgo}dvolg:/ (Af)pdvol,.
M M M

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Eigenschaften der Divergenz
und der Beobachtung, dass V¢ auch kompakten Tréger hat. O

Bemerkung. Fiir die Giiltigkeit der Greenschen Formel ist es wichtig,
dass eine Funktion kompakten Trager hat. Sonst tauchen in der Formel
noch Randterme auf, vgl. die Situation im R™.

Um interessante Beispiele zu erhalten, ist es manchmal notwendig, all-
gemeinere Mafle als vol, zu betrachten.

Definition (Gewichtete Mannigfaltigkeit). Ein Tripel (M, g, 1) heifit
gewichtete Mannigfaltigkeit, falls (M, g) eine riemannschen Mannigfal-
tigkeit und p ein Borel-Maf} auf M ist, fiir welches eine glatte Funktion
T : M — (0,00) existiert, sodass du = T dvol,.

Ist (M,g,p) eine gewichtete Mannigfaltigkeit mit du = Y dvol,, so
definiert man die gewichtete Divergenz

div, : X(M) — C*(M)
durch .
div, X = TdiV(TX).
Analog definiert man A, := div, o V,, den gewichteten Laplace Ope-

rator. Ersetzt man iiberall vol, durch p, so gilt die Greensche Formel
auch fiir A,,. In lokalen Koordinaten (z*) erhalten wir
10

div, X = ——(pX*
IV# paxz(p )

und

wobei p = T/det(gi;).

Am Ende dieses Abschnittes rechnen wir den Laplace-Beltrami Opera-
tor von Modellmannigfaltigkeiten aus. Es sei (M, g) eine Modellman-
nigfaltigkeit vom Radius R > 0 mit Skalierungsfunktion . Um unno-
tige Notation zu vermeiden, identifizieren wir hier in diesem Beispiel
M\ {0} mit M’ := (0,00)®,S""!. Es sei f € C>(M’). Fir jedes p > 0
ist die Funktion f(p,-) : S"! — R, 0 — f(r,0) glatt und fiir jedes
6 € S"! ist die Funktion f(-,0) : (0,00) = R, p — f(p,0) glatt. Mit
% bezeichnen wir die gewohnliche partielle Ableitung nach der ersten
Komponente.
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Proposition. Es gilt

0*f dlogym! of 1
A ) = —=(p,0 _— —(p,0)+——<Agn1 N(O).
0.8 = 5200+ (B 0)) S0, 004 s B (0. )0)
Beweis. Wir wihlen die lokalen Koordinaten r,9%,...,9" !, wobei

r((p,6)) = pund 9 ((p,0)) = 9°(6), fiir lokale Koordinaten 9*, ..., 9!
von S"7!. In diesen Koordinaten ist die Matrix der Metrik g gegeben
durch

‘() 0

1
0
Sl (p)(35(0))

0
wobei (7;;(6)) die lokale Darstellung der Metrik von S"~! ist. Deswegen
gilt fiir die Inverse

1‘() 0

(9" (p,0)) =

1(1nd )det(gij(p, 0)) = ¥(p)?Y det(;;(0)). Schreiben wir 6 := r, so gilt
8.0.

mn Z o (\/detgwg @f)
9ij =0

/—det gw ar ( V det g’L] f>
/—det i klzl o0k (\/ det gij9 wf)

Hier haben wir ¢°* = ¢'° = 0 und g = 1 verwendet. Da 1 nur von p
und ~;; nur von ¢ abhédngt, folgt

62
Vst gy ) Wldwnl ;

82 d 0
5 f + - logy" T f

\ VJdet g, ij or (
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und

0
Z BYE (\/detgz]g wf)

\/detgm P V/det vi; P

- EASnfl f

Das beendet den Beweis. O

Die Proposition zeigt, dass es besonders einfach ist Af fiir Funktionen
zu berechnen, die nicht von 6 abhédngen. Insbesondere erhalten wir
in den oben diskutierten Beispielen R™ S" H" die folgenden (etwas
verkiirzten) Darstellungen:

Apn = — 4+ A
R or? r 0T+r2 s
2 1
Aen = — — 1) cotr— Agn-1
s r? Tn=1eo "or  smZr
0? 0 1
An:_ _1 th - An
H 57 +(n ) co Tar + onZ s 1

Dies liefert aulerdem eine Moglichkeit Agn rekursiv zu berechnen.

2. Distributionen

Es ist das Ziel der Vorlesung Eigenschaften von A, und der davon
induzierten Dynamik mithilfe der Geometrie von (M, g) zu untersu-
chen. Aus verschiedenen Griinden haben der Raum der glatten Funk-
tionen und A, als Abbildung auf glatten Funktionen schlechte funktio-
nalanalytische Eigenschaften. Deshalb erweitern wir A, zunachst auf
Distributionen und schréanken ihn spéter zu einem selbstadjungierten
Operator auf L2-Funktionen ein.

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir betrachten nun C2°(M) als
Raum von Testfunktionen, statten ihn mit einem entsprechenden Kon-
vergenzbegriff aus und schreiben D(M) statt C°(M) um diese Kon-
vergenz hervorzuheben. Fiir eine Karte (U, ¢) mit lokalen Koordinaten
(%) und einen Multiindex o € NI sei

o
ox®

Dabei ist wie wie iiblich 9% = 82" --- 92", falls a = (a',..., ™).

= 0o Now:U —R.

el
Z 20" (Vdm’” 201 )
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Definition (Konvergenz in D(M)). Eine Folge (¢,,) in D(M) konver-
giert gegen ¢ € D(M), falls die folgenden beiden Bedingungen erfiillt
sind:

e Eis existiert eine kompakte Menge K C M, sodass supp ¢, C
K fur alle (grofien) n € N,

o fiir alle Karten (U, ) und alle Multiindizes o konvergiert die

Folge (%) gleichméBig gegen %.

In diesem Falle schreiben wir v, K .

Bemerkung. e Es gibt eine Vektorraumtopologie, die den oben
definierten Konvergenzbegriff auf auf D(M) induziert. Wenn
M nicht kompakt ist, ist diese allerdings nicht metrisierbar.
Betrachte zum Beispiel M = R und eine Folge von glatten
Funktionen (1), mit ¢, = 1 auf [-n,n] und ¢, = 0 auf
R\[—=(n+1),n+1]. Angenommen die Vektorraumtopologie von
D(R) ware von einer Metrik d erzeugt. Da die Skalarenmulti-
plikation auf topologischen Vektorraumen stetig ist, existieren
¢, > 0, sodass

Demzufolge konvergiert die Folge (c,1,) in D(M) gegen 0.
Dies kann aber nicht sein, da die Trager der Funktionen in
keiner festen kompakten Menge enthalten sind. Dies ist ein
Widerspruch.

e Wenn wir von Stetigkeit von Abbildungen auf D(M) sprechen,
meinen wir immer Folgenstetigkeit.

Definition (Distribution). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine
Distribution ist eine stetige lineare Abbildung u : D(M) — R. Die
Gesamtheit aller Distributionen bezeichnen wir mit D'(M).

Erinnerung: Es sei (M, g, 1) eine gewichtete Mannigfaltigkeit. Die lo-
kalen LP-Raume sind definiert durch

Lp

loc

() :=={f € L°(n) | f1x € LP(p) fiir alle kompakten K C M}.

Eine Folge (f,,) konvergiert in L} (u) gegen f € L (u), falls fir jede
kompakte Menge K C M gilt

| fulk — flkll, — O fir n — oo.
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Wir interpretieren nun die Lebesgue-Réume als Unterrdume von D' (M).
Sei dazu (M, g, pt) eine gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Zu ge-
gebenem f € L (u) definieren wir die Distribution uy durch

loc
ur:D(M) =R, ¢ — / fudu.
M
Das néchste Lemma zeigt, dass die zugehorige Abbildung
IM : Llloc(:u) - D/(M)7 f = ur
injektiv ist.

Lemma. Sei f € L{ (). Es gilt f =0 genau dann, wenn uy = 0.

loc

Beweis. Ohne Einschriankung diirfen wir annehmen f € L'(u) (be-
trachte sonst fo mit ¢ € C°(M)). Wir zeigen, dass das durch

my(A) = /Afdu

definierte signierte Borelmafl m; verschwindet. Seien K C M kompakt
und U, € M offen und relativkompakt mit K = N,U,. Es existieren
glatte Abschneidefunktionen ¢, mit ¢, = 1 auf K, supp ¢, C U, und
0 < ¢, < 1. Der Satz von Lebesgue und die Voraussetzung liefern

mf(K):/deM:r}Lfgo/Mf@ndM:O-

Da kompakte Mengen die Borel-o-Algebra erzeugen, folgt die gewiinsch-
te Aussage my = 0. U

Als unmittelbate Folgerung halten wir fir spéter fest:

Folgerung. Es ist D(M) dicht in L*(p).

BEWEIS. Das vorige Lemma zeigt D(M)+ = {0}, sodass L*(u) =
({0}5)*+ =D(M). B

Distributionen, die durch Funktionen induziert werden, spielen eine
besondere Rolle und bekommen daher einen eigenen Name.

Definition (Reguldre Distribution). Es sei (M, g, ) eine gewichtete
riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Distribution u € D'(M) heifit re-
guldr, falls es eine Funktion f € L{ (u) gibt, mit u = uy.

loc

Bemerkung. (a) Da die betrachteten MaBe alle glatte strikt positive
Dichten beziiglich vol, haben, ist die Regularitat einer Distribution
unabhéingig vom Ma8 p. Es gilt also I, (Li.. (1)) = L (Li..(1/)). Die
konkrete Abbildung I, hingt allerdings schon von Maf§ ab. Gilt
p = Yvol, und p' = Y'vol,, so erhalten wir

L(f) = Ls((Y) 7 f)
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fiir alle

f 6 Llloc(y’) = L%OC(/"L/) = L%OC(VOIQ)
Im Folgenden wahlen wir stets ein festes Referenzmafl und betrach-
ten L _(p) als Teilraum von D'(M ). Wir missbrauchen die Notation

loc

und schreiben nur f fiir die Distribution uy = I,,(f).

(b) Nicht jede Distribution ist reguldr. Die Funktionsauswertung in
einem Punkt x € M, welche durch 6, : D(M) — R, f — f(x)
definiert ist, ist nicht regulir (Ubung). Sie heifit §-Distribution (im
Punkt z).

Ist u eine Distribution, so schreiben wir (u, 1)) fir ihren Wert an der
Stelle ¢. Wir statten D’'(M) mit der schwach-*-Topologie, d.h. der von
den Umgebungen

Vipe(u) :={v e D'(M) | [(u—v,9)| < e}

erzeugten Topologie, aus. Bezliglich dieser Topologie konvergiert eine
Folge von Distributionen (u,) genau dann gegen u € D'(M), falls fiir
alle v € D(M) gilt (uy, ) — (u, ).

Fiir eine offene Teilmenge O C M fassen wir in nattirlicher Weise (durch
fortsetzen durch 0) die Testfunktionen D(O) als Teilraum von D(M)
auf.

Definition (Triger einer Distribution). Es sei u € D'(M) und O die
grofite offene Teilmenge von M, sodass (u, ) = 0 fiir alle ¢ € D(O).
Die Menge suppu := M \ O heiit Trager von u.

Bemerkung. Es ist noch zu zeigen, dass der Trager wohldefiniert ist
(Ubung).

Fiir spéatere Anwendungen bendtigen wir noch den Begriff des Trégers
einer Funktion f € Li_(p). Da f nur fast-iiberall gegeben ist, kann
dieser nicht als Abschluss von {z € M | f(z) > 0} definiert werden.
Stattdessen fassen wir f mithilfe der Einbettung I, als Distributionen
auf, und definieren supp f := supp {,(f) als Tréger der zugehorigen
Distribution. Dieser ist ebenfalls unabhéngig vom Mafl u. Es lasst sich
leicht nachrechnen (Ubung), dass supp f die Menge aller z € M ist,
fiir die fir jede offene Umgebung U von x gilt

p(Un{ze M| f(x) >0}) > 0.
Im Falle von f € C(M) ist supp f = {z € M | f(z) > 0} (Ubung).

Es sei 1 < p < co. Aus dem Satz von Lebesgue und den Definitionen
der Topologien ergibt sich leicht, dass die folgenden Einbettungen stetig
sind:

D(M) — LP(u) — L}

loc

(1) = Ly,

loc

(1) = D'(M).
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Wir haben die Topologie auf D(M) so gewéhlt, dass der (gewichtete)
Laplace-Operator (und iiberhaupt alle anderen geniigend guten Diffe-
rentialoperatoren) stetig sind. Wir definieren

A, D(M) = D (M), % = (Au, ) = (u, Ayh).

Aufgrund der Greenschen Formel ist dies eine Erweiterung von A, von

C>(M) auf D'(M) (Ubung).

Es ist auch moglich distributionelle Versionen der partiellen Ableitun-
gen (und allgemeineren Vektorfeldern) einzufithren. Da diese auf D(M)
nicht symmetrisch beztiglich der Paarung (-, -) sind, muss die Definition
entsprechend angepasst werden. Fiir eine Karte (U, ) mit die zugeho-
rigen Koordinatenfunktionen () definieren wir

10
wobei p = T/det(g;;). Ahnlich wie beim Beweis der Existenz der
Divergenz rechnet man leicht nach, dass fiir ¢, € D(U) gilt

0
/a izbndu:—/zﬁDmdu.
v 01 U

Wir definieren nun

0 0
i D/ U D/ U e = — Dz .
5 - PU) = DU), ¥ = (5 5u,9) (u, Di®))
Wegen der oben nachgerechneten partiellen Integrationsregel ist a;dni

0 0

auf D'(M) eine Fortsetzung von 7 auf D(M) (und sogar von 5

auf C>(U)). Da alle Vektorfelder lokal als Linearkombination der -2

Ozt

dargestellt werden konnen, liefert dies auch lokale distributionelle Ver-
sionen beliebiger Vektorfelder.

D; : D(U) = D(U), Dty :=

Analog zum skalaren Fall konnen auch vektorwertige Distributionen
eingefithrt werden. Wir geben hier nur eine kleine Skizze. Der Raum der
Testfunktionen ist in diesem Fall der Raum der glatten Vektorfelder mit
kompaktem Trager. Thn bezeichnen wir mit 13(M ). Die Konvergenz in
D(M) definiert wir dhnlich wie die Konvergenz in D(M). Wir sagen eine
Folge von Vektorfeldern (wy) in D(M) konvergiert gegen w € D(M),
falls:

e Es gibt eine kompkate Menge K C M mit suppw, C K, n € N.

e Fiir jede Karte (U, ¢) mit lokalen Koordinaten z%,4 = 1,...,n und
fir allei = 1,...,n, k € N und Multiindizes o € N} gilt
Pwn(z')  0°w(x")
%
ox® ox®
gleichméaBig auf U, fir n — oo.

Ende 14. Vorlesung
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In diesem Fall schreiben wir w, — w. Den stetigen Dualraum zu D(M)

bezeichnen wir mit D'(M), seine Elemente heifien Vektorwertige Dis-
tributionen. Wie im skalaren Fall statten wir ihn mit der schwach-*-
Topologie aus.

Ein Vektorfeld X : M — T'M heifit messbar, falls fiir jede Karte (U, ¢)
mit lokalen Koordinaten (z%) die Abbildungen X (z') : U — R Borel-
messbar sind. Sind X, Y messbare Vektorfelder, so ist die Abbildung

M =R, p— g(p)(X,,Y,)

Borel-messbar (Ubung). Mit L°(u) bezeichnen wir den Quotienten des
Raumes aller messbaren Vektorfelder beziiglich der Aquivalenzrelation

X ~Y <= |X — Y| = 0 p-fast sicher.
Die zugehorigen Vektorwertigen LP-Raume sind gegeben durch
LP(p) = {X € L) | |X] € LP()}
und
P

loc

() = {X € L) | |1X| € Lic(m)}-

loc

Ausgestattet mit der Norm
- 1lp « LP(p) = [0,00), X = [[ X |, == ||| X]]l
ist L?(11) ein Banachraum (Ubung). Wir sagen X, — X in LP. (), falls

loc
| X, — X| = 0in LY _(u). Zu gegebenem X € Li (p) definieren wir die
Distribution

Ux :D(M) >R, w H/ (X, w)dp
M

und identifizieren X mit Ux. Ahnlich wie oben erhalten wir die Injek-
tivitat und die Stetigkeit der Einbettungen

D(M) — LP(u) < LP () = L}

loc loc

() = D'(M).

Die Operatoren
V : D(M) — D(M) und div, : D(M) — D(M)
sind stetig. Wir definieren ihre distributionellen Varianten durch
V:D(M)—= D (M), w— (Vyu,w) = —(u,div,w)
und
div,, : D'(M) = D'(M), ¢ — (div,U,¢) := —(U, Vip).

Auch diese Operatoren sind stetige Fortsetzungen der entsprechenden
Operatoren auf den Testfunktionen und die Gleichung A, = div, o V
wird auf D'(M) fortgesetzt (Ubung).
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3. Sobolev-Riume erster Ordnung

Wir lernen nun einige wichtige Funktionenrdume und ihre Grundlegen-
den Eigenschaften kennen. Dies dient als technische Grundlage fiir die
weiteren Betrachtungen.

Definition (Sobolev-Raume erster Ordnung). Der Funktionenraum

WM, p) = {f € L*(u) | Vf € L*(n)}

heifit Sobolev-Raum erster Ordnung. Er ist ausgestattet mit der Norm

2 2 2
T /M V2 dp + /M 2

Den Abschluss von C2°(M) in W (M, p1) bezeichnen wir mit W (M, p).
Der lokale Sobolev-Raum erster Ordnung ist gegeben durch

Wiee(M, 1) = {f € Lice(1r) | Vf € Lige(M, 1) }.

Proposition (Vollstindigkeit W1). Es sei (M, g,p) eine gewichtete
riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Sobolev-Raum (WY(M, u), | - ||w1)
ist vollstandig.

Beweis. Es sei (f,) eine Cauchyfolge in W (M, ). Da L2(1) und L*(p)
vollstéandig sind, existieren f € L?*(u) und X € L?(p) mit f, — f in
L*(p) und Vf, — X in L?*(u). Fiir eine Testvektorfeld w € D(M) gilt

(Vf,w)= —Ji_)n;o(fn,divuw) = nli_)IIOlo(an,w) = (X,w).

Aus dieser Gleichung erhalten wir X = V f und damit die Vollstandig-
keit von W*(M, p). O

Bemerkung. e Vollkommen analog kann man Sobolev-Raume
auch beziiglich anderer LP-Raume einfithren. In diesem Fall
schreibt man WP (M, 1), und mit obiger Notation gilt

WHH(M, ) = WH(M, p).
Fiir unsere Zwecke geniigen die L?-Versionen.

e Auf Mannigfaltigkeiten ist es nicht so leicht global Sobolev-
Réaume hoherer Ordnung einzufithren. Wir werden dies aller-
dings unten fiir offene Teilmengen des R" tun.

Fiir spater benétigen wir folgende Charakterisierung des lokalen Sobolev-
Raumes.

Lemma. FEs sei (M, g, u) eine gewichtete riemannsche Mannigfaltig-
keit. Fiir f € L2 (1) sind dquivalent:

loc

(1) f € Wige(M, ).
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(ii) Fiir alle Karten (U, ) mit lokalen Koordinaten (x%) gilt

0
%f € L120C(U7 M)

In diesem Full ist V f in lokalen Koordinaten (z°) gegeben durch
501

Vi=9 OxJ Ozt

Beweis. Ubung. O

Ist & C R™ eine offene Teilmenge, so schreiben wir W1(Q2) (bzw.
Wi o(€2) und Wil (Q)) fiir die Sobolevraume beziiglich des Lebesgue-
mafles. Die folgende Proposition zeigt, dass sich lokal Sobolevraume
auf Mannigfaltigkeit nicht von Sobolevrdumen im euklidischen unter-
scheiden.

Proposition. Es sei (U, ) eine Karte und U sei relativkompakt. Dann
ist

WU, ) = Wi(e(U)), fr fop™!

ein linearer Homdéomorphismus.

Beweis. Wir setzen V := o(U) und f = f o ¢~'. Weil die Dichte
von ji o ¢~ ! beziiglich A auf relativkompakten Mengen nach oben und
unten beschrankt ist, erhalten wir f,, — fin L?*(U, 1) genau dann, wenn
fn — fin L?(V). Deswegen ist die Abbildung f ~ f ein topologischer
Isomorphismus der L2-Réaume.

Man rechnet leicht nach, dass die distributionellen partiellen Ableitung

-2 auf D'(U) und die distributionellen partiellen Ableitungen 9; auf
D'(V) die Gleichung
9 )

erfiillen. Achtung: Hier wird f als Distribution I,(f) und f als Distri-

bution I,(f) aufgefasst.

Da U relativ kompakten ist, gibt es eine Konstante C' > 0, mit
CY (€2 <g?(p)se <Y (&)

fir alle (¢',...,€") € R" und p € U. Wegen des vorigen Lemmas folgt
auflerdem, dass fir f € WU, u) gilt

i Of Of

VIT = 9" 5w = 9700 o e
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Zusammen erhalten wir
CHVfP oo <|Vf]? <CIVfP oo,

wobei V. der euklidische Gradient ist. Da die Abbildung f — f ein
topologischer Isomorphismus der L2-Réume ist, folgt die gewiinschte
Aussage. O

Lemma (Produktregel). Es sei (M, g, p) eine gewichtete riemannsche
Mannigfaltigkeit. Fir u € WL.(M, p) und ¢ € D(M) gilt
V(p-u) =¢Vu+uVe.

Beweis. Ubung. Il

In der folgenden Proposition bezeichnen wir mit W} (M, ) die Elemen-
te aus W (M, 1) mit kompaktem Tréger.

Proposition. Es sei (M, g, ) eine gewichtete riemannsche Mannig-
faltigkeit. Es gilt W (M, u) C W3 (M, p).

Beweis. Zunéachst zeigen wir die Aussage fiir Funktionen, deren Trager
in einer Karte enthalten ist. Sei dazu f € W}(M,u) und eine Karte
(U, p) mit supp f C U gegeben. Seien weiterhin (z?) die zugehérigen
lokalen Koordinaten. Wir definieren V' := ¢(U) und die Koordinaten-
darstellung f:= fop ' : V = R.

Es sei n : R" — [0,00) ein Mollifier, d.h. eine glatte Abbildung mit
suppn € B;1(0) und
/ ndr = 1.
Fiir € > 0 definieren wir
e : R™ = [0,00), n.(z) := e " x)
und
fo=Frne,

wobei f durch 0 auf R™\ V fortgesetzt wurde. Die Funktionenfolge ( f.)
hat die folgenden Eigenschaften (Ubung!):

e supp f. C B.(supp f) C V fiir kleine .
o [. € C’OO(]R”) fur alle € > 0.

o /.0 Fin LA(R™,\).
o 0,

f. =5 0,f in LA(R™, \).
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Diese Aussagen implizieren f. € (V) fiir kleine ¢ und die Konver-
genz f. — f in WX(V). Wir definieren f. := f. o . Da fiir kleine ¢ der
Trager von f. kompakt und in U enthalten ist, kénnen wir f. durch 0
auBlerhalb von U glatt auf ganz M fortsetzen und es gilt f. € C°(M).
Aufgrund des Isomorphismus von W} (V) und WY(U, u) folgt f. — f
in WHU, ).

Es sei nun f € W}(M, p) beliebig. Wir wihlen endlich viele Karten
(Ui, ¢;), welche den Tréger von f tiberdecken. Ferner wahlen wir endlich
viele Funktionen v¢; € C°(M), mit

e suppy; € U,
o 0 <y <1,
e > i, ¢ =1auf suppf,
und definieren f; := 1; f. Aufgrund der Produktregel gilt
V(fi) = vV f+ [V,

und deshalb f; € WH(M,u). Da f = 3. f; und jedes f; im Definiti-
onsbereich einer Karte getragen ist, folgt die Aussage aus dem bereits
Bewiesenen. O

Proposition (Kettenregel). Es sei (M, g, p) eine gewichtete riemann-
sche Mannigfaltigkeit und C': R — R glatt, mit

C(0) =0 und C" € Cy(R).
(a) Fiir f € W (M, p) gilt Cof € Wy (M, p) und V(Cof) = (C'of)V .

(b) Fir f € W(M,u) gilt C o f € Wi(M,u) und V(C o f) =
("o f)VF.

Beweis. (a): Sei zunéchst f € W} (M, p). Wir wihlen eine Folge (f,,) in
C>°(M), welche in W (M, ;1) gegen f konvergiert. Ohne Einschrankung
konnen wir annehmen, dass f,, — f u-fast sicher. Nach der tiblichen
Kettenregel gilt

V(C © fn> = (Cl © fn)vfn
Da C eine Lipschitz-Funktion ist, konvergiert C' o f, in L*(u) gegen
C o f. Ferner folgt nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz

(C" 0 f)V fu — (C"o fVF in L*(p).
Die Stetigkeit von V, ﬁauf D’ (M) und die Stetigkeit der Einbettungen
L*(p) = D'(M) und L*(u) < D'(M) liefern
V(Co )= lim V(Co f,) = lim (C"o [,)V/, = (C"o ))VF,

wobei die Konvergenz im Sinne von D'(M) erfolgt. Daraus folgt der
Satz fiir Funktionen in Wy (M, p).
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(b): Sei nun f € W1 (M, u) beliebig. Sei U C M relativ kompakt und
offen und sei ¢» € C°(M) mit ¢» = 1 auf U. Wegen der Produktregel
und der vorherigen Proposition gilt ¢ f € W(M, u) C Wi (M, u). Aus
dem bisher Gezeigten folgt

V(Cof)) = (CTe (VLS.

Wegen ¢ = 1 auf U, folgt die gewiinschte Aussage auf U. Da U beliebig
war, beendet dies den Beweis. ]

4. Einschub - Selbstadjungierte Operatoren im Hilbertraum

In diesem Abschnitt erinnern wir kurz an wichtige Eigenschaften selb-
stadjungierter Operatoren im Hilbertraum.

Es sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum und A : D(A) — H ein dicht de-
finierter Operator. Es heifit A nichtnegativ, falls (Az,xz) > 0 fir al-
le x € D(A). Es heiit A symmetrisch, falls (Az,y) = (Az,y) fir

alle z,y € D(A). Der Definitionsbereich des adjungierten Operators
A* : D(A*) — H ist definiert als

D(A"):={r € H |ex. y € H mit (y, z) = (z, Az) fiir alle z € D(A)}
und A* wirkt auf ihm durch A*z := y. Weiterhin heifit A selbstadjun-
giert, falls A = A*. Symmetrische Operatoren erfiillen D(A) C D(A*).

Deshalb ist ein dicht definierter Operator A genau dann selbstadjun-
giert, wenn er symmetrisch ist und D(A*) C D(A) gilt.

Die Resolventenmenge eines dicht definierten abgeschlossenen Opera-
tors A ist definiert durch

p(A) :={\ € C| A— )ist invertierbar und (A — \)~! ist stetig}.
Aufgrund des Satzes vom abgeschlossenen Graphen gilt
p(A) ={\ € C| A— X ist invertierbar}.

Das Spektrum von A ist die Menge o(A) := C\ p(A). Es heiit A € C
FEigenwert von A, falls es ein f # 0 gibt mit Af = Af. In diesem Fall
ist A — X nicht injektiv und es heifit f Figenvektor zum Eigenwert .
Eigenwerte gehoren also stets zum Spektrum, es kann aber noch aus
weiteren Elementen bestehen.

Lemma. FEs sei A ein dicht definiert und symmetrisch. Fir z € C und
f € D(A) gilt
(A = 2) fI| = [Tm ][] f]

Beweis. Einfache Rechnung. U

Ende 16. Vorlesung
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Lemma. FEs sei A selbstadjungiert. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent.

(i) z € p(A).
(ii) Es gibt ein ¢ > 0, sodass fir alle f € D(A) gilt

(A = 2)fI} = el £l

Insbesondere gilt 0(A) C R.

Beweis. Fast wie fur beschrankte Operatoren, siehe [3]. Das Insbeson-
dere folgt nun mit dem vorigem Lemma. O

Das vorige Lemma zeigt, dass das Spektrum eines selbstadjungierten
Operators fast aus Eigenwerten bestehet. Ist A selbstadjungiert, so gilt
A € 0(A) genau damm, wenn es eine Folge (f,) in D(A) gibt, mit
(A= XN f,—0,n— o0, und ||f,]| = 1.

Mir dieser Charakterisierung des Spektrums ldsst sich das folgende
Lemma leicht nachrechnen (Ubung).

Lemma (Spektraler Abbildungssatz). Es sei A selbstadjungiert und

n,m € Nmitm <n. Fira € Rundf € p(A)NR ist (A—a)™(A—5)™"
beschrinkt und selbstadjungiert und es gilt

- A—a)™

c((A—a)"(A=p0p)" :{—

(A=a)y(4=0)") = { 5=55

Lemma (Fundamentallemma Funktionalkalkiil). Fs sei A selbstadjun-
giert und n,m € N mit m < n. Fir o € R und g € p(A) NR gilt

/\EO‘(A)}.

/\EO'(A)}.

A —af™

MA—me—ﬁYW=$m{Ej?F

Insbesondere
1

14 =27 < Gy

Beweis. Da (A — a)™(A — )" selbstadjungiert ist, gilt

I(A = a)™(A=B)""|| = sup{|ul | p € o((A—a)"(A=5)")}
Fir die Gleichung verwendeten wir [6, Satz VI.1.6 und Satz VI.1.7].
Damit folgt die Aussage aus dem Spektralen Abbildungssatz. O

Bemerkung. Die beiden Lemmas gelten auch fiir Linearkombinatio-
nen der entsprechenden Operatoren. Das ldsst sich auch so verstehen:
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Ist A selbstadjungiert, so schreiben wir
Amin(A) :=info(A)

fir das Infimum des Spektrums. Da o(A) abgeschlossen ist (das folgt
leicht aus der obigen Charakterisierung des Spektrum), erhalten wir
Amin(A) € 0(A). Es gilt folgende Charakterisierung der unteren Schran-
ke des Spektrums.

Theorem (Rayleigh-Ritz-Prinzip). Es sei A selbstadjungiert. Dann
qgilt
(Af. f)

)\min A) = inf .
A= o8 o T

Beweis. Sei
(AL f)
feD(A)\{O} AR
R < Anin(A): Fiir A < R gibt es ein ¢ > 0 mit
A+ oIfI* < (Af, f)

fur alle f € D(A). Es folgt
clfI* < (A= N ) < (1A= NI
fir alle f € D(A). Dies zeigt A € p(A) und damit R < Apiy,.

Amin(A4) < R: Ohne Einschrankung nehmen wir Ay (A) = 0 an. Fir
e >0und f € D(A) gilt wegen des vorherigen Lemmas

ENFIP < A+ fIIP = [[AFI? +2eCAS ) + £

Es folgt
—[AfI7
=2 <qar g,

Damit folgt die gewiinschte Aussage fiir ¢ — oc. U

5. Selbstadjungierte Realisierungen des Laplace-Operators
und assoziierte Objekte

In diesem Abschnitt kommen wir nun (endlich) zu selbstadjungierten
Realisierungen des Laplace-Operators. Deren Eigenschaften sind von
Relevanz in Physik und Stochastik.

Sei (M, g, i) eine gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Mit
L:=1L,:CX(M)— L*(n), Lf = —A,f

bezeichnen wir die Einschrankung von —A, auf D(L£) = C°(M). Nach
den Greenschen Formeln ist £ ein symmetrischer Operator auf L?(p).
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Lemma (Adjungierter von £). Es gilt
D(LY) ={f € L*(u) | Auf € L*(u)}

und

Lof = —A,f.

Beweis. Der Definitionsbereich von £* erfiillt nach Definition
D(L*) ={f € L*(u) | D(L) = R, ¢ = (f, L) stetig bez. || - ||}.
Sei f € L*(p) mit A, f € L*(u) gegeben. Nach Definition des distribu-
tionellen Laplace-Operators gilt fiir ¢ € D(L) = C°(M)
<f7 £¢>2 = _<f7 Alﬂ/}>2 = _<Auf7 ¢>2
Somit ist die Abbildung D(L) — R, ¢ — (f, L1), stetig beztiglich
|| - ]2 und f € D(L*).

Sei nun f € D(L*). Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert ein
g € L?*(u), sodass

—(f, D)2 = (f, L)a = (g,¢)2 fiir alle ¢ € D(L) = C(M).

Nach der Definition des distributionellen Laplace-Operators bedeutet
dies aber —A, f = g. Weiterhin folgt die Gleichung £*f = —A, f aus
dieser Darstellung. O

Es wird sich als niitzlich heraustellen zunéchst die Resolvente des ge-
wiinschten Operators einzufithren. Dazu gehen wir wiefolgt vor. Fiir
a > 0 definieren wir die Skalarprodukte

Eo: WEH(M, ) x Wy (M, ) — R
durch
Ealf.g) = / (Vf.Vg) dji+ / fg du.
M M

Wir setzen & := &. Falls a > 0 ist der Raum (W (M, u), E,) nach der
Definition von W (M, ) ein Hilbertraum. Jedes f € L?(u) induziert
ein stetiges Funktional [y auf diesem Hilbertraum durch

lp: Wo (M, 1) = R, g = (g, f).
Mit G, f bezeichnen wir das eindeutige Element in W} (M, p), welches

ga(Gafa g) = lf(g) = <fvg>2

fir alle g € Wy (M, ) erfiillt. Es existiert nach dem Rieszschen Dar-
stellungssatz.

Theorem (Eigenschaften der Resolvente). Fiir o > 0 ist die Abbildung
Go @ L*(u) — L*(n) ein beschrinkter selbstadjungierter Operator mit
oGy || < 1. Weiterhin gilt:
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(a) G, — Gg = (8 — a)GGa, a, > 0. ("Resolventengleichung’)
(b) lim, oo aGof = f, f € L*(n). (’Starke Stetigkeit’)
(c) BldG, C D(L*) N WS (M,pn) und (L* + a)Gof = f, a > 0,
fe L.
Bevor wir das Theorem beweisen bendtigen wir noch ein Lemma, wel-

ches auch spéter nitzlich ist. Ab jetzt schreiben wir E,(f) := E.(f, f),
feWs(M, p).

Lemma. Fir a > 0 und f € Wi (M, u) gilt ||aG.|| <1 und

Ealf = Gaf) < E(S).
Insbesondere erhalten wir || f — aGof||3 < a*E(f).

Beweis. Die Aussagen folgen aus kurzen Rechnungen. Es gilt

||04Gaf||g = CY(Gaf, aGaf>2
= <f7 aGaf>2 - 5<Gaf7 aGaf)
< [[fll2llaGafll2.

Das zeigt ||aG,|| < 1. Fiir die andere Ungleichung rechnen wir

goz(f - aGaf) = ga(f) - 2a€a(f, Gaf) + a2ga(Gaf)
= Ea(f) = 2a(f, f)o + o*(f, Gaf)2
=E(f) —alf, fla+ af, aGaf)2
(Cauchy-Schwarz) < £(f) — a(f, 2 + o fll2llaGa fll2
(laGall < 1) < E(S).

Das beendet den Bewelis. O

Beweis. (Eigenschaften der Resolvente). Wir haben eben schon gese-
hen, dass aG, eine Kontraktion ist. Die selbstadjungiertheit folgt un-
mittelbar aus der Definition und aus der Symmetrie von &,.

(a): Das ist einfach.

(b): Fir f € Wi (M,pu) folgt die Aussage aus dem vorigen Lemma.
Zu beliebigem f € L*(u) und € > 0 wihlen wir ¢ € W} (M, u) mit
Ilf — gll2 < € und erhalten
If = aGaflla < If = gl + [aGa(f = 9)ll2 + lg — aGagll
<2[f = gllz+ llg — aGagll2
< 2e 4+ |lg — aGagl2-

Fiir geniigend grofle « ist die Rechte Seite kleiner als 3¢. Da ¢ beliebig
war, liefert dies die gewiinschte Aussage.
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¢): Es geniigt Bild G, C D(L*) und (L* 4+ )G f = [ zu zeigen. Da
Gof € W§(M, p) existieren v, € C°(M), welche beziiglich &, gegen
Gof konvergieren. Fiir ¢ € D(L) = C°(M) erhalten wir

(Gafi Lp)a = lim (¢n, L)
(Green’sche Formel) = lim &£(¢,, ¢)

«

=E(Gaf, )
= <f7 90>2 - a<Gaf7 90>2
Dies beweist G, f € D(L*) und L*G.f = [ — aG,f. O

Wir definieren nun die fiir uns relevante selbstadjungierte Realisierung
von —A, und weisen nach, dass G, die Resolvente davon ist.

Definition (Laplaceoperator mit verallgemeinerten Dirichlet-Randbe-
dingungen). Mit L = L, bezeichnen wir die Einschrankung von £,, auf
den Definitionsbereich

D(L) = {f € Wo(M, o) | Auf € L*(1)}-

Beispiel. (Ubung) Ist M = (a,b) ein offenes Intervall, versehen mit
der euklidischen Metrik und dem Lebesgue-MaB, so gilt W'((a,b)) C
C([a,b]) (jede Funktion in W((a,b)) hat einen stetigen Reprisentan-
ten, welcher sich stetig in die Randpunkte fortsetzen lasst). Es gilt

Wi((@,b) = {f € W((a,5)) | f(a) = F(b) = O}.
und D(L*) = {f € L*((a,b)) | f" € L*((a,b))} mit Lf = —f" (im
distributionellen Sinne). Der Operator L ist also eine Einschrankung
von f +— —f” und sein Definitionsbereich ist gegeben durch

D(L) ={f € L*((a,)) | f" € L*((a,b)) und f(a) = f(b) = 0}.
Demnach entsteht L aus £ durch hinzufiigen von (Dirichlet-) Randbe-
dingungen.

Analoges gilt auch auf offenen Teilmengen 2 C R”™, deren topologi-
scher Rand 02 gentigend glatt ist. Allerdings ist dann das bilden der
Randwerte einer Funktion f € W'(2) nicht mehr so einfach.

Theorem. Fiir o > 0 ist L+« invertierbar und es gilt (L+a)™! = G,,.

Insbesondere ist der Operator ein positiver selbstadjungierter Operator
auf L*(u) und fir alle f € D(L), g € Wy (M, p) gilt

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass fir a« > 0 der Operator L + «

invertierbar ist und (L + o)~ = G,, gilt. Dann folgt der Rest aus den
Eigenschaften der Resolvente (Ubung).

Da L eine Einschrankung von £* + « ist, folgt mit den schon gezeigten
Eigenschaften der Resolvente (L + «)Gof = f, f € L*(u). Also ist
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L + « surjektiv. Sei nun f € D(L). Wir berechnen G, (L + «)f. Fiir
p e CX(M) gilt

804<G01<L + Oé)fa 90) = <<L + Oé)f, 90>2
(LC L) =([,(£L+a)p)
(Green’sche Formel, f € W, (M, p)) = Ealf,¢).

Im letzten Schritt haben wir ein Approximationsargument und die
Green’sche Formel verwendet, vergleiche den Beweis iiber die Eigen-
schaften von G,,. Da C°(M) dicht in W (M, ) ist, erhalten wir G, (L+
a)f = f und damit die Injektivitit von L + «a, sowie die gewtinschte
Identitét (L + a)™! = G,. O

Als letzes zu L assoziiertes Objekt fithren wir noch die von L erzeugt
Halbgruppe (7})>o ein. Formal ist sie definiert durch 7} = e~** und
erfiillt damit 7, = —LT;. Fiir einen beschriankten Operator A definiert
man dazu wie erwartet

[e.9]

el = Z %A".

n=0

Diese Reihe konvergiert in der Operatornorm. Da L ein unbeschrénk-
ter Operator ist (Ubung), gibt es allerdings bei der Definition der
Exponentialfunktion iiber die Reihendarstellung Konvergenzprobleme.
Stattdessen definieren wir fir ¢ > 0 und f € L*(p)

n t -n
T,f := lim <@> Gr . f = lim <1+—L> f,
n—oo \ n—00 n
falls der Grenzwert existiert. Die Familie von Operatoren (7});~¢ heifit

zu L assoziierte Halbgruppe.

Theorem (Eigenschaften der Halbgruppe, Hille-Yosida). Fir alle t >
0 und f € L*(n) existiert Tyf und es ist Ty : L*(n) — L*(n) ein
beschrinkter selbstadjungierter Operator mit | 13| < 1. Ferner gilt:

(a) Es gilt T,Ts = Ty, fir alle t,s > 0. ("Halbgruppeneigenschaft’)
(b) Es gilt limy_,o T1f = f fiir alle f € L*(u). ('Starke Stetigkeit’)
(c) Es gilt
D(L) ={f € L*(p) | lim h"XTpf = f) ex.}
und —Lf = limy,_or Y (Tnf — f). ('L ist der Erzeuger von (T;)’)

(d) Fiir alle f € L*(u) gehort die Abbildung Hy : (0,00) — L*(u),t —
T,f zu C>((0,00); L*(w)). Fiir allen € N und s > 0 gilt Hy(s) €

Ende 18. Vorlesung
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D(L™) und

D Hy(s) = (~L)"Hy(s)

Bemerkung. Ist I C R ein offenes Intervall, so ist die Ableitung einer
Funktion H : I — L*(u) in s € I definiert durch

d . . 1
SLH(s) = H(s) o= lim b (H (s + h) = H(s)),

falls der Grenzwert in L?(u) existiert.

Beweis. Existenz von T;: Wir setzen

Tnvt::<%> = (1+ L) >0,

und 7}, 0 = 1. Wegen der Eigenschaften der Resolventen gilt
I(L+t/nL)~H = n/tll(n/t + L)7} <1

und damit ||7,,,|| < 1. Wir zeigen zunéchst fir f € D(L) und ¢ > 0 die
Identitat

Tn,tf - - n+1,t(n+1)/an7

wobei bei t = 0 der rechtsseitige Grenzwert gebildet wird. Dazu setzen
wir L, := 1+ t/nL und rechnen

Tn,t—l—hf - Tn,tf Tn Jt+h (L LZ t+h) n,tf

n—1
— Int+h ((Ln,t - Ln,t—i—h) Z Ln k= lLfL t+h> Tn,tf

k=0
m+h< LZL” b 1szt+h> Tosf.

Daraus folgt
lim h ™ (Typnf — Toaf) = =Ty (LLEGY) T f-

h—0
= - n+1,t(n+1)/an-

Wir zeigen nun, dass fiir f € D(L?) die Folge (T, f) eine Cauchy-Folge
in L?(p) ist. Dazu berechnen wir

ntf Tmtf / nt s msfds

= / (Tn—l—l,(t—s)(n—l-l)/nTm,s - Tn,(t—s)Tm+1,s(m+1)/m)Lfds-
0
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Es gilt

(Tn-l-l,(t—s)(n-i-l)/n - Tn,(t—s))Lf

—(n+1) —-n
1¢— t—
:(<1+n+ SL) —(1+ SL) )Lf
n n+1 n

—(n+1)
t— t—
- (1+ SL) 1-1-""21)Lf

n n

—(n+1)
t— t—
_ LTS (1 + SL) L*f.
n n

Wegen der Kontraktionseigenschaft der Resolventen erhalten wir

t—s
L2 f]]2.
n

(Tt (t—s) 1) /m — Tont—s)) Lf |2 <
Eine analoge Rechnung zeigt
s
||Tm+1,s(m+1)/mLf - Tm,st||2 < E||L2f||2

Einsetzen dieser Ungleichung in das Integral und das nutzen der Kon-
traktionseigenschaft von T, ; liefert

| Tt f = Tefllz < t2(1/m+ 1/n) | L2 f]]2.
Demnach existiert T;f fiir f € D(L?). Seien nun f € L?*(u) und g €
D(L?) beliebig. Es folgt
1Tnif = T fllz < T = T allll.f = gll2 + 1Tk = Tonsgll2
<2[f = gll2 + | Tnzg — Tregll2-

Da D(L?) dicht in L?(u) liegt (z.B. gehért C°(M) zu D(L?)) folgt
die Existenz von T;f fiir alle f € L?(u). Fiir spater ist es wichtig
festzuhalten, dass die Konvergenz von T, . f gegen T} f gleichméafig auf

kompakten Intervallen ist. Die Eigenschaft || 73| < 1 und die Symmetrie
folgen direkt aus den entsprechenden Eigenschaften von T, ;.

(a) Halbgruppeneigenschaft: Es gilt (Ubung)

t t -
Tn,tTn,s = (1 + - SL + _sz) 5
n n

wobei 1+ 221 + 512 den Definitionsbereich D(L?) hat. Da 221 +
%LQ ein nichtnegativer selbstadjungierter Operator ist, gilt nach dem
Fundamentallemma des Spektralkalkiils

—1
t t
(1 + + °L+ —‘ZLQ)
n n

Dementsprechend konvergiert 7}, ;s — 1), 1}, s gegen 0, fiir n — oo.

<1

Ende 19. Vorlesung
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(b) Starke Stetigkeit: Fiir f € D(L?) haben wir oben schon die Ab-
schatzung

t2
1726~ Tueflls < 2271

bewiesen. Fiir allgemeines f € L?(u) und g € D(L?) ldsst sich || T} f — f||
abschatzen durch

ITof = Tegll2 + [Teg — Tapgllz + 1 Tosg — gl + 11/ — gll2
t2
<2|f—gll2+ EHLQQHZ + 1 T9 = 9ll2-

Da D(L?) dicht in L*(u) ist und T, .9 — ¢, t — 0, (Ubung) erhalten
wir die starke Stetigkeit.

(¢) 4+ (d): 1. Wir setzen Ty := 1 und beweisen zunéchst die Identitét
T.f = -T.Lf

fir f € D(L) und ¢ > 0. Wir haben oben gesehen T,,:f — Tif
gleichmifig auf kompakten Teilintervallen von [0,00) und T, ,f —
—T,Lf gleichméafBig auf kompakten Teilintervallen von [0, 00). Deshalb
ist [0,00) — L?(p), t — T, f differenzierbar und es gilt 7} f = —T,Lf.

2. Wir beweisen nun T;f € D(L) fiir alle f € L?(u) und ¢ > 0. Da L
selbstadjungiert ist, gentigt es zu zeigen, dass die Abbildung

D(L) _)Ra g <T;Sf7Lg>2

stetig beziiglich || - ||z ist. Es gilt (T,,.f, Lg)2 = (f, ThtLg)2 und das
Fundamentallemma des Spektralkalkiils liefert zusammen mit o(A) C
0, 00), dass

A
T, Lglls = [|L(1 + t/nL) "g|ls < sup ————————||g|l..
[T Lgllz = [IL(1 +t/nL)"g|2 SUD ] W)/n)nllgHa

Da sich die Rechte Seite dieser Ungleichung unabhéngig von n ab-
schitzen ldsst (Bernoulli-Ungleichung), ist die gewiinschte Stetigkeit
und damit T, f € D(L) nachgewiesen.

3. Als néchstes zeigen wir LT,f = T,Lf = —T,f fir f € D(L) und
t > 0. Fir g € D(L) gilt nach 1.
<LT;ff> g>2 = <f7 TtLg>

= — lim ifl(f? Tivng — Ti9)2
h—0

= }llli% W Tonf = Tof, 9)2
= _<th> 9)
= (T,Lf,9).

1. und 3. beweist (c).
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4. Nun beweisen wir LT, f = —T,f fiir f € L*(u), t > 0. Dazu berech-
nen wir unter Verwendung von 3. und 7;f € D(L)

T BN (T f = Tof) = lim b7 (T~ DT = ~LT,f
und (fir kleine § > 0)
-l _ o el B
hg&( ) (T-nf —T.f) ;}g&h (Tif = Tinf)
= lim Ty (A" (Th = T5f)

(1) = =T, LT f
— _IT.f.

Bei (!) haben wir verwendet, dass die Abbildung [0,00) x L*(u) —
L2(u), (t, f) = Ty f stetig ist. Dies folgt aus der starken Stetigkeit von

(T}), der Halbgruppeneigenschaft und der gleichméfigen Beschrankt-
heit von (T;) (Ubung).

5. Es bleibt noch die héhere Differenzierbarkeit zu zeigen. Angenommen
die Funktion H ist n-mal differenzierbar und es gilt
dar "
CH () = (—L)"Hy(s).
Mit dem bereits gezeigtem erhalten wir
d’l’b
%Hf<8) = (—L)nTSf = Ts,g(—L)nTgf
Deswegen ist Hy auch (n + 1)-mal differenzierbar und es gilt
dr :
T Hi(9) = Toos (L)' Tsf = —LTos(=L)"Tsf = (=L)"' T, f.
Das beendet den Beweis. U

Bemerkung. Im Beweis haben wir nur an einer Stelle die konkrete Ge-
stalt von L benutzt, nidmlich um zu zeigen, dass der Operator L? dicht
definiert ist. Tatsédchlich stimmt der Satz fiir beliebige nichtnegative
selbstadjungierte Operatoren.

Wir lernen nun weitere Eigenschaften von Resolvente und Halbgruppe
kennen. Dazu benotigen wir aber noch folgendes Lemma.

Lemma (&, ist Markoffsch). Es sei C': R — R eine glatte beschrankte
Funktion mit |C(z) — C(y)| < |z —y|, z,y € R, und |C(0)] = 0. Fir
feW(M,p) gilt Co f e WHM, u) und

Ea(C o f) < &a(f).
Bemerkung. Eine Funktion C' : R — R mit C'(0) = 0 und |C(z) —
C(y)| < |z — y| heiit normale Kontraktion. Die Kompatibilitdt von £

mit normalen Kontraktionen ist eine fundamentale Eigenschaft auf der
ein Grofiteil der unten entwickelten Theorie beruht.
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Beweis. Da |C(z)| = [C(x)=C(0)] < [z =0 = [x] gilt [|Co flla < [|f]]2-
Da C eine 1-Lipschitz-Funktion ist gilt weiterhin |C’"| < 1. Mit der
Kettenregel erhalten wir C'o f € W} (M, i) und

IV(Co Nl =1C"o fIIVFI< IV

Daraus folgt die gewtinschte Aussage. O

Theorem (Resolvente und Halbgruppe sind Markoffsch). Fir f €
L) mit 0 < f <1 gilt 0 < aGef <1,a >0, und 0 < T,f <1,
t>0.

Beweis. Es geniigt die Aussage fiir die Resolvente zu zeigen. Sei f €
L?*(p) mit 0 < f < 1. Wir betrachten das Funktional

Fo: Wy (M, p) = R, Fo(g) = E(g) + allg — flI5-
Aus der Definition der Resolvente folgt
Fu(9) = Fu(aGaf) + Ealg — aGaf), g€ Wy (M, p).

Dementsprechend ist aG, f der eindeutige Minimierer des Funktionals
F,. Zu € > 0 wahlen wir nun eine glatte beschrankte normale Kon-
traktion C, welche —e < C <14 ¢ und C(z) =z, x € [0, 1], erfiillt.
Aufgrund der Markoffeigenschaft von &€ gilt C. o (aG,f) € W (M, p),
sowie £(C: o (aG,.f)) < E(aG,f). Da C. eine normale Kontraktion
mit C. o f = f ist, gilt weiterhin

|Cz 0 (aGaf) = fll2 = [[Ce 0 (aGaf) = Ceo flla < [laGaf — fl2-

Dementsprechend ist C; o (oG, f) auch ein Minimierer von F, und es
folgt C. o (aGyf) = aG,. Da € > 0 beliebig war, erhalten wir die
gewiinschte Ungleichung 0 < oG, f < 1. O

Folgerung (Resolvente und Halbgruppe sind Positivitétserhaltend).
Fiir alle f € L*(u) mit f >0 gilt Gof > 0,a >0, und T;f >0, t > 0.

Mithilfe dieser Eigenschaft lassen sich Resolvente und Halbgruppe auf
alle LP-Raume fortsetzen. Das wird als néchstes besprochen.

Sei dazu T : L*(u) — L*(u) ein postivitiatserhaltender Operator, d.h.
f > 0 impliziert Tf > 0. Ist f € L%u) eine (fast iiberall definier-
te) nichtnegative Borelmessbare Funktion, so wahlen wir eine monoton
wachsende Folge (f,,) in L*(u), mit f, — f p-fast sicher und definieren

Tf:= lim Tf,.
n—o0
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Aufgrund der Positivitdtserhaltung existiert dieser Grenzwert u-fast
iiberall. Er ist auBerdem unabhéngig von der Wahl der Folge (f,)
(Ubung). Wir definieren nun
dom(T) := {feLu)| T|f| < oo p-fast tiberall }
sowie _ _ _ _ _
T :dom(T) — L(u), Tf :==Tfy —Tf_.
Dies ist eine Fortsetzung von 7. Im folgenden lassen wir meist die

Tilde weg und schreiben nur 7" fiir den gegebenen Operator sowie seine
Fortsetzung.

Theorem. Fliir alle a,t > 0 und p € [0, 00] gilt
laGa | LP(p) = LP(w)|] <1 und |T; | LP(p) — LP(u)]] < 1.
Bemerkung. Ds Theorem ist so zu lesen: Es gelten die Inklusionen
17(1) € dom(G), L?(4)  dom(T})

und
GoLP(pn) C LP(p), TeLP(p) € LP(n)
und die induzieren Abbildungen LP(u) — LP(u) sind Kontraktionen.

Beweis. L*(u): Das folgt direkt aus der Markoffeigenschaft.

L'(u): Das folgt mittels Dualitét und einem Approximationsargument
(Ubung).

L?(p): Das folgt mittels Riesz-Thorin-Interpolation (Ubung*). O

Die eigentliche Relevanz der Halbgruppe ergibt sich aus folgender Be-
merkung.

Bemerkung. Es existiert ein eindeutiger stochastischer Prozess (B;)
auf der Einpunkkompaktifizierung M U{oc}, mit der Eigenschaft, dass
fiir alle messbaren A C M, alle ¢ > 0 und p-fast alle x € M gilt

P(B; € A| By =x) =Ti1(x).
Dieser Prozess (B;) heifit minimale brownsche Bewegung auf (M, g, j1).
Vollstédndig konnen wir dies hier nicht beweisen. Wir werden aber unten

sehen, dass wir glatte Versionen von T;1 4 wéhlen kénnen, sodass fiir alle
x € M die Abbildung A — T;14(x) ein sub-Wahrscheinlichkeitsma$ ist.

Wir bezeichnen mit L°(u) den Raum L™(u) ausgestattet mit der
schwach-*-Topologie. Eine Folge (f,) konvergiert darin, falls

lim fng dp = / fg du, fiir alle g € L' (p).

Im folgendes Satz bezeichnen wir mit (Tt(p )) die Fortsetzung der Halb-
gruppe auf LP(u).

Zeichnung
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Theorem (Eigenschaften der Halbgruppe auf LP(u)). Sei 1 < p < oc.
(a) Es gilt Tt(p)Ts(p) = Tt(f?s fir alle t,s > 0. ("Halbgruppeneigenschaft’)

(b) Falls 1 < p < oo gilt fir alle f € LP(u), dass limy o Tt(p)f = fin
LP(p). ("Starke Stetigkeit’)

(c) Fiir alle f € L) gilt limy_o TV f = f in L®(y). (*Schwach-*-
Stetigkeit’)
(d) Falls 1 < p < 00, so gehort fir alle f € LP(u) die Abbildung
HYP 2 (0,00) = LP(p), t = T f
zu C°((0,00); LP(p)). Fir allen € N und s > 0 gilt
dar "
g 17 (5) = (B H P (5),
wobei die Ableitungen in LP (1) gebildet werden.

Beweis. (a): Das folgt einfach aus der Halbgruppeneigenschaft von
(Tt@)) und der Definition von (Tt(p )).

(b),(c),(d): Dies folgt mittels Interpolation. O

Wir untersuchen nun Eigenschaften von L, (G,), (1;), wobei wir beson-
deren Wert auf den Einfluss der Geometrie der Mannigfaltigkeit legen.
Konkret beschéftigen wir uns mit den folgenden Fragen.

e Hat £ hochstens eine selbstadjungierte Fortsetzung? Ist dies

der Fall, so gibt es héchstens eine Brownsche Bewegung auf
M.

e Wo liegt das Spektrum von L und welche Art hat es?

e Ist (1) stochastisch vollstéandig, d.h. gilt T;1 = 1 (bleibt (By)
fir alle Zeiten auf M bzw. ist A — Ti1,(x) ein Wahrschein-
lichkeitsmaf)?

o Ist (73) rekurrent oder transient (kehrt (B;) unendlich oft in
jede beschrénkte offene Teilmenge zuriick oder nicht)?

6. Lokale Regularitatstheorie

Dieses Kapitel behandelt lokale Glattheitsaussagen schwacher Losun-
gen zu linearen Differentialgleichungen der Form

Pu=f
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auf einer Mannigfaltigkeit. Dabei ist P entweder der (gewichtete) distri-
butionelle Laplace-Beltrami-Operator oder der Warmeoperator (s.u).
Wir zeigen (bzw. skizzieren), dass gewisse schwache Losungen zu gu-
ten rechten Seiten bereits starke Glattheitseigenschaften haben.

Theorem (A, ist hypoelliptisch auf L (u)). Es sei (M, g,p) eine

gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit und o € R. Ist f € C*°(M)
und u € L2 (p) mit

loc

Ayu+ou = f,
so gilt w € C*°(M) (genauer: u hat eine Version in C*(M)).

Wir halten zuerst eine wichtige Folgerung fest.

Folgerung (Eigenfunktionen sind glatt). Es sei A ein Eigenwert von
L und f eine zugehorige Eigenfunktion mit Lf = \f. Dann gilt f €
C>®(M).

Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir ein paar klassische Resul-
tate iiber Sobolev-Raume im R", die wir hier nicht beweisen.

Im folgenden ist € stets eine offene Teilmenge des R™ ausgestattet mit
dem Lebesgue-MaBl. Mit 0; bezeichnen wir die distributionellen parti-
ellen Ableitungen auf 2 und mit 0“ deren Hintereinanderausfithrung
beziiglich eines Multiindex «. Der lokale Sobolev-Raume k-ter Ordnung
ist definiert durch

Wiee o(Q) :={f € L7, (Q) | 0°f € L}..(Q) fiir alle « mit |o| <k}

loc loc

Der folgende Satz behandelt Glattheitseigenschaften von Funktionen in
lokalen Sobolev-Raumen, siehe [1, Theorem 6.1]. Es handelt sich um
einen der bemerkenswertesten Satze der Analysis.

Proposition (Sobolevscher Einbettungssatz). Fs sei ) eine offene
Teilmenge des R™. Fiir

n
k > —
m+2

gilt Wi () € C™(Q) (genauer: jede Funktion aus W)

loco(§2) hat eine
Version in C™(1)).

Bemerkung. e Der Sobolevsche Einbettungssatz sagt, dass die
Glattheit einer Funktion aus der Existenz (in L) gentigend
vieler schwacher Ableitungen folgt.

e Tatsachlich gibt der Sobolevsche Einbettungssatz auch noch
Abschéitzungen fiir die Normen der Funktionen in den ent-
sprechenden Funktionenraumen. Wir bendtigen jedoch nur die
Glattheitsaussage.
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Fir 1 < 4,57 < nsei a¥ € C®(Q). Die Matrixwertige Funktion (a%)
heifit elliptisch, falls sie symmetrisch in 7, j ist und es zu jedem Punkt
x € Q eine Konstante ¢(z) > 0 gibt, mit

a’(2)€:&; > c(z)|€)? fiir alle £ € R™.

Ein einfaches Beispiel ist a”/ (x) = §”. In diesem Fall kann ¢ = 1 gewéhlt
werden. Zu einer gegebenen glatten elliptischen Matrixfunktion (a%)
assozileren wir den elliptischen Operator A : D'(Q2) — D'(2) durch

(Au, @) := (u,0;(a” Oip)).
Nach Definition der distributionellen partiellen Ableitungen gilt also
Au = 9;(a" 0u).
Der folgende Satz ist enthalten in [1, Theorem 6.9].

Proposition (Gardings Satz). Es sei A ein elliptischer Operator wie
oben. Fir alle u € L} () mit Aue Wi () gilt u € WT2(Q).

loc loc, e

Bemerkung. e Gardings Satz ist auch als Gardings Ungleichung
bekannt, da er eigentlich explizite Abschétzungen fiir die ent-
sprechenden (lokalen) Normen liefert. Auch hier reicht uns
aber die Glattheitsaussage.

e Wir skizzieren hier kurz die Aussage des Satzes fir m = 0. Es
gilt u € WZ.(Q) genau dann, wenn fiir jede Kompakte Menge
K CQ gilt

Z/ |0%u|? A\ < 0.
jaj<2 /K

Es ist u € L (Q) mit Au € L2 _(Q) = W2.(Q) genau dann,

loc

wenn fir jede Kompakte Menge K C 2 gilt

/ 2 dX +/
K K

Gardings Satz zeigt also, dass man lokal die L?-Norm der
gemischten Ableitungen durch die L?-norm und die Norm der
hochsten Ableitungen kontrollieren kann.

d)\ < oo.

n 2
Z (9i(aij8ju)

ij=1

Als Folgerung aus beiden Sétzen erhalten wir das folgende Hauptlemma
fir den Beweis der Hypoelliptizitat von A,,.

Lemma. Es sei A ein elliptischer Operator und b : Q — (0,00) eine
glatte Funktion. Ist u € L2 (Q) und (bA)*u € L% (Q) fir alle k € N,
so gilt u € C*(Q).
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Beweis. Wir beweisen v € Wik (Q) fir alle £ € N, was mit dem

Sobolevschen Einbettungssatz u € C*(€2) liefert.

Wir benutzen folgende Beobachtung, welche aus der Produktregel folgt:
Fir alle k € N, p € C*(Q) und u € Wy, () gilt pu € Wy, ().

Sei nun k € N beliebig. Nach Voraussetzung gilt (bA)*u € L2 (). Da
b glatt und strikt positiv ist, erhalten wir

AA) e LY (D).

Aus Géardings Satz folgt (bA)*'u € W2, (Q). Da b glatt und strikt

positiv ist, gilt mit der Beobachtung von oben angewendet auf p = b1,
dass

ABAY 20 e W2, (9).
Eine erneute Anwendung von Gardings Satz liefert (bA)*~2 € Wil (Q).
Die Iteration dieses Arguments zeigt schlieBlich u € W2k (€). O
Lemma (Regularitatslemma). Ist u € Li () mit Afu € Ly, (p) fir
alle k € N, so gilt u e C>(M).

Beweis. Sei (U, ) eine Karte mit lokalen Koordinatenfunktionen (z°).
In in ihr gilt die folgende distributionelle Gleichung fiir die Einschran-

kung von u auf U:
10 0
Aju=—— W—
Hu 0 axz <pg aSCJ U) 9

wobei p = T4/det(g;;) (Ubung).
Wir setzen p := po ™t g¥ = gV o ! und 4 := uwopt Sei A
der elliptische Operator zur glatten elliptischen Matrixfunktion (pg®).

Wir haben bereits beim Beweis der Aussage W!(M,pu) C WM, p)
beobachtet, dass

0
im Sinne von L -Funktionen (aufgefasst als Distributionen). Es folgt
also
(An) o p = pAu.
Wir beweisen nun @ € L2 _(o(U)) und (p~*A)*u € L2 (o(U)) fir alle

k € N, was nach dem vorigen Lemma die gewiinschte Aussage liefert.
Diese Eigenschaften folgen aber direkt aus den Identitaten

[k au= [ appar
14 w(V)

[ 8k an= [ i arappan
v (V)

und
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welche fiir alle messbaren V' C U gelten. O

Beweis. A, ist hypoelliptisch auf L2 (). Es seien f € C*(M) und
we L2 (p) mit

loc

Au+au=f

gegeben. Nach dem vorigen Lemma geniigt es (A,)"u € L2 (U, u) fir
alle k € N zu zeigen.

Fir £ =1 folgt die Aussage aus der Gleichung
Ayu= f—au,

und den Eigenschaften von v und f. Ist (A,)fu € LE (U, u), so erhalten
wir

(A) = (A)"(f = ou) = (A f — a(A) v € Li (U, ).

loc

Dies beendet den Beweis. O

Wir diskutieren nun ahnliche Aussagen fiir den Wérmeoperator. Da-
bei verzichten wir vollstandig auf Beweise und verweisen auf [1, Kapi-
tel 6.4 und Kapitel 7.1]. Es sei (M, g, 1) eine gewichtete riemannsche
Mannigfaltigkeit. Fir 7' € (0,00] sei N := (0,7) x M das riemann-
sche Produkt ausgestattet mit dem Produktmafl v := A ® pu, wobei
A das Lebesgue-Maf ist. Auf D'(N) definieren wir die Zeitableitung
0y : D'(N) — D'(N) durch

(O, 90> = —(u, Oyp),

wobei 0; auf D(N) die iibliche Ableitung nach der ersten Koordinate ist.
Der gewichtete Laplace-Operator A, operiert auch auf D'(V) mittels

<A,Lbu7 80> = <u7 AMQD>7
wobei fiir ¢ € D(N) die Funktion A, gegeben ist durch

(Aup) (@, 1) = (Aup(t, -))(2)-

Kurz gesagt operiert A, nur auf der Raum-Komponente und 9, nur auf
der Zeit-Komponente. Der Operator P := 0, — A, heifit Warmeopera-
tor.

Der Warmeoperator ist in lokalen Koordinaten nicht elliptisch, deshalb
ist die Regularititstheorie von oben nicht direkt auf ihn anwendbar.
Trotzdem gilt folgender Satz, siche [1, Theorem 7.4].

Theorem (Hypoelliptizitit von P). Es sei (M, g, ) eine gewichtete
riemannsche Mannigfaltigkeit, T € (0,00] und N := (0,T7) x M. Gilt
u e D'(N) und Ou — Ayu € CP(N), so folgt w e C(N).
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7. Wiarmeleitung auf L” und Brownsche Bewegung

In diesem Kapitel wenden wir die Regularitatstheorie auf die Warme-
leitungsgleichung auf LP(u) fir 1 < p < oo an.

Definition (Losungen zur Warmeleitungsgleichung). Es sei (M, g, i)
eine gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit, 7' € (0, 00], 1 < p < oo,
sowie R € {LP(p), Lt (1), L°(p)}. Eine Funktion u € C*°(N) heifit
Lésung zur Warmeleitungsgleichung mit Anfangswert f € R, falls

Ou—Ayu=Pu=0

und
u(t,) = fin R, firt - 0+.

Bemerkung (Interpretation Warmeleitungsgleichung). Eine Diffusion
ist ein Mechanismus, der unterschiedliche Stoffkonzentrationen (bzw.
Waremevertellungen) ausgleicht. Fur ¢ > 0 sei u(t,) : M — R die
Stoffkonzentration (Warmedichte) zum Zeitpunkt . Die Zeitevolution
von u wahrend der Diffusion auf M héngt von einer Familie von Vek-
torfeldern F'(¢,-) und einer Familie von Funktionen f(¢,-) ab. Dabei
gibt F(t,z) an, in welche Richtung und in welchem Ausmaf zum Zeit-
punkt ¢ Stoff durch z flieit, und f(¢,x) gibt an, wieviel zusétzlicher
Stoff am Punkt x zum Zeitpunkt ¢ in das System gespeist wird. Ist
) C M offen, mit glattem (orientierbaren) Rand, so gilt

% S Qu(-,x)d,u(x) = —/aQ<F(3,:U), v(x))dvolyg(x /f x,s)dp(x

Hier bezeichnet v die &uflere normale an 0€2. Der Gauf’sche Integralsatz
liefert

% S Qu(-,x)du(x) = /Q—diqu(s,as) + f(s,x)du(x),

und da Q C M beliebig,
uw(t,x) = —div, F(z,t) + f(z,t), =€ M,t>0.

Im einfachsten Modell ist die Anderung der Kozentration u Proportio-
nal zum negativen ihres Gradienten (Ficksches Diffusionsgesetz), d.h.
F(t,z) = —Vu(t,z), und es findet keine Stoffzufuhr/abfuhr statt. In
diesem Fall wird Diffusion gerade durch die oben besprochene Warme-
leitungsgleichung beschrieben.

Der folgende Satz zeigt, dass die Halbgruppen gute Losungen zur War-
meleitungsgleichung liefern.

Theorem. Es sei p € [1,00] und f € LP(u). Fir alle t > 0 gilt
T,f € C°(M) und die Abbildung

u:(0,00) x M = R, (t,x) — T;f(x)

Interpretieren
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ist eine Losung der Warmeleitungsgleichung mit Anfangswert f € LP(u),
falls p < 00, bzw. f € L(n), sonst.

Beweis. Theorem tiber Lisungen zur Warmeleitungsgleichung auf LP(p).
Es sei N := (0,00) x M und f € LP(u). Wir definieren die Distribution
u € D'(N) durch

o) = / | Tttt it = / (TS (t, Durdt, € D).

Hier schreiben wir die Subskripte um zwischen Distributionen auf M
und N zu unterscheiden. Aufgrund der Stetigkeit von ¢ +— T} f ist das
wohldefiniert. Wir zeigen u € C*(N) und u(t,-) = T f fiir alle ¢ : 0 im
Sinne von LP(u). Die Anfangswertaussage folgt dann direkt aus dem
Satz tiber die LP-Halbgruppen.

Wir behandeln nun zunéchst den Fall p = 2. Fir ¢ € D(N) gilt
(A,uuv SO)N = (u> Augp)N

- / (T, Ayt )t
- /0 T(ALT ()t
(Tif it L-Losng) = [ (B, ot v

(partielle Integration (!)) = —/ (Tof, (2, -))mdt
0

- (U, _at(p)
= (O, @).

Nun folgt v € C*°(N) aus der Hypoelliptizitat des Warmeoperators.
Fiir alle ¢ € D((0,00)) und ¢ € D(M) ist ¥ ® ¢ € D(N) und es gilt

/0 )T, ) ardt = (1,6 ® ) = / w9t

Da t — (Tif,¢)n stetig ist, folgt fir jedes t > 0, dass (Tif, ©)m =
(ult, ), ¢)m. Da ¢ € D(M) beliebig war, erhalten wir 73 f = u(t,-) im
Sinne von Distributionen auf M und damit 7} f = u(t,-) in L*(u), da
beide Funktion in L (M) liegen.

Fir allgemeine 1 < p < oo kann man wie folgt vorgehen. Die Aussage
(0r—Ay)u = 0 im Sinne von D'(N) folgt aus der Stetigkeit von J; — A,
auf D'(N) und der Approximation von T} f durch Tyg mit g € L*(u).
Nun liefert die Hypoelliptizitit wieder u € C*°(M) und mit einem
analogen Schluss zu oben folgt u(t, ) = T3 f in LP(u). Das beendet den
Beweis. O
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Zum Schluss dieses Abschnittes diskutieren wir noch kurz den Zusam-
menhang zu Brownscher Bewegung. Wir wéahlen von nun an stets die
glatte Version von T, f.

Lemma. Firt >0 und x € M existieren eindeutige

pt,m € ﬂ LP(H)
1<p<oo
T f(x) = /Mpt,xf dp

fiir alle f € Ui<pcoc LP(11).

Beweis. Sei p > 1 und ¢ < oo mit 1/p + 1/q = 1. Die Punktaus-
wertungen z +— T} f(x) sind stetig (da positive Funktionale, Ubung)
und (LP(p))* = Li(u), falls p < oo, sowie (L°(u))* = L*(p). Deshalb
existieren p;, € L(p) mit

fir alle f € LP(u). Da die Halbgruppen auf L?(u) N LP () iibereinstim-

men, héngen die Funktionen p,, nicht von p ab. U
Wairmekern in Ubung

Im folgenden Theorem ist M U {oo} die Einpunktkompaktifizierung
von M ausgestattet mit der Borel-o-Algebra.

Theorem (Brownsche Bewegung). Fir alle x € M ist die Abbildung
A — Tyla(z) ein Subwahrscheinlichkeitsmafl auf der Borel-o-Algebra
von M. Es gibt einen eindeutigen Markoff-Prozess (By)io auf MU{oo}
(d.h. P(Biys € A| By =2) =P(B, € A | By = x) fiur alle t,s > 0,
x € MU{oo} und A C M U{oco} messbar) mit

P(B, € A| By =) = Tila(x),
fir alle x € M,t > 0 und jede Borelmenge A C M.

Beweis. Skizze. Es sei M U{oo} die Einpunktkompaktifizierung von M.
In diesem Fall ist O C M U {oo} genau dann offen, wenn

O=0"U(MU{x}\K),
wobei O C M offen und K C M kompakt sind.

Auf der Borel-o-Algebra von M U {oo} betrachten wir die Abildung
Har gegeben durch

o y(A) = Tila(x) falls co ¢ A
wt TtlA\{oo} +1-T;1 fallscc€e A '
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Hier nutzen wir die Messbarkeit von {co}, welche aus der Existenz
einer M tiberdeckenden Folge kompakter Mengen folgt. Wegen

o o(A) — / prodi = Tyla(2)
A

fiir messbare A C M folgt leicht, dass p,, Wahrscheinlichkeitsmafle auf
MU{oo} sind, welche messbar (sogar stetig) von ¢ und x abhéngen. Die
Existenz eines Markoff-Prozesses mit den gewiinschten Eigenschaften
ist ein Standartresultat tiber stochastische Prozesse (auf separablen
metrischen Rédumen). Es nutzt die Gleichung

:u:v,t-‘rs(A) :/]w:uy,t(A)de,s(y)a

welche aus der Halbgruppeneigenschaft von (T;) folgt. U



KAPITEL 3

Der Satz von Rademacher und wesentliche
Selbstadjungiertheit

In diesem Kapitel lernen wir ein Kriterium kennen, welches sicher stellt,
dass alle selbstadjungierten Erweiterungen von £ iibereinstimmen. Als
technisches Hilfsmittel benotigen wir den Satz von Rademacher. Er
charakterisiert Lipschitz-Funktionen durch die Beschranktheit des dis-
tributionellen Gradienten.

Es sei (M, g) eine Mannigfaltigkeit und p die zugehorige geodétische
Metrik. Eine Funktion f : M — R heifit Lipschitz- Funktion mit Lipschitz-
Konstante K, falls

|f(x) = f(y)| < Kp(x,y) fir alle z,y € M.

Die Menge aller Lipschitz-Funktionen beziiglich p bezeichnen wir mit
Lip(M). Die Lipschitz-Halbnorm (die kleinste Lipschitz-Konstante) ei-
ner Funktion f € Lip(M) ist definiert durch
flx) = fly
e s @S0
x,yeM, x#y p(l', y)

Zum Aufwéirmen zeigen wir, dass glatte Funktionen mit beschranktem
Gradient Lipschitz-Funktionen sind.
Proposition. Es sei (M, g) eine zusammenhdngende riemannsche Man-
nigfaltigkeit und f € C*(M) mit |Vf| € C*(M). Dann gilt f €
Lip(M) und

£l < sup [V £].

Beweis. Es sei
C :=sup|Vf].
M

Zu x,y € M wéhlen wir eine Kurve v : [a,b] — M, mit v(a) = 2 und
v(b) = y. Nach dem HDI und der Definition von V gilt

b b b
f@) - ) = [ Gremdr= [ @@= [(wrsan

weswegen

b b
@)~ f)] < / VA< C / 51X = CL().

83
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Da p(x,y) das Infimum tiber die Langen aller solcher Kurven ist, folgt
die gewiinschte Aussage. U

Der Satz von Rademacher liefert eine Umkehrung von dieser Proposi-
tion fur allgemeine Lipschitz-Funktionen. Dabei kann die Differenzier-
barkeit nur im schwachen Sinne gewéhrleistet werden, da Lipschitz-
Funktionen im Allgemeinen nicht differenzierbar sein miissen (betrach-

tezB. f:R =R, f(x) = |z]).
Theorem (Satz von Rademacher). Es sei (M,g,u) eine gewichtete

riemannsche n-Mannigfaltigkeit. Fir alle f € Lip(M) gilt V f € E‘X’(,u)
und

IV flloo < [1f llLip-

Bemerkung. Tatséchlich macht der Satz von Rademacher noch die
starkere Aussage, dass f in fast jedem Punkt differenzierbar ist (falls
man punktweise Differenzierbarkeit geeignet tiber Karten definiert).

Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir zwei Hilfsaussagen. Wie oben
bezeichnen wir mit 0; die distributionellen partiellen Ableitungen im
R™ und statten offene Teilmengen von R™ mit dem Lebesgue-Maf} aus.

Lemma. Sei Q C R"™ offen und f : Q2 = R eine K-Lipschitz-Funktion
beziiglich der euklidischen Metrik. Fir i = 1,...,n gilt 0;f € L>(Q)
und

Z:(@if)2 < K? \-fast 1iberall.

i=1

Beweis. Es sei e € R™ ein Einheitsvektor, d.h. |e| = 1. Mit 0, bezeich-
nen wir die Richtungsableitung in Richtung e. Thre distributionelle Va-
riante ist definiert durch (0.f,v) = —(f,0.%), ¥ € C*(Q), und es
gilt (Vf,e) = 0.f im Sinne von Distributionen, wobei V der iibliche
Gradient in R™ ist.

Fir ¢ € C°(Q2) berechnen wir mithilfe der iiblichen Integralsitze

(f. uth) = / fo0dA
/ £l lim B (6 + he) — (x)) dA(x)
— lim 5! / (@)@ + he) — $(x)) dA(z)

Q

h—0

—tim ™" | (e = he) = f(@)ila) aAa).

h—0
Aus der K-Lipschitz-Stetigkeit von f folgt

[(Oef, )| = I(f, 0ct))| < K[ ¢]]1,
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weswegen sich (0,.f, -) zu einem stetigen Funktional auf L!(Q) fortsetzen
lasst. Der Dualraum von L!(€2) ist isometrisch isomorph zu L>(£2) und
der Isomorphismus ist gegeben durch L>(Q)) — LY(Q0)’, h + Ly, mit

Ly() = /Qw dA.

Deshalb existiert h € L*>°(€2) mit

(0.f,0) = /Q b d fiir alle o € C2(Q).

Dies bedeutet aber gerade 0.f = h im Sinne von Distributionen und
|0. f| < K fast tiberall. Da e beliebig war erhalten wir die gewtinschte
Abschéatzung. O

Lemma. FEs sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir jedes
p € M existiert eine Karte (U, @) mit lokalen Koordinaten (z"), sodass

pe U und
1 fallsi=j,
i5(p) = 0 =
9:i(P) = 0i {o falls i # .

Beweis. Ubung. U

Beweis. Satz von Rademacher. Aus dem vorigen Lemma und der Ste-
tigkeit der Metrik folgt, dass es zu jedem p € M und D > 1 eine Karte

(U, ¢) mit lokalen Koordinatenfunktionen (z°) und p € U gibt, sodass
firallex e U, £ € T, M und n € T, M* gilt

9ij(2)€¢ < D*((' ) + ...+ ("))
und

g7 (x)mn; < D*((m)*+ ... + (ma))*.

Durch weiteres verkleinern von U kénnen wir erreichen, dass ¢(U) eine
Kugel mit Mittelpunkt ¢(p) ist. Insbesondere gehort fiir alle x,y € U
die gerade zwischen ¢(z) und ¢(y) zu U, weswegen

p(z,y) < Dlp(x) — ¢(y)|.

(Vergleiche den Beweis der Aquivalenz der Topologien von M und der

von p erzeugten Topologie). Zeichnung

Sei nun f : M — R eine Lipschitz-Funktion mit Lipschitz-Konstante
K, D > 1und (U,y) eine Karte wie oben. Wir setzen f := fo ¢~ L
Fir z,5 € p(U) gilt

[f(z) = F@)] < Kp(p™(2),¢7 (7)) < DKz — ],
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also ist f eine D K-Lipschitz-Funktion auf ¢(U). Aus dem Lemma iiber
Lipschitz-Funktionen im R™ folgt nun 0;f € L*>(¢(U)) und

> (0:f)? < D*K* Mast iiberall auf o(U).

=1

Die Identitét (9;f) o ¢ = 22 f (s.0.) impliziert

n 2
Z ( 0 f) < D?K? p-fast iiberall auf U.

%
=1 Oz

Wegen -2 f € L2 _(U) fiir alle i erhalten wir Vf € L2 _(U) und

Oxt loc
LOf 0
_ g2
Vfi=gyg &xjﬁwi(s'o)'

Daraus und aus der Wahl der Karte folgt

LOf Of i 0 2

2 _ i 2 2 M2 72

VI[P =9I st 25 <D E:(axif) < D’D’°K
i=1

p-fast iiberall auf U. Da M von abzahlbar vielen solchen Karten tiber-
deckt wird, erhalten wir schliellich

IV £l < D*K.
Weil D > 1 beliebig war, folgt die gewiinschte Aussage. Il

Eine fiir uns sehr wichtige Folgerung aus dem Satz von Rademacher
ist die folgende Aussage iiber Lipschitz-Funktionen mit kompaktem
Trager, deren Gesamtheit wir mit Lip,(M) bezeichnen.

Proposition. Es sei (M, g, ) eine gewichtete riemannsche Mannig-
faltigkeit. Es gilt

C(M) C Lip (M) C Wy (M, p).

Beweis. Es sei f € Lip.(M). Da f kompakten Trager hat und stetig
ist, gilt f € L2*(u). Als Distribution hat Vf auch kompakten Tri-
ger und der Satz von Rademacher zeigt |V f| € L>®(u). Wir erhalten
IVf| € L*(n), also f € WM, p). Wir haben oben gezeigt, dass W'-
Funktionen mit kompaktem Triger zu W gehoren. Glatte Funktionen
mit kompaktem Trager haben beschriankte Gradienten und sind des-
halb Lipschitz-Stetig (s.o.). O

Der Satz von Rademacher und seine Folgerungen erlauben es uns nun
eine ganze Fiille von globalen Sétzen tiber Losungen zur Laplace - Glei-
chung und zur Warmeleitungsgleichung zu beweisen.
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Theorem (L*Liouville-Theorem). Es sei (M, g, 1) eine vollstindige
zusammenhdngende gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit und A >
0. Alle uw € L*(p) mit

Ayu = Au

sind konstant. Falls X > 0, gilt sogar u = 0.

Beweis. Sei A > 0 und u € L*(p) mit A u = Au. Aus der lokalen
Regularititstheorie folgt u € C°°(M). Wir zeigen zunéchst, dass fur
alle f € Lip.(M) die folgende Ungleichung gilt:

/ |Vu|2f2du§4/ IV f)?u? dp.
M M

Sei dazu f € Lip,(M) und Q eine relativkompakte Umgebung von
supp(f). Es gilt uf? € Lip, (M) (Ubung). Da Einschrinkungen von
Lipschitz-Funktionen auch Lipschitz-Funktionen sind, folgt uf?|q €
Lip,(Q) und somit uf?lq € Wg(Q, 1). Deswegen existiert eine Fol-
ge ¥, € C*() mit ¥, — uf?lg in WHQ,u). Da u glatt ist, gilt
Vu € L2 (1). Insbesondere ist Vulg € L2(Q, 11). Die (distributionelle)

loc

Definition von A, und die Produktregel fir V zeigt
OZ—)\/ u2f2du:—/ uf?Audp = — lim [ ¥,Audp

= lim [ (V¢,, Vu)du = / (V(uf?), Vu)du

:/ \Vu\zdeu—l—Q/ (Vf, Vuyuf du.
M M

Aus dieser Ungleichung, der elementaren Ungleichung 2ab < a*/2 + 2b*
fir a,b € R und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

/ Vul S dp < 2 / (Vf, Vuyuf du
M Q

1
<! / IVl £ dpi+ 2 / VP dp,
2 M M
weswegen
/\Vu\2f2du§4/ |V f)?u? dp.
M M

Seinun R > 0,0 € Mund f : M — R, f(z) = (R — p(x,0))4.
Diese Funktion hat Lipschitz-Konstante 1 und ihr Tréger ist in der
abgeschlossenen Kugel B, (o) enthalten. Da (M, p) vollsténdig ist, ist
B?,(0) nach dem Satz von Hopf-Rinow kompakt. Wir kénnen also die
Ungleichung von oben auf f anwenden. Fiir R > r > 0 gilt f > R—r auf
B?(0). Weiterhin zeigt der Satz von Rademacher, dass |V f|? < 1. Diese
beiden Beobachtungen liefern zusammen mit der bereits bewiesenen
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Ungleichung, dass

4
Vul?d S—/ u? dp.
/Bﬁ(o)| I (R=7)? Ju a

Da u € L?(u) kénnen wir erst den Grenzwert R — oo und dann den
Grenzwert r — oo bilden, und erhalten

/ |Vul?dp = 0,
M

was Vu = 0 zeigt. Deshalb ist u 0-Lipschitz und somit konstant. Fiir
A > 0 ist v = 0 die einzige konstante Funktion, die die Gleichung
Ayu = Au lost. O

Bemerkung. e Der klassische Satz von Liouville sagt, dass eine
beschrinkte holomorphe Funktion f : C — C konstant ist. Da
eine Funktion f : C — C genau dann holomorph ist, wenn sie
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ORef  Olmf d 8Ref__81mf
or Oy " oy ox

erfilllt, ist der Realteil einer holomorphen Funktion harmo-
nisch (Ubung), das heif}t

O’Ref N O®Ref
ox? oy?

Ist umgekehrt eine harmonische Funktion h : C — R gegeben,
so ist sie der Realteil einer holomorphen Funktion. In diesem
Sinne macht der Satz von Liouville Aussagen tiber beschrinkte
harmonische Funktionen auf R2.

ARef = 0.

Tatséchlich kann man jede holomorphe Funktion f : C — C
eindeutig zu einer meromorphen Funktion

f:CU{oc} = CU{c0}

fortsetzen. Dabei ist die Einpunktkompaktifizierung C U {oo}
eine kompakte Mannigfaltigkeit, die von C in natiirlicher Wei-
se eine riemannsche Metrik erbt (!). Ist f beschrankt, so folgt
aus der Laurent-Entwicklung um oo, dass f(co) € C, also
f holomorph ist (dieses Resultat heiBt auch Riemannscher
Hebbarkeitssatz). Weiterhin kann man nachrechnen, dass in
diesem Fall Re f auch harmonisch ist (beziiglich des Laplace-
Operators auf C U {oco}). Da kompakte Mannigfaltigkeiten
vollstandig sind und beschrinkte Funktionen auf kompakten
riemannsche Mannigfaltigkeiten zu L?(vol) gehoéren, folgt aus
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unserem Satz, dass Ref konstant ist. Wegen der Cauchy - Rie-
mannschen Differentialgleichungen muss dann auch Imf kon-
stant sein. In diesem Sinne ist unser L?-Liouville-Theorem eine
Verallgemeinerung des klassischen Satzes von Liouville.

e Die Forderung des Zusammenhangs der Mannigfaltigkeit ist
notwendig. Funktionen, die konstant auf Zusammenhangskom-
ponenten sind, erfiillen namlich stets die Voraussetzungen des
vorigen Theorems. Man kann aber alle Betrachtungen auch
auf Zusammenhangskomponenten durchfiithren.

e Ist (M, g, ) eine vollstandige zusammenhdngende gewichtete
riemannsche Mannigfaltigkeit und u € L (x) mit A,u = 0,
so ist u bereits dann konstant, falls

°° 1
——dr = oo,
/m [ulpe(o)llp

fir ein 1 < p < 00, 0 € M und ry > 0. Dieses Resultat ist
als Theorem von Karp’82 bekannt. Insbesondere gilt, dass jede
harmonische LP-Funktion konstant ist (LP-Liouville-Theorem
von Yau '76).

Theorem (Gaffney ’51). Sei (M, g, ) eine vollstindige zusammenhdn-
gende gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist der Operator
L = (=Au)|ce ) wesentlich selbstadjungiert (hat genau eine selbst-
adjungierte Fortsetzung, namlich L). Insbesondere gilt £L* = L, das
heifst

D(L) = D(L*) ={f € L*(n) | Auf € L* (1)}
und

Lf = —Auf.

Beweis. Wir zeigen zundchst L = L*. Die Inklusion L C £* wurde
oben schon bewiesen, weswegen es geniigt D(L*) C D(L) zu zeigen.
Sei dazu f € D(L*), d.h. f € L*(pu) mit A,f € L*(u), gegeben. Wir

setzen
g:=(L+1)"(=A,+1)f
Da L die Einschrankung von —A,, auf D(L) ist, und g € D(L), folgt
(A, +1)g=(L+1g= (A, +1)f,

also
Ag—f)=g— T

Nach dem L?-Liouville-Theorem erhalten wir f = g € D(L).

Sei L eine beliebige selbstadjungierte Erweiterung von L. Es gilt LcCcrr

und nach dem oben gezeigten L C L* = L. Damit gilt aber auch
L=L*C(L)=1L

Y
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und somit L = L. O

Bemerkung. e Der Beweis des vorigen Satzes verwendet kei-
nerlei Geometrie sondern gilt sehr allgemein. Sei A ein symme-
trischer nichtnegativer dicht-definierter Operator A auf einem
Hilbert-Raum. Gibt es ein A > 0, sodass ker(A* + \) = {0},
so ist A wesentlich selbstadjungiert und die eindeutige selbst-
adjungierte Fortsetzung ist gegeben durch A*.

e Der Satz gilt fiir R™, kompakte Mannigfaltigkeiten und Mo-
dellmannigfaltigkeiten mit unendlichem Radius.

e Der Satz ist nur ein hinreichendes Kriterium fiir wesentliche
Selbstadjungiertheit. Auf R™\ {0} ist A genau dann wesentlich
selbstadjungiert, wenn n > 4.



KAPITEL 4

Stochastische Vollstandigkeit

In diesem Kapitel geht es um stochastische Vollstandigkeit. Wir lernen
ein geometrisches Kriterium kennen, welches stochastische Vollstandig-
keit garantiert und diskutieren einige Beispiele.

Definition (Stochastische Vollstédndigkeit). Eine vollstandige zusam-
menhéngende gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g, ) heifit
stochastisch vollstindig, falls T;1 = 1 fiir alle ¢t > 0.

Bemerkung. Es sei (B;) die Brownsche Bewegung auf M U {oco}, d.h.
der Markoff-Prozess mit

P(Bie€ A| By =x)=Ti1a(x).
Die Mannigfaltigkeit ist genau dann stochastisch vollsténdig, wenn
P(Bie M |By=x)=1firallex e M, t>0,
das heifit, wenn (B;) die Mannigfaltigkeit zu keiner Zeit verlasst.

Die folgende Proposition charakterisiert stochastische Vollstandigkeit.
Aus Zeitgriinden verzichten wir auf einen vollstédndigen Beweis und
zeigen nur den fiir uns relevanten Teil.

Proposition (Charakterisierung stochastische Vollstandigkeit). Es sei
(M, g, 1) eine vollstindige zusammenhdngende gewichtete riemannsche
Mannigfaltigkeit. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) (M, g, p) ist stochastisch vollstindig.
(ii) Fir alle o > 0 gilt oGyl = 1.

(iii) Die Warmeleitungsgleichung zum Anfangswert O hat eine ein-
deutige beschrinkte Losung, d.h. firu € Cp°((0,00) x M) mit
Ayu = O und u(t,) = 0 in Li (1) firt — 0+ gilt u = 0.

loc

(iv) Fir alle o > 0 und u € Cg° (M) mit Ayu = au gilt u= 0.

Beweis. (iii) = (i): Im Kapitel iiber die lokale Regularitédtstheorie ha-
ben wir gesehen, dass es eine glatte Version u von (¢, z) — T;1(x) gibt,
die die Warmeleitungsgleichung zum Anfangswert 1 16st. Da auch die
Konstante Funktion die Warmeleitungsgleichung zum Anfangswert 1
16st, folgt aus (iii), dass T;1 = 1. O

91
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Im folgenden Theorem bezeichnen schreiben wir log? = max{log, 1}.

Theorem (Grigor’yan ’86). Es sei (M, g, ) eine vollstandige zusam-
menhdngende gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Gilt

o r
/ e n(Bi(on =
ro log® u(Br(0))
fir einrg >0 und o € M, so ist (M, g, u) stochastisch vollstindig.

Bemerkung. e Die Groflen g > 0 und o € M spielen im vori-
gen Theorem keine herausragende Rolle. Da die Mannigfaltig-
keit zusammenhangend ist, impliziert

o 1
/ Ii—p dr = o0
ro log® u(Br(0))

fiir ein 19 > 0 und o € M, dass

[ ot
—  dr=o0
o loghu(B(x))
fir alle s > 0 und 2 € M. Deshalb schreibt man in der Lite-
ratur fiir diese Bedingung einfach kurz

o r
/ T o dr = oo,
log" 11(Br)

ohne Hinweis auf die genauen Integrationsgrenzen und den
Referenzpunkt.

e Die Voraussetzung des Theorems sind erfiillt, falls es eine Folge
(rg) mit limy,_, o, 7 = oo und eine Konstante C' > 0 gibt, sodass

1(BE (0)) < exp(Crylogry) fiir alle k € N.

Dies ist insbesondere der Fall fiir R™ und kompakte Mannig-
faltigkeiten.

e Das Volumenwachstum von Modellmannigfaltigkeiten kann be-
liebig groB werden. Ist namlich (M, g) ein riemannsches Mo-
dell, sodass M \ {o} isometrisch zu (0, 00) ®, S™! ist, so ist
(M, p) vollstandig und es gilt

vol, (B2(0)) = w /O ") dr.

Tatsachlich gibt es eine stochastisch unvollstdndige Modell-
mannigfaltigkeit mit

/OO " dr < oo
—— ar .
v log? u(BF (o))

In diesem Sinne ist das vorige Theorem optimal, obwohl es im
Allgemeinen nur hinreichend ist.
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Wir werden das Theorem von Grigor’yan aus dem folgenden Satz her-
leiten, welcher auch von Grigor’yan stammt.

Theorem (Eindeutigkeitsklasse zur Warmeleitungsgleichung). Es sei
(M, g, ) eine vollstandige zusammenhdngende gewichtete riemannsche
Mannigfaltigkeit, T > 0 und uw € C*((0,7) x M) eine Losung der
Wairmeleitungsgleichung mit u(t,-) — 0+ in L (u). Eristiert ein o €
M wund eine monoton wachsende Funktion f : (0,00) — (0,00) mit

| 5 o dr =

sodass fir alle R > 0 gilt

/ /Bp u(t,z)|* dudt < exp(f(R)),

so folgt u = 0.

Bemerkung. Das Theorem ist so zu lesen: Zwei Losungen der War-
meleitungsgleichung zu einem gegebenen Anfangswert f (im Sinne von
L% (1)!), deren Differenz nicht zu schnell wéichst (in einem sehr prézi-
sen Sinn), miissen libereinstimmen.

Bevor wir den Satz beweisen, diskutieren wir noch zwei Folgerungen
und zeigen, dass die Resultate scharf sind.

Beweis. Grigor’yans Volumenwachstumskriterium fiir stochastische Voll-
standigkeit: Es gentigt zu zeigen, dass jede beschriankte Losung der
Wiarmeleitungsgleichung zum Anfangswert 0 verschwindet (s.o.). Sei
also u € Cp°((0,00) x M) eine Losung zur Warmeleitungsgleichung mit
Anfangswert 0. Da u gleichmafig beschrankt ist und lim; o4 u(t,-) — 0
in L (), folgt mit dem Satz von Lebesgue lim; o u(t,-) — 0 in

loc \H
L} (). Wir setzen

S:= sup |u(t,x)]
t>0,zeM

und
f(r) == 10g (S*Tu(B(0))).

Nach unserer Voraussetzung gilt

[

und die Wahl von f und § 1mphzlert

/ /B ult, x)|* dpdt < S*Tu(Bf(0)) < exp(f(R)).

Daher folgt die gewunschte Aussage aus dem Resultat zur Eindeutig-
keitsklasse der Warmeleitungsgleichung. U
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Theorem (Tychonoff '35, Tacklind '36). Es set T > 0 und es sei
u € C®((0,7) x R") eine Lisung zur Wirmeleitungsgleichung mit
u(t, ) %0 in L2 (R™). Ezistiert eine Konstante C' > 0, sodass fir
alle 0 <t <T und x € R™ gilt

[u(t, z)| < C'exp(Cla|*),

so folgt w = 0 (Tychonoff). Die gleiche Aussage gilt, falls es eine
monoton wachsende konvexe Funktion f : (0,00) — R gibt, sodass

/oof(r>d’”:°0

u(t, )| < exp f(|x]),
fir alle 0 <t <T und x € R (Tdcklind).

und

Beweis. Es gentigt die Aussage fiir konvexe Funktionen zu zeigen. Da
im R” gilt A(Bg(0)) = CR", folgt aus der Annahme

T
[ [ P ana < or es(er(r) = ew(F(R),
0 JBg(0)
wobei f(R) = 2f(R) 4+ nlogr +log C. Die Konvexitit von f impliziert
nlog R+log C' < f(R) fir grofle R (falls f nicht konstant). Damit folgt
die Aussage aus dem Resultat zur Eindeutigkeitsklasse der Warmelei-
tungsgleichung. U

Tychonoffs und Técklinds Bedingung fiir die Eindeutigkeit von Losun-
gen zur Warmeleitungsgleichung auf R™ sind scharf. Fiir jedes € > 0
gibt es eine von null verschiedene Losung zur Warmeleitungsgleichung
u mit Anfangswert 0 (in L (R"), welche

loc
Ju(t, z)| < C exp(Clz[*?)

fir alle t > 0 und z € R" erfullt. Wir konstruieren nun eine solche
Funktion.

Fir a > 1 definieren wir h, : R — R durch

hat) = exp(—t~%) t> O‘
0 t<0

Aus der Analysis I Vorlesung ist bekannt, dass h,, eine glatte Funktion
ist, mit A4 (0) = 0 fiir alle n € N (insbesondere wird sie nicht durch
ihre Taylor-Reihe um 0 dargestellt). Die folgenden Abschatzungen fiir
die Ableitungen sind weniger offensichtlich.

Lemma. Es existiert eine Konstante 0 < 6 = 0(«) < 1, sodass

! 1
IBRIGIES (:Wexp (—ét_o‘) fiir allen € N, t > 0.
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Beweis. Seit > 0 beliebig und ~ : [0,27] — C, 7(s) = t +d exp(is). Da
h holomorph auf {z € C | Rez > 0} ist, folgt aus den Cauchy-Formeln
fiir Ableitungen, dass

Wiy T ha(v(s))3(s)
hg)(t)—%/o st.

Fir z = |z|exp(ip) mit ¢ € [—m, 7) gilt nach Definition und den
iiblichen Rechenregeln im komplexen

Rez™ = |z] 7 cos(—ap).

Beachte: Es gilt 27 = exp(—alogz), mit dem Hauptzweig logz =
log |z| + i¢.

Setzen wir 0 = 0t, so gilt fir alle z = ¢ 4+ J exp(is) auf der Kurve ~,
dass

|z| < |t| + |dexp(is)| = [t| + 0] = t(1 + 6)
und

|p] < arccos = arccos

t 1
ViZ + 52 V1+62
Aus diesen Rechnungen folgt, dass wir § > 0 abhéngig von a aber
unabhéingig von ¢ so klein wahlen kénnen, sodass fir alle z auf ~ gilt

1
Rez™ = |z| 7% cos(—ayp) > 515_‘".

Die Formel fiir die Ableitungen von oben liefert nun

! 1 n! 1
() < 2 _ipe) = i),
01 < Freo (<50 = e (~50)

Fur t € R und = € R definieren wir

Uo(t, ) = Z (

n=1

xQn
h(t).

Offensichtlich konvergiert die Reihe fiir ¢ < 0. Die Konvergenz fiir
t > 0 und weitere Eigenschaften folgen aus der eben bewiesenen Ab-
schatzung.

Lemma. Die Funktion u, ist eine Losung zur Warmeleitungsgleichung
und erfillt limy o u(t,-) =0 in L2 (R). Firx € R und t > 0 gilt

loc

1 2 1
lua(t, )| < exp (; (% — 5#‘“)) ,

wobei 0 eine Konstante wie aus dem vorigen Lemma ist.

Zeichnung
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Beweis. Formales Differenzieren der Summanden und eine Indexver-
schiebung zeigt, dass u, die Warmeleitungsgleichung 16st, falls wir
Summation und Differentiation vertauschen dirfen.

Da @Ln'), < # erhalten wir

xQn

0o © z|?n 1 a
2 G (t)| =2 nt(ét)" o (_ﬁt )

n=1

<e 1 (2? 1151*“
xp|—|(———= .
=P T\ T2

Nach dem Majorantenkriterium fiir Reihen konvergiert die Reihe fiir
U, lokal gleichmafig in z € R und gleichmafig in t € R. Weiterhin folgt
aus dieser Ungleichung u(t,z) — 0 lokal gleichméaBig in = fiir t — 0+

und damit insbesondere in L _(R). Fiir festes ¢ ist die Reihe

0 2n

3 (;”n)!hgm (t)

n=1

eine Potenzreihe in x mit unendlichem Konvergenzradius. Daher gilt

d2 o 1.27172 (n) > x2n (nt1)
——ug(tr) =y (1) = (D (4),
gz () ;(271—2)! a (1) ;(Qn)! ®)

Nach unseren Abschitzungen fiir h™ konvergiert die Reihe auf der
rechten Seite gleichméfig in ¢. Ist (f,,) eine Folge von stetig differen-
zierbaren Funktionen auf R mit f,, — f gleichméfiig und g eine stetige
Funktion auf R mit f/ — ¢ gleichméBig, so ist f differenzierbar und es
gilt f' = g (Ubung). Aus dieser Beobachtung und den bereits bewiese-
nen Eigenschaften folgt nun leicht, dass auch

[eS)
:L.Qn

d
—ug(t,x) =y ——hr (¢
a(t,7) ;1 anyie (t)
gilt. O

Eine Konsequenz dieses Lemmas ist, dass die Warmeleitungsgleichung
auch auf vollstandigen Mannigfaltigkeit nicht eindeutig l6sbar ist und
dass die Abschétzung im Kriterium von Tychonoff gleichméafig in ¢ sein
muss. Fiir jedes ¢ > 0 existiert ndmlich eine Konstante C(t) > 0, sodass

[ua(t, z)| < O(t) exp(C(t)|x|?) fiir alle z € R.

Trotzdem gilt das folgende Lemma, welches zeigt, dass die Bedingung
im Eindeutigkeitsresultat von Tychonoff scharf ist.

Lemma. Fir jedes € > 0 existiert eine Losung zur Wirmeleitungsglei-
chung u mit Anfangswert 0 (in L2 _(R) ), welche nicht verschwindet und

fir die eine Konstante C' > 0 existiert, sodass
lu(t,z)] < Cexp (Clz|***) fir alle z € Rt > 0.
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Beweis. Sei € > 0 beliebig. Wir zeigen, dass u, mit gentigend groflem
a > 1 diese Bedingung erfiillt. Aufgrund des vorherigen Lemmas geniigt
es zu zeigen, dass es o > 1 gibt, sodass fiir alle z € R, ¢ > 0 gilt

1 ’-CEP L, 2
- ~v _t [e% < C’ +6.
t ( o 2 < Clal

Dies zu verifizieren ist jedoch eine leichte Extremwertaufgabe. U

Wir beweisen nun den Satz iiber die Eindeutigkeitsklasse der Warme-
leitungsgleichung in zwei Schritten. Zunéchst benotigen wir eine Ab-
schétzung fiir gewisse Losungen zur Warmeleitungsgleichung.

Lemma (A priori Abschitzung). Es sei (M, g, u) eine vollstindige zu-
sammenhdngende gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Ferner sei
0<a<bundue€ C®(a,b) x M) eine Lisung der Wirmeleitungs-
gleichung, fiir die die Grenzwerte

u(a,-) == lim wu(t,-) und u(b,-) := lim wu(t,-)

t—a+ t—b—

in L .(n) existieren. Ist f : (0,00) — (0,00) eine monoton wachsende
Funktion und o € M, sodass

/ /B u(t, )2 dA() du(z) < exp(f(R)) fiir alle R > 0,

so gilt

4
[ wbaPa@ < [ juaoPdi) g ©)
Br(o) Byr(o)
falls
R2
b—a< ———.
“ = R7(4R) (©)
Bemerkung. o Ist u € C((0,7) x M) eine Losung der Wér-
t—04

meleitungsgleichung mit u(t,-) — 0 € L (u) in L2 (1), so
kann das vorige Lemma fir alle 0 < a < b < T angewendet
werden.

e Das Lemma sagt Folgendes: Man kann die Werte einer Lo-
sungen der Warmeleitungsgleichung auf einer Kugel zu einem
spateren Zeitpunkt durch die Werte der Losung zu einem frii-
heren Zeitpunkt auf einer grofferen Kugel bis auf einen klei-
nen Fehler kontrollieren. Wie grofi dabei der Zeitunterschied
hochstens sein darf, hangt von der Losung und der Grofle der
Kugel ab.

Beweis. Wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen an v und da abgeschlos-
sene Kugeln in M kompakt sind, konnen wir annehmen, dass u in ei-
ner Umgebung von [a,b] x M glatt ist. Fur eine 1-Lipschitz-Funktion
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p: M — Rund s ¢ [a,b] definieren wir die Funktion & : [a,b] x M — R

durch
2

_ 1)

E(t,x) == =9

Wir werden p und s spater genauer wahlen. Der Satz von Rademacher

und die Kettenregel (! hier muss nochmal lokalisiert werden, wir haben
sie nur auf W (M, 1) bewiesen) liefern

|
I < i
|Vg§(t, )’ — 2|t— Sl
Ferner gilt
2
_ p)
8t€(t7 l’) - 4(t . 8)27

weswegen
0 + V8" < 0.
Zu gegebenen R > 0 definieren wir die Funktion ¢ : M — R durch
o(w) = (3 — ple,0)/R), A1
Die Funktion ¢ hat die folgenden Eigenschaften:
e 0 <p<1auf M,
e o =1 auf Byg(0),
e p =0 auf M\ Bsg(o),
e ¢ ist 1/R-Lipschitz.

Da M vollsténdig ist, gilt ¢ € Lip.(M) C W, (M, p). Fiir festes ¢ ist die
Funktion up?ef als Produkt und Hintereinanderausfiihrung von lokalen
Lipschitz-Funktionen eine lokale Lipschitz Funktion. Da ¢ kompakten
Triger hat, gilt up?e € Lip,(M).

Multiplizieren wir die Warmeleitungsgleichung
Oru = Ayu

mit up?e® und integrieren wir das Ergebnis iiber [a, b] x M, so erhalten

wir
/ / (Opu)up?et dpudt = / / A u)up 268 dpu dt.

Da u und ¢ in einer Umgebung von [a, b] glatt sind, gilt fir das Zeit-
Integral der linken Seite dieser Glelchung

b
/ (Opu)upe® dt = / O (u?) et dt

b
2 u?p 65} L / (0,6)p*uPet dt.

a
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Um das Raumintegral auszuwerten verwenden wir die Greensche For-
mel (! fir die W -Funktion u und die W{-Funktion mit kompakten
Triager up?et, approximiere up?eé durch geeignete glatte Funktionen
mit kompaktem Tréger) und erhalten

/ (A u)up?et du = —/ (Vu, V(up?et)) dpu.
M M
Die Kettenregel und die Produktregel (!) zeigen
—(Vu, V(up?e)) = — [VulP e — (Vu, V€ ughet
— 2(Vu, Vp)upe®
= [Vule?e + [Vul[VE|ulp?et

+ <§|Vu|2g02 + 2\Vgp|2u2) et
1 2 2 ¢
=\ —5IVul® + [Vul[VElul | ¢7e
+ 2|Vo|?u?es.

Setzen wir diese Identitdten und Ungleichungen zusammen und ver-
wenden zusitzlich 9, + [V, £|2 <0, so erhalten wir

b b b
/u2<,0265du —/ /(8t§)g02u2eéd,udt+2/ /(Auu up?es dpdt
M a a M a M
b
S//(—|V§!2u2—|Vu]2+2]VuHV§Hu|)gOQeéddet
a JM
b
+4/ / IVo2u?e dpdt
a M
b b
—— [ [ 0vul = 9eliul? a4 [ [ [Toet duar
a M a JM

b b
/ et du §4/ / (V|2 u?e dpdt.
M a a M

Der Satz von Rademacher impliziert |Vip|? < 1/R?. Aufgrund der an-
deren Eigenschaften von ¢ folgt

/ u(b, )2t @Y du(z) < / u(a, )2t @Y dp(z)
By(0) B4R(0

+ 2 / / u’e dpdt.
B r(0)\Usg(0)

Nun wéhlen wir p und s. Sei p: M — R, p(x) := (p(z,0) — R); und

und somit

s :=2b— a. Fir alle t € [a, b] gilt dann Zeichnung
b—a<s—t<2(0b—a)
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und damit

p(r)? pz)*
= — < — <0.
60 =360 = "3p-a) ="
Ferner ist £ = 0 auf Bf(0) und p > R auf Bi,(0) \ Usg(0), weswegen

2

()

Eingesetzt in die letzte Ungleichung liefern diese Beobachtungen

[ ubapu < [ uaoP )
Br(o)
b
) / / u? dpdt.
a J Byg(o)
Die Funktion w erfullt laut Annahme

Byr(o)
b
/ / u*dpdt < exp(f(4R))
a BZR(O)

N 4n R?
r P\ 780 —a)
und unsere hergeleitete Ungleichung vereinfacht sich weiter zu
4 R?
/ u(b, z)* du(z) < / u(a, z)? d,u(x)—l——z exp <— + f(4R)> :
B (o) BL,(0) R 8(b —a)

Falls (¢) erfillt ist, gilt

auf [a,b] x Bjp(0) \ Uzg(0).

~8n(b—a)

Damit ist die gewiinschte Ungleichung bewiesen. U

+ f(4R) < 0.

Beweis. Theorem ftiber die Eindeutigkeitsklasse der Warmeleitungs-
gleichung: Sei u € C*°((0,T) x M) eine Losung der Wéarmeleitungsglei-
chung mit u(t,-) — 0 in L (u). Wie im vorigen Lemma definieren wir

u(0,z) := 0 fur alle z € M.

Die Idee des Beweises ist es, das vorherige Lemma zu nutzen, um u(t, -)
auf einer vorgegebenen Kugel durch u(0, -) = 0 auf einer groferen Kugel
bis auf einen kleinen Fehler abzuschétzen. Da das Lemma aber nur fiir
kleine Zeiten gilt, muss iterativ vorgegangen werden.

Sei R > 0 beliebig und 0 < t < T'. Wir setzen Ry, := 4*R, 70 = 0 und
1 R
Tk “— —=
128 f(Ry)

, keN.

Nun definieren wir Zeiten

Zeichnung i i
P t— leO T falls t — Zl:l T > O,
o sonst.
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Fir &k € Ny erftullen die Zeiten 0 < ¢, < t;_; und die Radien Rj_,
gerade

1 R} 1 16R;_, R,
128 f(Ry) 128 f(4Rk—1)  8f(4Rk-1)

und damit die Bedingung (¢) aus dem vorherigen Lemma. Ungleichung
(©) liefert

g1 —t < T =

4
/ u(ty-1,2)? du(z) S/ ulty, )® dp(r) + 55—,
Br,_,(0) Ry,

Bg,, (o)

weshalb durch Induktion folgt

4
w(t, z)? du(z) < u(ty, )% du(z 5
JRCERICEY R IERD S

Bg, (0) l

< / u(ty, 2)* dp(z) + =
Bg,,(0)

Dabei ist ' > 0 eine Konstante, welche nicht von k£ abhéngt. Wir
miissen nun noch zeigen, dass t; = 0 fiir ein endliches k, da dann die
Behauptung aus u(0,-) = 0 und dem Grenziibergang R — oo in der
letzten Ungleichung folgt.

Da f monoton wachsend ist, folgt aus der Wachstumsbedingung fiir f

*or . Beer . Riﬂ
o= 70 SZ/ = (R

o0
E T — OO
k=0

und das Theorem ist bewiesen. O

Wir erhalten
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