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(1) Sei X ̸= ∅ und F ⊆ P(X) eine Familie von Teilmengen von X. Zeigen Sie:

(a) Die Menge

σ(F) :=
∩

A ist σ-Algebra mit F⊆A

A

ist eine σ-Algebra.

(b) Ist B eine weitere σ-Algebra mit F ⊆ B, so gilt σ(F) ⊆ B.
(c) Sei X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} und F = {{1, 2}, {1, 2, 3}, {3, 4, 5, 6}}. Bestimmen Sie

σ(F). Gilt {2, 4} ∈ σ(F)?

(2) Auf den reellen Zahlen seien die folgenden Mengenfamilien Fi gegeben.

F1 := {(a,∞) | a ∈ R}, F2 := {(−∞, a) | a ∈ R}, F3 := {[a,∞) | a ∈ R}

F4 := {(−∞, a] | a ∈ R}, F5 := {(a, b) | a, b ∈ R}, F6 := {I | I ⊆ R ist Intervall}
Zeigen Sie σ(F1) = . . . = σ(F6).

(3) Sei X ̸= ∅. Ist die Menge

A1 := {A ⊆ X | A ist abzählbar oder X \ A ist abzählbar}

eine σ-Algebra? Unter welchen Vorraussetzungen an X ist

A2 := {A ⊆ X | A ist endlich oder X \ A ist endlich}

eine σ-Algebra?

(4) Zeigen Sie, dass jede σ-Algebra entweder endlich oder überabzählbar ist.

Anleitung: Nehmen Sie an, es gäbe eine abzählbar unendliche σ-Algebra A auf der
Menge X. Für x ∈ X betrachten Sie die Menge

Mx :=
∩

x∈B,B∈A

B.

Zeigen Sie:



(a) Mx ∈ A.

(b) Entweder es gilt Mx = My oder Mx ∩My = ∅.

Nutzen Sie diese Beobachtungen um in den folgenden Fällen einen Widerspruch zu
erzeugen.

Fall 1: Ist die Menge {Mx | x ∈ X} endlich, so ist A endlich.

Fall 2: Ist Mx1 ,Mx2 , . . . eine Folge verschiedener Mengen, so ist die Abbildung

P(N) → A, F 7→
∪
i∈F

Mxi

injektiv, also A überabzählbar.
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