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(1) (a) Sei U ⊂ RN offen und f : U −→ R zweimal stetig diffbar. Zeigen Sie

∆f(x) = ∇ · (∇f)(x).

(b) Sei U ⊂ R3 offen und F : U −→ R3 zweimal stetig diffbar. Zeigen Sie

∇× (∇f) = 0 und ∇ · (∇× F ) = 0.

(2) Sei U ⊂ RN offen.

(a) Sei g : U −→ R stetig mit 0 =
∫
V
g(x)dx =

∫
1V (x)g(x)dx für jedes beschränkte

V ⊂ RN mit Riemann integrierbarer Funktion x 7→ 1V (x). Zeigen Sie g ≡ 0.

(b) Seien g, f : U −→ R stetig mit
∫
V
f(x)dx =

∫
V
g(x)dx für alle beschränkten

Mengen V ⊂ RN mit Riemann integrierbarem x 7→ 1V (x). Zeigen Sie f = g.

(3) (a) Sei U ⊂ R2 offen mit glattem Rand, der durch eine stetig differenzierbare Kurve
γ : [a, b] −→ R2 gegeben ist. Sei k : R2 −→ R2, k(x, y) = (−y, x). Zeigen Sie, dass
der Flächeninhalt F (U) von U gegeben ist durch

F (U) =
1

2

∫
γ

k dγ =
1

2

∫ b

a

〈k(γ(t)), γ′(t)〉dt.

(b) Man berechne die Fläche unter einer Zykloide über eine Periode, definiert durch

Φ : [−π, π]→ R2, Φ(t) = ( t + cos t , 1 + sin t ).

(4) Für beschränktes Ω ⊂ Rn sei u : Ω ∪ ∂Ω → R auf einer Umgebung von Ω zweimal
stetig differenzierbar mit u ≡\0, u ≡ 0 auf ∂Ω und −∆u = λu für ein λ ∈ R. Zeigen
Sie, dass λ > 0 gilt.

Zusatzaufgabe: Deuten Sie die Aussage von Aufgabe 3.a) geometrisch.


