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Ziel der Vorlesung:

o teilweise Wiederholung und Vertiefung der Kenntnisse aus dem Mathematikunterricht

(aufbauend auf Vorkurs)
e Anfangsgriinde der hoheren Mathematik

e Vermittlung von mathematischen Lehrinhalten, die fiir die Chemieausbildung erforderlich

sind

e Schwerpunkte: Verstéindnis von mathematischen Denkweisen und Modellen, Herausbildung

von rechnerischen Fertigkeiten und deren Anwendungen in der Chemie



1 Komplexe Zahlen

Die folgenden Uberlegungen fithren zu einer notwendigen Erweiterung der Menge der reellen

Zahlen. Wir betrachten die Losbarkeit von reellen quadratischen Gleichungen der Form
az? +bxr+c=0,

wobei a, b, ¢ € R und a # 0 gilt (ansonsten hétten wir eine lineare Gleichung vorliegen). Durch

dquivalente Umformung erhélt man
b c
2+ —x+— =0.
a a

Setzen wir b/a = p, ¢/a = q, so erhalten wir die Normalform einer quadratischen Gleichung,
d.h.
22 +pr+q=0.

Aus der Schule ist bekannt, dass das Losungsverhalten von der Diskriminante

D=2 _
T ¢

abhingt. Es gilt
e D > 0: zwei reelle Losungen x1 2 = —g + \/5,
e D = 0: eine reelle (Doppel-)Losung x = —g,
e D < 0: keine reelle Losung, d.h., in R nicht l6sbar.

Unser Ziel besteht jetzt darin, die reellen Zahlen R so zu erweitern, dass jede beliebige qua-
dratische Gleichung mit reellen Koeffizienten 16sbar ist. Dieser Ansatz, der uns zun#chst als
innermathematisch erscheint, fiihrt uns spéter zur Menge C der komplexen Zahlen. Jedoch exi-
stieren vielfiltige Anwendungen in der Mathematik und in den Naturwissenschaften, z.B. bei
der Beschreibung von Schwingungsvorgédngen in der Mechanik und der Elektrodynamik.
Andererseits hat sich in der Mathematik die Funktionentheorie, die sich mit der Untersuchung
von Funktionen einer komplezen Variablen beschéftigt, als eigenstéindige Theorie herausgebildet.
Diese wird sowohl in der nichteuklidischen Geometrie, in der Stromungstheorie (Hydrodynamik),
Integrationstheorie und der Theorie der Differentialgleichungen angewendet.

Die einfachste quadratische Gleichung, die in R nicht lésbar ist, lautet 22 + 1 = 0.

Definition 1 Die Zahl i heifit imagindre Finheit und ist Losung der quadratischen Gleichung
22 +1=0, d.h. es gilt i> = —1. Wir setzen i = /—1.



Das formale Vorgehen ist also

i?=—1—i=+—1.

Bemerkung 1 Es ist leicht nachzuweisen, dass —i = —y/—1 die zweite Losung ist.

(=) (—i) = (~1)%2 = -1,

Allgemein erhalten wir unter Verwendung von Definition 1 als Losungen fiir die quadratische

Gleichung 22 + px + ¢ = 0 mit reellen Koeffizienten p und ¢ im Falle

P2
D:Z—q<0<—>—D>0

1y = —g +vD = —g +/(C1)(=D) = —g +iV—D,

wobei v/—D € R gilt. Durch Einsetzen ergibt sich leicht, dass x; und zs wirklich Lésungen
der quadratischen Gleichung 22 + px + ¢ = 0 sind. Somit finden wir im Falle einer negativen

Diskriminante D ebenfalls zwei (nichtreelle) Losungen

r1=a+bi, x9=a—bi,

__p e ol p?

gilt. Diese Uberlegungen fiithren uns jetzt zur Menge der komplexen Zahlen.

wobei

Definition 2 FEine komplexe Zahl z ist ein geordnetes Paar reeller Zahlen, d.h.
z = (a,b), a,beR.

Durch C = {(a,b) : a,b € R} definieren wir die Menge der komplexen Zahlen. Falls z = (a,b) € C
ist, so bezeichnet a = Re z den Realteil von z und b = I'm z den Imagindrteil von z. 0 = (0,0)
st das Nullelement.

Fiir z = (a,b) € C wird mit z = a + bi = a + ib die Normaldarstellung von z eingefiihrt.

Bemerkung 2 (a) Es gilt ¢ = (0,1) sowie 0 = (0,0) = 0 + 07 in diesem Sinne.
(b) Eine reelle Zahl a wird in C mit dem Paar (a,0) = a + 0¢ identifiziert, d.h. es gilt R C C.

(c) Fiir geordnete Paare gilt:
Z1 = (al,bl) = (az,bg) = Z9,
genau dann, wenn

Rezi=a1=as=Rezy, Imz =b =by=1Imz

gilt, d.h. wir haben insbesondere (a,b) # (b, a), falls a # b.



Fiir komplexe Zahlen wird folgendermaflen eine Addition, Subtraktion und Multiplikation ein-
gefiihrt.

Falls z1 = a1 + b1i = (a1,b1) und z9 = ag + bai = (ag, be), so gelte
z1 29 = (aliag,bl ibz) :aliag—i—i(blibg)

sowie

21 - 29 = (a1ag — biba, a1by + azbi) = (a1ag — biba) + i(a1ba + azby).

Bemerkung 3 (a) Aus diesen Definitionen folgen insbesondere die bekannten Rechenregeln fiir

die reellen Zahlen, da
(a1,0) + (GQ,O) = (a1 + az,O) = a1 + as + 02

und

(al,O) . ((ZQ,O) = (alag,O) = ajas + 0i.

(b) Bei der Definition der Multiplikation wird die Eigenschaft i2 = (0,1) - (0,1) = —1 sowie die

binomische Formel verwendet, da
(a1 + byi) - (ag + boi) = aras + i%b1by +i(a1ba + asby) = (azag — biba) +i(arbs + asby).

(c) Falls z = (a,b) = a+bi und X eine reelle Zahl ist, so folgt mit A = (A, 0), dass fiir die skalare

Multiplikation einer komplexen Zahl
Az = (A, 0)(a,b) = (Aa, Ab) = Aa + \bi

gilt.
(d) (1+29)(2-3))=(1-2—-2-(=3)+i(2-24+1-(-3))=(2+6)+i(4—-3) =8+1

Weiterhin gelten die folgende Eigenschaften fiir die oben definierten Rechenoperationen:
o Assoziativgesetze:
21+ (22 +23) = (21 + 22) + 23 = 21 + 22 + 23,
217 (227 23) = (21-22) 23 =21 22" 23

o Kommutativgesetze:

21t 22=20+21, 21-22=22'21

e Distributivgesetz:

(21+22)'23221'23+22'23



Definition 3 Es sei z = (a,b) = a + bi eine komplexe Zahl. Dann heifit z = (a,—b) = a — bi

die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Bemerkung 4 (a) Es sei 22 + pz + ¢ = 0 mit negativer Diskriminante D < 0 gegeben. Dann
hat die quadratische Gleichung zwei konjugiert komplexe Losungen z1, zo mit z; = Z3.

(b) Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass
z+Z=2Rez, z—Z=2iImz
und fiir z = a + bi # 0 die Zahl z - Z reell und positiv ist, da wir
z-Z=(a+bi) (a—bi)=a>+b>>0
erhalten.

In Analogie zu R kénnen wir die komplexen Zahlen C mit der sogenannten Gaufischen Zahlene-

bene identifizieren.

Dabei bedeutet graphisch z — Z eine Spiegelung an der Abszissenachse Re z, z — —z eine Spie-
gelung am Koordinatenursprung 0 = (0,0) (Nullpunkt), und die Addition von zwei komplexen
Zahlen entspricht der Addition der entsprechenden Ortsvektoren in der Ebene.

Weiterhin kann man unter Verwendung von Bemerkung 3(c) und Bemerkung 4 (b) eine Division
von komplexen Zahlen einfiihren.

Falls z1 = (a1,b1) und 29 = (ag,b2) # 0, so heifit

21
w=—
22

Losung der Gleichung zo - w = z;.
Es gilt

2_2‘22"(0:2_2‘21.
Da die reelle Zahl Z5 - zo positiv ist, folgt schlielich

1

22" 22

w = Z9 21



Bemerkung 5 Man erweitert also den Quotienten mit z3 = as — boi, falls der Nenner durch
29 = a9 + bei # 0 gegeben ist. Eine Division durch z5 = 0 ist wie bei den reellen Zahlen nicht

erklart.

Beispiel 1
1+2i  (142)(2-3i) 841 8 1

— - — —

243 (2+3i)(2-3i) 13 3713

Definition 4 Mit |z| bezeichnet man den Abstand von z = (a,b) € C vom Nullpunkt in der
Gauj$schen Zahlenebene, d.h.

|z| = \/m = /(Re 2)2 + (Im 2)2.

Bemerkung 6 Es seien z; = ai + bii, K = 1,2, gegeben. Dann berechnet sich der Abstand

|z1 — 22| nach dem Satz von Pythagoras

|21 = 2] = V(Re (21 — 22))2 + (Im (21 — 22))% = /(a1 — a2)? + (b1 — b2)?.

Lemma FEs gilt z -z = |2|? und | — 2| = |2].

Beweis: Es sei z = a + bi gegeben.

z-Z=(a+bi)(a—bi) =a®+b* = |z|%.
Weiterhin gilt
| — z| = V(=a)? + (=b)? = Va® + b* = |z|.
|

Abschlieend fithren wir mittels Polarkoordinaten eine weitere Darstellung fiir die komplexen
Zahlen ein. Ausgangspunkt ist hierbei die geometrische Darstellung von z = x + yi € C in der

Gauflschen Zahlenebene.



Dabei bezeichnet r = |z| den Abstand vom Nullpunkt, und fiir z # 0 ist durch argz = ¢ das
Argument von z gegeben. Hierbei ist ¢ der Winkel zwischen dem Ortsvektor von z und der

positiven Abszissenachse Re z > 0.
Definition 5 Fir z € C\ {0} bezeichnet (r,¢) die zugehirigen Polarkordinaten.
Bemerkung 7 (a) Es gilt fir z = (z,y) =z + yi
T=Trcosp, Yy =rsine.
Damit erhalten wir folgende trigonometrische Darstellung fiir z
z =r(cos ¢ + isin p).

(b) Fiir = # 0 gilt

d.h.

¢ = arctan Y — arctan (Quadrantenbeziehung).
x

ez

Falls = 0, so gilt cos ¢ = 0. Dann verwendet man folgende Vereinbarung fiir z = (0,y), y # 0:

3
sz,y>0—>g0:%, :czO,y<0—>g0:77T.

(c) Fiir z # 0 ist der Winkel bis auf Vielfaches von 27 eindeutig bestimmt. Deshalb verwendet
man die Einschriankung 0 < ¢ < 27 fiir den sogenannten Hauptwert von z. In der Literatur
findet man manchmal auch —7 < ¢ < 7.

(d) Fiir z = 0 gilt » = 0, aber ¢ ist unbestimmt.

(e) Offensichtlich sind zwei komplexe Zahlen z; und 2o gleich, falls

= |z1| = |2| =re, @1 — @2 =argz —argz =2kn, k€ Z.



Wir wollen jetzt diese trigonometrische Darstellung verwenden. Sie erweist sich bei der Multipli-
kation, Division, beim Potenzieren und Radizieren oft als vorteilhaft (im Gegensatz zur Addition
und Subtraktion).

Es seien z; = rg(cos g + isinpy), k = 1,2, zwei komplexe Zahlen. Dann erhalten wir unter

Verwendung der Additionstheoreme fiir sin und cos

2122 = ri(cos @y + isinp)re(cos pe + isings)
= r1ra[(cos g1 cos pa — sin 1 sin @y)] + i(cos 1 sin @y + sin @1 cos p2)
= rirzfecos(pr + @2) +isin(pr + @2)];
d.h. zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem ihre Betrige multipliziert und ihre Ar-

gumente addiert werden.

Analog erhilt man fiir zo # 0

2T .
— = leos(pr — ¢2) +isin(pr — @)
Z2 T2
Beispiel 2 Fiir
. T .. T
21 =V3+i :2(COSE—|—’LSIH6)
und
29 =2+2i = 2\/5((308% —i—isin%)
erhalten wir
) )
21 - 29 = 4v/2(cos % + isin 1—;)
und
2 — — 2 23 23
z—; = g[cos(l—;) + isin(l—;)] = g(COS 1—; + isin 1—;),

wobel wir Bemerkung 7(e) verwendeten.

Als néchstes beschéftigen wir uns mit Potenzen von komplexen Zahlen.

Definition 6 Es sei z € C. Dann definieren wir

(

z-...oz: k=1,2,3,...
——
k
k) 1: k=0,2#0
1 1
— o= k=-1,-2-3,..., 2 #0.
z z
—k




Folgerung 1 Es sei k € Z und z = r(cos ¢ + isin¢) mit r # 0. Dann gilt einerseits
28 = r*(cos ke + sin k)

und andererseits
28 = r¥(cos ¢ 4 isin @)*.

Daraus folgt wegen r # 0 die Formel von Moivre

cos kp + isin ko = (cos ¢ + isin p)*.

Bemerkung 8 (a) In der Literatur verwendet man oft auch folgende Schreibweise (Eulersche
Formel)
e’ = cos ¢ + isin .

Damit gilt insbesondere

il t2hm) — e kel.

(b) Es seien k, [ € Z und z, z1, zo0 € C\ {0}. Dann gelten folgende Rechenregeln fiir das
Potenzieren:

2t = 2R Rk = (- ), (2F) =R

Wir beschiéiftigen uns abschlielend mit dem Radizieren von komplexen Zahlen. Dazu seien die
komplexe Zahl z = r(cosp + isiny) sowie n € N gegeben. Gesucht ist eine komplexe Zahl

zp = ro(cos o + isinp), so dass zJ = z, d.h. zp = {/z gilt. Daraus folgt aber

2y = rg(cosnpg + isinngg) = r(cos ¢ + isin p)

und somit
2y =z— 1y =71, npy =+ 2kn, kel
Wegen r > 0 erhalten wir schlielich

@+ 2km

TOZ{L/F74P0: 7k€Z

Damit sind alle Werte durch
%) + 2km (%2 + 2km
20 — %(COS — 4 sin ———

gegeben.



Satz 1 Sein € N. Die n-ten Wurzeln aus einer komplezen Zahl z = r(cos ¢ + isinp) # 0 sind

durch die n verschiedenen komplexen Zahlen

2k 2k
2k = Vr(cos el + ¢sin gt 2km
n n

gegeben.

Beispiel 3 Es sei z = V/i. Dann gilt wegen i = 1(cos 5 +ising)

2 42 2 42
(%)kzl-(cosm%%—isinm%), k=0,1,2.

Bemerkung 9 Es seien z, 21, 20 € C\ {0} und m, n € N. Dann gelten folgende Rechenregeln

fiir das Radizieren:

v?l' \n/z—2: m’

% Zl m/ n m-n
= pr/—, z= Z.
o2 =
Beispiel 4 Sei n € N. Man bestimme alle komplexen Losungen (Finheitswurzeln) von
2" =1.
Die Zahl 1 hat die Polarkoordinaten » = 1 und ¢ = 0. Somit erhalten wir

" 2kmr . 2km 2kmr . 2kmw
<\/I) :1<cos——|—zsm—> =cos — +isin—, k=0,1,...,n— 1.
k n n n n

Somit bilden die Einheitswurzeln ein regelméfliges n-Eck auf dem Rand des Einheitskreises,

beginnend mit 1 (k = 0). Nach Bemerkung 8(a) gilt

(1), =%

k

Fiir n = 4 erhalten wir fiir 2* = 1 die Losungsmenge {1, —1,4, —i}, fiir n = 3 gilt

2 2
(3/1) = cos _kw + 7sin _/mr
k 3 3



2 Integralrechnung im R!

2.1 Das bestimmte Riemannsche Integral

Wir betrachten als Motivation folgendes Problem. Gegeben sei eine Fliche F' mit einer beliebigen
Berandung. Wie kann man dann den Flécheninhalt |F| dieser Flidche bestimmen?
Wir beginnen zunéchst mit einem Spezialfall, wo die Fldche F' durch die Geraden z = a, x = b

und die Funktion f : [a,b] — R begrenzt ist.

Die Idee besteht dann darin, diese Fliche durch Rechtecke auszuschopfen.

Wir wihlen eine geeignete Zerlegung Z des Intervalls I = [a, b], d.h. es sei

a=20<x1 <To: < Ty <Tpy1 =Do

Somit ist die Zerlegung Z durch die Zerlegungspunkte {:c]}gliol definiert. Weiterhin definieren

wir
I; = [1‘j,.%'j+1], ‘Ij‘ =z —x; fir j=0,1,...,n
Falls die Funktion f beschrénkt ist, d.h. es existieren reelle Zahlen m, M mit m < f(z) < M

fiir alle = € [a, b], so ist anschaulich klar, dass

n

—oo<mb—a) < inf f(x)|L;| <|F| < su )i < M(b—a) < +o0o.
( >_j§:%xgjf<>rjr_rr_jgoxegfmrj\_ (b-a)

U(f.2) o(f.2)
Dabei bezeichnet U(f, Z) die Untersumme und O(f,Z) die Obersumme fiir die Funktion f

beziiglich der Zerlegung Z.

Daraus folgt, dass i.a. |F'| besser (auf jeden Fall nicht schlechter) approximiert wird, je feiner

die Zerlegung Z ist. Sei ¢ € N. Dann betrachten wir O(f,Z;) und U(f, Z;) fir Zerlegungen

10



{x } 0 U mit

di = j—{ﬁaxn u(l)‘ - ]_gllax ‘xj+1 g‘i)‘ — 0 fiir ¢ — oo, (1)
=U,L,..,Mg - ?

wobei die entsprechenden Intervalle ]@ durch

(@) _ .0 .0)
Zj = [z 3
gegeben sind.

Definition 1 Sei —c0 < a < b < oo. Die Funktion f sei beschrinkt auf [a,b]. Falls fir jede

Folge von Zerlegungen {Z;}5°, mit (1) die beiden Grenzwerte

U2

lim U(f, Z;) = hmz inf f(x )| )|

1—00 1—00 “— meI(l)

lim O(f,Z;) = hmz sup flx |

i—00 1— 00
j=0 3&6[

existieren und gleich sind, dann heifit die Funktion f(x) auf dem Intervall [a,b] integrierbar.

Das bestimmte Riemannsche Integral ist dann durch

b
[ f@do = im U1, 2) = lim O£, 2) 2)

i—00

definiert.

Bemerkung 1 (a) Es ist also zu beachten, dass das bestimmte Riemannsche Integral un-
abhéngig von einer konkreten Folge von Zerlegungen {Z;}?°, mit der Eigenschaft (1) eingefiihrt
wurde.

(b) Nicht jede beschrénkte Funktion ist auf einem endlichen Intervall [a,b] integrierbar. Man

betrachte z.B. die Funktion (siche Vorkurs, Abschnitt 3. Funktionen)

—1: z€Qnja,b
+1: zeR\Qnla,b].

flx) =
Diese Funktion ist zwar in R beschrénkt (|f| = 1), aber es gilt fiir jede Zerlegung Z;

O(f, Zi) =1-(b—a) # (=1) - (b—a) = U(f, Z).

Wir geben jetzt eine hinreichend grofie Klasse von Funktionen an, die integrierbar sind, und fiir

die meisten Untersuchungen ausreichend sind.

Satz 1 Es sei f(x) stetig auf dem endlichen Intervall [a,b]. Dann existiert

/ab f(z)dz

11



Bemerkung 2 Anschaulich ist diese Aussage leicht einzusehen. Falls (1) gilt, so folgt aus der
Stetigkeit, dass

max f(x), min f(z)
xelj(') :reI](.”

existieren und

max f(x) — min f(z) — 0 fir ¢ — oo
xelj(,l) :celj(,l)

gilt. Damit gibt es fiir alle € > 0 eine ig(¢), so dass O(f, Z;) —U(f, Z;) < e(b—a), falls i > ig(e).
Nach den Ergebnissen aus dem Vorkurs, sieche Abschnitt 3. Funktionen, ist jede dort eingefiihrte
elementare Funktion auf ihrem Definitionsbereich stetig und somit auf entsprechenden endlichen

Intervallen integrierbar.

Wir geben jetzt einfache Eigenschaften des bestimmten Integrals an, die aus Definition 1 folgen.

Satz 2 Es seien f(x) und g(z) auf [a,b] integrierbar.
(a) Falls A\, p € R, so ist auch (\f + pg)(z) auf [a,b] integrierbar, und es gilt

b

/ab(Af + pg)(x)dr = )\/abf(x)dm + u/a g(z)dz.

(b) Es seia < ¢ <b. Dann ist

/abf(ac)dm = /ac f(z)dx + /cbf(ac)dm.

Folgerung 1 Jede auf [a,b] stickweise stetige Funktion ist integrierbar.

Beweis Die Funktion f ist auf [a,b] stiickweise stetig, falls f auf [a,b] hochstens endlich viele
Unstetigkeitsstellen hat, die alle endliche Sprungstellen sind (siehe Vorkurs). Falls f eine endliche

Sprungstelle in = ¢ mit a < ¢ < b hat, so verwende man [a,c] und [¢,b] in Satz 1 und Satz

2(b). m

Fiir die weiteren Untersuchungen verwenden wir folgende Vereinbarungen:

[t =0 [ g =~ [ ' fla)de,

falls —oco < a < b < oo gilt und f(z) auf [a, b] integrierbar ist.

12



Beispiel 1 (Seminar)

Man zeige unter Verwendung der Definition 1, dass

1
/ efdr=e—1
0

ist, wobei man eine dquidistante Zerlegung verwende!

Wir geben weitere Eigenschaften des Riemannschen Integrals an, die ebenfalls aus Definition 1

folgen.

Satz 3 Es seien f(x) und g(x) auf |a,b] integrierbar.
(a) Falls f(z) < g(x) fiir alle x € [a,b] gilt, so ist

[ e < [ gty

(b) | f(x)| ist integrierbar, und es gilt

[ ] < [1rac

(©) /abldm:b—a.

(d) Ist m < f(z) < M fir alle x € [a,b], so erhalten wir
b
m(b—a) < / f(z)dz < M(b—a).

Bemerkung 3 (a) Nach Aussage (b) gilt: Falls f integrierbar ist, so auch |f|. Man beachte

aber, dass die Umkehrung i.a. nicht gilt. Dazu nehme man die Funktion aus Bemerkung 1

—1: z€Qnja,b
+1: zeR\Qnla,b,

fz) =

die nicht integrierbar ist. Offensichtlich ist aber nach Satz 3(c) die Funktion |f| = 1 auf [a, ]
integrierbar.

(b) Bisher sind wir nur in der Lage, das bestimmte Integral

/a b f(z)dz

mittels Definition 1 zu berechnen. Das ist jedoch ziemlich aufwendig, wie schon das einfache
Beispiel 1 zeigt. Deshalb sind wir an einer anderen Methode interessiert, die auf dem Zusam-
menhang zwischen Integration und Differentiation beruht und zum Hauptsatz der Differential-

und Integralrechnung fiihrt.
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Satz 4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Die Funktion f(x) sei auf
[a,b] stetig. Dann ist
x
F@) = [ )y a<o<o, Q
a

in (a,b) differenzierbar, und es gilt F'(x) = f(z). F heifit Stammfunktion von f.

Bemerkung 4 (a) Die Stammfunktion F'(z) wird definiert als bestimmtes Integral von f als
Funktion von der oberen Grenze z mit a < x < b, d.h. auf dem Intervall I, = [a, z]. Diese Defi-
nition ist sinnvoll, da f auf [a, b] stetig und somit auf allen Intervallen I, a < x < b, integrierbar
ist.

(b) Die Aussage des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ist also, dass das be-

stimmte Integral einer auf [a, b] stetigen Funktion f als Funktion der oberen Grenze

Fo) = | " f()dy

Stammfunktion von f ist, d.h. es gilt (zuerst Integration, dann Differentiation)

TP =5 [ fdy = 1(@).

i

Die Ableitung des bestimmten Integrals der Funktion f nach der oberen Grenze x ergibt also

den Wert des Integranden an der Stelle z, d.h. f(x).

Unter Verwendung des letzten Satzes konnen wir folgende Regel fiir die Berechnung von be-

stimmten Integralen mittels Stammfunktion herleiten.

Satz 5 FEs seien die Funktionen f und g stetig auf [a,b]. Falls f differenzierbar und f'(x) = g(x)

ist, so gilt

(4)

Bemerkung 5 (a) Unter Beriicksichtigung von Satz 4 und Satz 5, d.h. (zuerst Differentiation,
dann Integration) \
F0) = f@) = [ ey,

kann man die Differentiation als Umkehrung der Integration auffassen. Weiterhin liefert der Satz
5 fiir uns ein bequemes und praktikables Mittel zur Berechnung von bestimmten Riemannschen
Integralen mittels Stammfunktionen, d.h. wir sind nicht mehr auf die Methode der Obersummen
und Untersummen angewiesen (Definition 1).

(b) Falls F(z) Stammfunktion von f(x) ist, so gilt das auch fiir die Funktion F(z) + ¢, ¢ € R.

Somit ist {F(z) 4+ ¢ : ¢ € R} die Menge aller Stammfunktionen einer stetigen Funktion f(x).
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Wir verwenden im folgenden als Schreibweise fiir die Stammfunktionen das unbestimmte Integral

[ f(@)da.

(c) Nach den Ergebnissen aus dem Vorkurs, Abschnitt 4. Differenzierbare Funktionen, gilt also

/ Cvd ,IOH_l + ;é 1
x%dx = c, aF —
C¥—|—1 ) )
1
/de = Injz|+¢ = #0,
/emdac = e +og
/ do tan z +
——— = arctanz +c
1+ 22

1
Beispiel 2 (a) Zunéchst eine Bemerkung zur Stammfunktion von —. Wir erhalten fiir 2 > 0
x
/ / 1
(In|z]) = (Inz) = —
x

und fiir z < 0 wegen —x > 0

1 1
1 "= (In(-2)) = — - (-1)=-.
(nfa]) = (in(-2))' = — - (~1) = =
(b) Es gilt
b xn-i—l b bn+1_an+1
/x"dac: = ,
a n+1la n+1
falls n # —1.

(c) Analog erhilt man

/2 w/2
cosxdxr = sinx
0 0

Folgerung 2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) FEs sei f(z) stetig auf [a,b]. Dann

= 1.

existiert ein & € (a,b), so dass

b
/ f(@)dr = F(€)(b— a). (5)

Beweis Es sei F'(x) die Stammfunktion von f(z). Unter Verwendung des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung, siehe Vorkurs, Abschnitt 4. Differenzierbare Funktionen, existiert ein & €
(a,b) mit \

[tz = P0) = Fla) = Fb =) = S0 - ).

(Teig ausrollen)
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2.2 Integrationsverfahren

Bisher sind wir nur in der Lage, solche Integrale zu berechnen, die sich aus einfachen Grund-
Integralen zusammensetzen, um Satz 5 anwenden zu kénnen, d.h. es muss die Stammfunktion
bekannt sein. Wir wollen im folgenden kompliziertere Integrale bestimmen, die sich mit geeigne-
te Umformungen auf Grundintegrale oder bereits bekannte Integrale zuriickfithren lassen. Wir

verweisen jedoch darauf, dass nicht jedes Integral zu bekannten Stammfunktionen fiihrt. So lasst

/ Slnt

nicht durch elementare Funktionen darstellen, sondern definiert eine neue Funktion, die man

sich das bestimmte Integral

Integralsinus nennt. Es gilt
sint x3 0
/—dt )=r——+—F- .

Andererseits gibt es viele Formelsammlungen, in denen man beziiglich der Stammfunktion nach-
schlagen kann. Unser Ziel besteht jetzt darin, einige wichtige Standardtechniken darzustellen.

Wir beginnen mit der partiellen Integration.

Satz 6 Es seien f'(x) und ¢'(x) auf [a,b] stetig. Dann gilt

b b
/ F'@)g(x)dz = F(b)g(b) — f(a)gla) - / f(2)g/ () (6)

Beweis Wir erhalten einerseits nach Satz 5

b
[ ¢ 9@y = f@g@L: = F0)9(b) - Fla)g(a)

sowie nach der Differentiationsregel fiir Produkte, siche Vorkurs, Abschnitt 4. Differenzierbare

/(fg dw—/f d:v+/f

Funktionen,

Beispiel 3 (a) Wir berechnen

b
/ T - cos xdx.
a

Wir setzen g(z) = x und f'(z) = cosz. Somit gilt ¢'(x) = 1 und f(z) = sinz. Wir erhalten

b b

. b . . b b

/ x-cosxdx:x81nx|a—/ sinzdx = xsinz|, + cosxz|,.
a a
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(b) Analog kann man Integrale der Form

/xk sin zdx, /xk cos xdx, /xkexdx

berechnen, falls k € N gilt. In diesem Falle verwende man mehrmals das Verfahren aus (a).

(c) Essei 0 < a < b<oound a > 0. Wir berechnen

b
/ z%In xdzx.
a

Wir setzen f/(x) = 2® und g(z) = Inz. Dann gilt

waJrl

, 1
fa) = g ) = -

und somit

b b a+1 a+1 b b .a+l 1
/ z%Inzdr = / <:C ) Inzdx = v Inz —/ :c —dzx
a o \a+1 a+1 a o at+1lzx

b

waJrl xa+1
(e )
a+1 (a+1)2

K
Insbesondere erhalten wir fiir a =0

b

a

b
/ Inzdr = (xlnx — )

(d) Gegeben sei das unbestimmte Integral

/ cos? tdt.

Wir setzen f/(t) = g(t) = cost. Damit gilt f(t) = sint und ¢/(t) = —sint. Unter Verwendung

von
sin?t + cos?t = 1
folgt
/ cos’tdt = / costcostdt =sintcost + / sin? tdt
= sintcost + /(1 —cos?t)dt = sintcost +t — /0052 tdt + C,
d.h.

1
/COS2 tdt = §(sintcost +t)+C.

Insbesondere gilt
w/2

/ 1 1
2 .
/ cos” tdt (Sln t cos )

17



Die Idee besteht also darin, auf beiden Seiten das gleiche Integral, jedoch mit unterschiedlichem
Vorzeichen, zu haben.

Analog erhilt man
2 1 ’
/cosh tdt = §(sinht cosht +1t)+C
1 !
/sinh2 tdt = §(sinh tcosht —t)+ C.

Als néchstes verwenden wir zur Berechnung von Integralen die Methode der Variablensubstitu-

tion.

Satz 7 Es sei g(x) stetig differenzierbar auf [a,b] sowie f(x) stetig auf g([a,b]). Dann gilt

b g(b)
/f@w»gwmmz/ f(@)de. (7)
a 9(‘1)

Beweis Es sei F' Stammfunktion von f: F'(z) = f(z). Fiir = g(u) erhalten wir dann mittels

Kettenregel, siehe Vorkurs, Abschnitt 4. Differenzierbare Funktionen,

f(x) = F'(z) = (F(g(u)) = F'(g(u)) - g'(u) = f(g(u)) - ¢'(u)

und damit

9(b) b
[ s = [ s(gtu)g .
9(a) a

Beispiel 4 (a) Wir untersuchen

b
/ e cos udu.
a

Es gilt f(x) = €. Setzen wir z = sinu = g(u), so erhalten wir wegen ¢'(u) = cosu, dass
dx = ¢'(u)du = cos udu. Daraus folgt aber

b sinb sinb
i inb sina
/ e cos udu = / e“dr = e* = MY — ¥,
a S

ina sin a

(b) Es sei f(x) # 0. Fiir Integrale der Form

f'(x)
dz
[ 5
erhilt mittels Substitution z = f(z), d.h. dz = f'(z)dz,

I'@) g — %:nz c=In|f(x c
/f(x)dx_/z In |2] + ¢ = In |f (@) + .
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Eine einfaches Anwendungsbeispiel ist

/cotxdx:/Cosxdlen]sinx\—i—(}’.

sin x

(c) Falls als Integrand f(ax + b) auftritt, so ergibt sich mit y = g(x) = ax + b und dy = adz

1 1 1
/f(aw—i—b)dw = a/f(y)dy = aF(y) +c= aF(ax +0)+C,
wobei F' die Stammfunktion von f ist.

Merkregel:
Es gilt

b . g(b)
/ Flo(w)d (wWdu = / f(@)de,
a g(a)

falls die Struktur vorliegt, indem man g(u) = x setzt, und somit ¢'(u)du = dzx erhélt.
Man erhélt umgekehrt

d g~ Hd)=8
/ f@)de = / Flo(w)g (u)du,

“1(e)=a

indem man z = g(u), u = g~ '(x) und dz = ¢'(u)du setzt. Dafiir ist aber notwendig, dass auch

die inverse Funktion ¢! auf [a, 3] existiert (ausreichend z.B. ¢'(u) # 0 auf [a, 3], siehe Vorkurs,

Abschnitt 4. Differenzierbare Funktionen).

Bisher haben wir nur die erste Methode verwendet. Eine groflere Bedeutung hat jedoch das

zweite Verfahren der Variablensubstitution. Wir weisen darauf hin, dass es leider keine allgemeine

Regel fiir die Integration der elementaren Funktionen nicht gibt. Eine gewisse Routine in der

Integration erhélt man durch Uben. Wir wollen jetzt zeigen, wie man die Stammfunktionen fiir

/\/1 — 22dx, |z| <1, /\/1‘2 — ldz, |z| > 1, /\/1 + 22dx, v € R,

die man in den Formelsammlungen findet, mittels bestimmter (jedoch verschiedener) Ansétze

erhélt. Wir bemerken, dass dagegen die Ableitungen dieser Funktionen sehr dhnlich sind. Das

zeigt noch einmal, dass das Integrieren gegenBer dem Differenzieren viel komplizierter ist.

Substitution trigonometrischer und hyperbolischer Funktionen

Die Substitution = sin z

Wir starten mit dem Integral

/\/1 — 22dz, |z| < 1.

In diesem Fall verwendet man die Substitution z = sin z. Nach den Resultaten aus dem Vorkurs,

sieche Abschnitt 3. Funktionen, ist sin z auf [—7/2, +7/2] streng monoton wachsend und besitzt

dort die Umkehrfunktion z = arcsin z. Wir erhalten

dx = cos zdz, \/1—1‘2 = \/1—sin22:cosz.
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Unter Verwendung von Beispiel 3(d) folgt

/\/1—x2daz = /coszcoszdz:w—kC

2
cos z - x + arcsin x

1_ . 2 . .
_ \ Sin zQx—l—arcsmx s
vV1—22. .z + arcsinz

= 5 +C.

Beispiel 5 Wir berechnen den Flicheninhalt |F| eines Kreises vom Radius r in Nullpunkt-Lage.

Zunéchst haben wir 2 + y? = r2. Daraus folgt, dass fiir die obere Kreishilfte y = +v/r2 — 22,

|z| < r gilt. Wir substituieren = = rsin z und erhalten dz = r cos zdz. Damit gilt

r=0<=2=0, z=r<=z="7/2

Aus Symmetriegriinden erhalten wir fiir den Fliacheninhalt, wieder unter Verwendung von Bei-

spiel 3(d),

|F| = 2/ \/7‘2—$2d$:4/ Vr? —z?dx
- 0

w/2 /2
_ 4/ ¢_7d:4/ r2 cos? 2dz (9)
0 0
1 w/2
= 4r2-§(sinzcosz+z) :47°2%=7T7°2-

Abschlielend bemerken wir, dass auch Integrale der allgemeineren Klasse

/ f(@, V@ — 22z, 2] < a,

mittels der Substitution x = asin z berechnet werden kénnen (siehe Formelsammlungen).

Fiir die obige Substitution war die Beziehung
sin?z +cos?z=1= V1—sin’z = cos z

entscheidend.
Wir betrachten jetzt die aus dem Vorkurs, Abschnitt 3. Funktionen, bekannten Hy-

perbelfunktionen sinhxz und coshz, und deren Umkehrfunktionen arsinhz und arcoshz.
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Die Substitution z = sinh 2.

Wir betrachten jetzt Integrale der Form

/\/$2+1dx, x €R.

Mit der Substitution = sinhz <= z = arsinhz = In(x + V22 4+ 1) (Vorkurs, Abschnitt 3)

erhalten wir nach dem Vorkurs, Abschnitt 4. Differenzierbare Funktionen

dr = cosh zdz, V22 +1 = Vsinh? 2 + 1 = cosh z.
Damit folgt mittels partieller Integration, analog zu Beispiel 3(d),
/ V12 + ldz = /COSh z cosh zdz = %(sinh zcoshz+z) 4+ C.
Wegen cosh z = m = /22 + 1 ergibt sich durch Zuriicksubstituieren
/ Va2 + 1dz = %(m cosh z + arsinhz) + C' = %(x\/aﬂ——{—l + In(x + M)) +C.
Weiterhin kann man mit der Substitution z = asinh z auch Integrale der allgemeineren Klasse
/ flz, Va2 + a2)d

berechnen (siehe Formelsammlungen).

Die Substitution # = cosh z.

Wir wollen Integrale der Form

/\/xZ—ldaz, 1<z < +oo,

berechnen. In diesem Fall verwenden wir die Substitution
x = cosh z <= z = arcoshz = In(z + Va2 — 1)

und erhalten mit den Ergebnissen aus dem Vorkurs, Abschnitt 4. Differenzierbare Funktionen

dr = sinh zdz, V22 — 1 = Vcosh? 2z — 1 = sinh 2.
Analog zu oben erhalten wir damit mittels partieller Integration und durch Zuriicksubstituieren
/ V22— lde = /Sinhz sinh zdz = %(sinh zcoshz —z)+C
= %(x\/ﬁ— arcoshx) + C
= %(m 22— 1-In(z+ V22— 1))+ C

Abschlieend wollen wir bemerken, dass es noch viele andere Substitutionen fiir die Integration
von speziellen Klassen von Funktionen gibt (z.B. fiir trigonometrische Ausdriicke), die man
in Formelsammlungen finden kann. Wir wollen hier nur noch die Integration von rationalen

Funktionen betrachten.
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2.3 Integration gebrochen-rationaler Funktionen

Nach Abschnitt 3. Funktionen aus dem Vorkurs ist eine gebrochen-rationale Funktion f(x) durch

gegeben, wobei P(z) und Q(x) ganze rationale Funktionen (Polynome) beziiglich der Variablen

x sind. Ein Polynom P(x) hat den Grad n (Grad(P) = n), falls
P(x) = Zajxj, an # 0,
=0

gilt. Unter Verwendung der Polynomdivision lésst sich jede unecht-gebrochene rationale Funk-
tion als Summe eines Polynoms und einer echt-gebrochenen rationalen Funktion darstellen, d.h.

es gilt
S(x)
Qz)’

wobei R(z) als sogenannter ganzer Teil ein Polynom und der Rest S(z) entweder eine echt-

(10)

gebrochene rationale Funktion mit
Grad(S) < Grad(Q)

ist, oder es gilt S(z) = 0. Dazu verwendet man den euklidischen Algorithmus.

Satz 8 Es seien P(x) und Q(x) reelle Polynome mit Q(x) # 0. Dann existieren eindeutig
bestimmte Polynome S(x) und R(x) mit

P(z) = R(z)Q(z) + 5(x),
wobei fiir S(x) entweder S(x) =0 oder Grad(S) < Grad(Q) gilt.
Wir geben ein Beispiel fiir die Anwendung des euklidischen Algorithmus.

Beispiel 6 Wir betrachten P(x) = 2% + 1 und Q(z) = = — 1. Dann kann man folgendes Re-

chenschema verwenden.

(*+1):(z-1) =242 +2+1
—(x4—x3)
+(@? +1)
—(563—562)

+(z% +1)
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—(@? — )
+(xz+1)
—(z—-1)

Damit erhalten wir

P+ 1) =@+ +24+1)(z—1)+2,

d.h.

4

1 2
T Pttt ——
z—1 z—1

Es gilt also R(z) = 2° + 22 + 2 + 1 und S(z) = 2. Das Polynom S(z) bezeichnet also den Rest
bei der Division von P(z) durch Q(z). Falls S(z) = 0 ist, so heiit Q(z) Teiler von P(z), d.h. es
existiert R(z) mit P(z) = Q(z) - R(x).

Bemerkung 6 Aus Satz 8 folgt nach Division durch Q(z) die gewiinschte Darstellung (10).
Unser Ziel besteht darin, rationale Funktionen f(x) zu integrieren. Somit reduziert sich der
allgemeine Fall Grad(P) > Grad(Q) nach Anwendung des euklidischen Algorithmus auf den Fall
der Integration von echt-gebrochenen rationalen Funktionen, da die Integration von Polynomen

bekannt ist.

Deshalb wenden wir uns jetzt der Partialbruchzerlequng echt-gebrochener rationalen Funktionen

zu, d.h. wir setzen voraus, dass fiir

P(z)
xTr) =

=46

Grad(P) < Grad(Q) gilt. (Ansonsten ist die Partialbruchzerlegung nicht moglich!)

Das Ziel der Partialbruchzerlegung besteht darin, diese rationale Funktion f(z) als Summe von
einfachen Briichen, ihren Partialbriichen, darzustellen.

Wir werden im folgenden sehen, dass es nur zwei Typen von Partialbriichen gibt.

A
[ ] Typ (I) m, k= 17 2, ey fiir reelle Nullstel]en,
Bz +C
e Typ (II): _orte k=1,2,..., fiir komplexe Nullstellen,

(22 + bx + ¢)F’
wobei die auftretenden Koeffizienten A, B, C, b und c¢ alle reell sind. Ein wichtiges Hilfsmittel,

um diese Aussage beweisen zu konnen, stellt der Fundamentalsatz der Algebra dar.
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Satz 9 (Fundamentalsatz der Algebra) Es sei z € C. Dann besitzt jedes Polynom n-ten
Grades
n .
P,(2) :Zajz], a; €R, 7=0,...,n,a,#0, neN,
§=0

bei geeigneter Zihlweise genau n komplexe Nullstellen, d.h. es existieren genau n eindeutig be-

stimmte Zahlen z1,...,z, € C, mit
n .
Zajzj =ap(z—21) (2 —22) (2= zp). (11)
j=0

Bemerkung 7 (a) Dieser Satz wurde von Gauss im Alter von 21 Jahren in seiner Dissertation
1798 bewiesen.

(b) Bei geeigneter Ziahlweise heifit, dass z.B. z; = 29 zugelassen ist. Es werden also mehrfache
Nullstellen entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit gezéhlt. Somit ldsst sich (11) auch

schreiben als

n
Z a;20 = an(z —w))™ - (2 — wy)"™, (12)
j=0
wobei die Nullstelle w; die Vielfachheit n;, i = 1,...,m, hat, und ny + - -+ + n,, = n gilt.
Beispiel 7 (a) Es ist z.B.
2T =28 425 =222 — 224 1) =22 (2 — 1)

Damit hat die Nullstelle z; = 0 die Vielfachheit nqy = 5 und die Nullstelle zo = 1 die Vielfachheit
ng = 2.

(b) Fiir 22 + 1 erhalten wir die konjugiert komplexen Nullstellen
zZ1 = i, Z9 = —1
mit Vielfachheit ny = ng = 1.

Aus Satz 9 lassen sich folgende Resultate ableiten. Dabei verwenden wir folgenden Zusammen-
hang. Falls w; mit Im w; > 0 eine komplexe Nullstelle ist, so auch w; mit I'm w; < 0. Somit

erhalten wir nach der dritten binomischen Formel fiir reelles x
(x—wy)(x—wr) = ((m — Rewy) —iImw1> : ((:c — Rewy) —i—ilmw1> = (2 — Rew)* + (Imwy)*

Folgerung 3 (a) Ist w eine kompleze Nullstelle von P,(z), so auch w. Die Vielfachheiten von

w und W stimmen tberein.
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(b) Sind vy,...,v die reellen Nullstellen und wy,...,w; die komplexen Nullstellen von P, (z)

mit der Eigenschaft Imw; >0, j =1,...,1, so gilt fiir alle reellen x
Poy(z) = an(z —v1) - (. —vg) - [(& — Rew)?> + (Imwy)?]-- - [(x — Rew;)? + (Im w;)?],
d.h. fiir reelle Polynome existiert eine reelle Darstellung.

Unter Verwendung dieses Ergebnisses lésst sich jetzt die Partialbruchzerlegung einer echt-

gebrochenen rationalen Funktion

f(z) = 0 Grad(Q) =n, neN,
bestimmen.

Beispiel 8 Fall a):
Alle Nullstellen von Q(z) sind reell und einfach, d.h. wir haben

Q(z) = ap(z —xz1)(x —22) -+ (T — p).

Dann verwenden wir den Ansatz

P(:U): Aq . A,
Q(r) x—x T — Ty
wobei die reellen Koeffizienten Ay, ..., A, geeignet gewihlt werden. Wir erhalten also den Typ
(I) mit k£ = 1.
Beispiel (a):
z—1
(x+1)(z—2) (13)

In diesem Fall hat Q(z) = (z + 1)(x — 2) die einfachen reellen Nullstellen 1 = —1 und z9 = 2.

Mit dem Ansatz
z—1 N A1 A2

(x+1)(x—2) w+1+x—2
erhalten wir nach Multiplikation beider Seiten mit (z + 1)(x — 2), wobei z # —1 und x # 2 gilt,

xr—1=A1(x —2)+ As(z + 1).

Fir x — —1 bzw. £ — 2 erhalten wir

Nach dieser Grenzwertmethode erhalten wir



Durch Einsetzen dieser Koeffizienten in den obigen Ansatz i{iberzeugt man sich leicht, dass die
Koeffizienten richtig bestimmt worden sind. Wir erhalten also fiir (13) folgende Darstellung mit

Partialbriichen vom Typ I, wobei k = 1, ist.

2 1
—1 _ 2 2
ENE=) — o T (14)
Fall b):
Alle Nullstellen von Q(x) sind reell. Wir nehmen an, dass die verschiedenen Nullstellen x4, ..., x;
die Vielfachheiten nq,...,n; mit ny + - - - + n; = n haben. Somit gilt
Qz) = an(z —x1)™ (x — 22)" -+ (z — )™,
Dann verwenden wir den Ansatz
P(x A A A A A A
(): 11 12 2+...+$+...+ 11 + 12 2+...+¢,
Q(x) zxz—x1 (z—x1) (x —xp)™ r—x (x—ap) (x —ap)™

wobei die reellen Koeffizienten geeignet gewéhlt werden. Wir erhalten also den Typ (I) mit
k=1,...,n,i=1,...1

Beispiel (b):
z—1
x?(x —2)

In diesem Fall hat Q(z) = 2?(x — 1) die reelle Nullstelle 1 = 0 mit Vielfachheit n; = 2 und die

(15)

einfache reelle Nullstelle 2o = 2. Der Ansatz lautet also

z—1 _ﬂ Aia Aoy

22(z — 2) z a2 z-2

Wir multiplizieren beide Seiten mit x?(x — 2), wobei z # 0 und x # 2 gilt. Damit erhalten wir
r—1= Aux(:c — 2) + Alz(x — 2) + A21$2.

Fir £ — 0 bzw. x — 2 erhalten wir

-1 = A(-2),
1 = Axn4
Es gilt damit
1 1
Ag = =, Ao = —.
12 =5 Aa1 =7

Somit folgt

1 1 1 1
r—1= 5(56 —2)4+ Ajz(z —2) + Z:UQ =50 1+ Apa? — 24500+ Z:UQ.
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Durch Koeffizientenvergleich bei der Potenz x? erhalten wir 0 = Ayq + 1/4, d.h.

1

A11 == _Z
Durch Einsetzen dieser Koeffizienten in den obigen Ansatz iiberzeugt man sich ebenfalls leicht,
dass die Koeffizienten richtig bestimmt worden sind. Wir erhalten also folgende Partialbruch-

zerlegung vom Typ I:

1

-

-1
[ B

+ r—2" (16)

8
ool

Fall c):
Q(x) besitzt auch einfache komplexe Nullstellen. Falls o = ¢+ di, d # 0, eine derartige Nullstelle
ist, so ergibt sich aus dem Fundamentalsatz der Algebra und deren Folgerungen, dass auch

o = ¢ — di eine einfache komplexe Nullstelle ist. Es gilt
(x—a)(x—a) = (x—c)> + d°

Dann verwenden wir den Ansatz

P A Bz +C
(@) _ An , , BetC
Q(z) T —x (x—c)? +d?
—_———

reelle Nullstellen
wobei die reellen Koeffizienten B und C' geeignet gewihlt werden. Wir haben also neben dem
Typ (I) auch den Typ (II) mit & = 1.

Beispiel (c):
4

_. 1
3 + 4z (17)

Q(z) = 23 + 4z = (2 + 4) hat die einfache reelle Nullstelle ;1 = 0 und die beiden einfachen
komplexen Nullstellen a = 2¢ und @ = —2i. Es gilt

(z —a)(z —a) =z +4.

Wir verwenden den Ansatz

4 4 _A Bx+C

x3+4x:x(x2+4) z x24+4

Wir multiplizieren beide Seiten mit x(x? + 4), wobei x # 0 und x # +2i gilt. Damit erhalten
wir

4=A(z®+4) + (Bx + ).
Fiir x — 0 erhalten wir

4=44, = A=1.
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Es gilt damit
4=2%+4+ Bz’ +Cx.

Ein Koeffizientenvergleich bei x ergibt 0 = C sowie bei 22, dass 0 = 1 + B gelten muss. Daraus

folgt also

Durch Einsetzen dieser Koeffizienten in den obigen Ansatz iiberzeugt man sich ebenfalls leicht,
dass die Koeffizienten richtig bestimmt worden sind. Wir erhalten also folgende Partialbruch-

zerlegung vom Typ I und vom Typ II:

4 _ 1 —
B+dr T + x2—ig—:4' (18)

Fall d): Q(z) besitzt auch mehrfache komplexe Nullstellen. Falls o = ¢ + di, d # 0, eine -
fache komplexe Nullstelle ist, so ergibt sich aus dem Fundamentalsatz der Algebra und deren

Folgerungen, dass auch @ = ¢ — di eine I-fache komplexe Nullstelle ist. Es gilt
(z—a)l(w—a) = ((z— ) + ).

Dann verwenden wir den Ansatz

P(m)_ A L4 Bix+ Cy Box + Cs by Bix + C .
Qz)  z—m (x—ec)2+d>  ((x—0c)?+d?)? ((z —¢)? + d?)! ’
—_———

reelle Nullstellen
wobei die reellen Koeffizienten B; und C;, i = 1,...,1, geeignet gewédhlt werden. Wir haben also
neben dem Typ (I) auch den Typ (II) mit k =1,..., k=1.

Beispiel (d):
|
EERRVE
Q(z) = (22 +1)? = ((x — i)(z +1))? hat die beiden doppelten komplexen Nullstellen o = i und

(19)

o = —i. Es gilt
(- @)z — a))? = (@2 + 1)2
Wir verwenden den Ansatz

2 -1 _B1£C+Cl Box + (s
(z24+1)2  22+1 (2 +1)2°

Wir multiplizieren beide Seiten mit (22 + 1)2, wobei x # =i gilt. Damit erhalten wir

22 — 1= (Biz + C1)(x® + 1) + (Bax + Cy).
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Fiir  — i folgt durch Vergleich von Real- und Imaginérteil
—2=DByi+Cy, =— By=0,Cy=-2,

also

2 —1= (B1$+Cl)($2—|—1) -2 :B1$3+Bl$+01$2—|—01 — 2.

Ein Koeffizientenvergleich bei 23 ergibt B; = 0 sowie bei 22, dass C; = 1 gelten muss. Daraus

folgt also fiir die restlichen Koeffizienten

Durch Einsetzen dieser Koeffizienten in den obigen Ansatz iiberzeugt man sich ebenfalls leicht,
dass die Koeflizienten richtig bestimmt worden sind. Wir erhalten also folgende Partialbruch-

zerlegung vom Typ II:

z2—1
@1

I (20)

Allgemein gilt folgender Satz.

Satz 10 Jede echt-gebrochene rationale Funktion

lasst sich eindeutig als Summe von Partialbriichen vom Typ (I) und (II) darstellen.

Bemerkung 8 Nach den obigen Uberlegungen treten Partialbriiche vom Typ I bei einfachen
und mehrfachen reellen Nullstellen sowie Partialbriiche vom Typ II bei einfachen oder mehrfa-

chen komplexen Nullstellen von Q(z) auf.

Die gerade erzielten Ergebnisse benutzen wir jetzt zur Integration von beliebigen rationalen

/f(m)dm:/gggdx.

Dabei verwenden wir folgenden Algorithmus.

Funktionen der Form

1. Schritt: Wir spalten den ganzen Teil der rationalen Funktion f(z) mittels euklidischen Algo-
rithmus ab.

Wir erhalten

/f(x)dx:/ggz;dx:/]%(m)dx—i—/%dx,

wobei der Integrand im ersten Summanden ein Polynom und der im zweiten Summand ein ech-

ter Bruch ist. Zur Integration des zweiten Summanden verwenden wir Satz 10, wonach wir nur
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noch Partialbriiche vom Typ (I) und vom Typ (II) zu integrieren brauchen.
2. Schritt: Wir integrieren zunéchst das entstandene Polynom R(x) und anschliefend alle auf-

tretenden Partialbriiche. Dabei verwenden wir folgende Integrationsformeln.

Integrale nach Partialbruchzerlegung

/ d _ﬁ.ﬁjuc; m=2,3,...
(z = &)™ In|z —¢[+C: m=1

/ - & tan % 4 ¢
= arctan ———
Prartb Vh-a Vb
/d—fﬂ _ 2% +a
(22 +az+b)™  (m—1)(4b—a?)(22 + ax + b)™1
2(2m —3) dx
=2,3,...
(m_l)(4b—62)/($2+aﬂ:+b)m1+C’ m=2,3,
az + 8 @ 2 aa dr
/:U2+ax+bx 2n|:c +az+ |+<5 2>/z2+a:n+b+c
/owv——i-ﬁdx _ a
(22 + ax + b)™ - 2(m — 1)(22 + ax + b)™—1
aa dw
5 )| e O =23,...
+(ﬁ 2)/(x2+a:6+b)m+ o m e

Beispiel 9 Wir integrieren die rationalen Funktionen aus Beispiel 8.
Beispiel 8(a)
Wir betrachten
z—1
———dx
/ (z+1)(x—2)

Es liegt ein echter Bruch vor. Bei der Integration erhalten wir also nach (14)

/ x—1 2/ dz 1/ dz
—————dr = - + -
(x+1)(x —2) 3) x+1 3) z-2

2 iz 1)+ SInfz— 2| +
= — In (T —1n|(r — C.
3 3
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Beispiel 8(b)

Wir berechnen

/%dw.

Es liegt wieder ein echter Bruch vor. Bei der Integration erhalten wir also nach (16)

[EEWRRET R RS
x?(x — 2) 4 x 2) 22 4) x—2

T P e

Beispiel 8(c)

Wir berechnen

4
dzx.
/ﬂ:3—i—4x v

Es liegt wieder ein echter Bruch vor. Bei der Integration erhalten wir also nach (18)

/ 4 d /dx+/—xdx
_ 7 dr = @ el
3 + 4z x 2 44
1
= In|z|— iln(x2+4)+c.

Beispiel 8(d)
Wir betrachten das Integral
/ r?—1 J
CESIE x.
Es liegt wieder ein echter Bruch vor. Verwenden wir (20), so erhalten wir
22 —1 dz dx
S dr = -9 = "
/<x2+1)2x /(m2+1)2+/m2+1

= =21 +arctanx + ¢;.

Fiir das Integral I gilt mit m=2,a=0,b=1

dx
(1.2 + 1)2

T +1/ dz
224+1 2/ z2+1

® 1 Larctanz +
— — arctan x Co.
2+1 ' 2 2

L =

N | = wl»—\\

Somit folgt
/ 2 -1 d 2z ¢ + arct .
———dr = ————— —arctanz + arctanz + ¢
(x241)2 2(x2 4+ 1)

-4
= - c.
x2+1
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Die Probe ergibt nach der Quotientenregel
—z Y 2 -1
<:v2—+1> T @+
Durch geeignete Substitutionen kann man auch rationale Funktionen
e R(e") beziiglich e*,
e R(sinz,cosx), R(sinz,cos x, tan x, cot x) sowie
e R(sinz,cos x,sin 2z, cos 2z, . .., sin nx, cos nx)

berechnen. Entsprechende Formeln findet man in Nachschlagewerken.
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3 Taylorreihen und Potenzreihen

3.1 Taylorreihen

Gegeben sei eine Funktion f, die im Intervall [a, b] n-mal stetig differenzierbar ist. Weiterhin sei

xo € (a,b) ein fixierter Punkt. Falls z € U(x) C (a,b) gilt, so bezeichnet man mit

(") (5 )y
Po(z,20) = f(zo) + f'(wo)(@w — x0) + -+ + fi(o)(m —x0)" = Z f k(' 0) (z — x0)"

n!
k=0

das n-te Taylorpolynom der Funktion f, n € Ny, und mit
R, (z,x0) = f(z) — Pu(x,x0)

das zugehorige Restglied.
Vereinbarung: In diesem Abschnitt verwenden wir (dhnlich wie bei binomischen Formeln) die
Definition

=1, firalle z€R.

Damit lassen sich viele der folgenden Formeln einfacher aufschreiben. Das hat also nichts mit

dem unbestimmten Ausdruck

00

zu tun!

In Zukunft verwenden wir die Schreibweise P, (x) bzw. R, (z), falls der Punkt ¢ fest gewihlt
ist und keine Verwechslungen auftreten koénnen. Falls also das n-te Taylorpolynom P, (x) die
gegebene Funktion f approximieren soll, so entspricht R, (z) dem Approzimationsfehler. Das

folgende Resultat gibt eine Darstellung des Restgliedes.

Satz 1 Die Funktion f besitze in U(xg) stetige Ableitungen bis zur Ordnung n + 1. Weiterhin

sei x € U(xg) mit x < xg. Dann existiert ein £ € (x,x9) mit der Eigenschaft

n+1
_ p(nr1) o (@ — o)
Roa) = /(0 )
(Restglied von Lagrange).
Bemerkung 1 (a) Aus Gleichung (1) folgt
lim 2@ _ g (2)
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d.h. fur alle € > 0 existiert ein d(¢) > 0 mit
|Rn(z)| < elx —xo|™ falls |z — o] < d(e).

Man sagt dann, dass das Polynom P,(x) die gegebene Funktion f(x) mit der Ordnung n in
U(zp) approximiert.

(b) Der Punkt 2 = ¢ gibt an, wo die Funktion in eine Taylorreihe entwickelt wird.

(¢) Man verwendet Taylorpolynome fiir die niherungsweise Berechnung von Funktionswerten
f(x) mit einer vorgegebenen Genauigkeit (Tabellen, Taschenrechner mit bestimmter Genauig-
keit). Weiterhin besteht der Vorteil darin, dass sich die neuen Glieder rekursiv aus den alten
berechnen lassen, was fiir die Programmierung sehr giinstig ist.

(d) Fiir den Spezialfall n = 0 erhalten wir

Ro(z) = f(z) = f(z0) = f'(§)(z — @0),

d.h. den Mittelwertsatz der Differentialrechnung, siche Vorkurs, Abschnitt 4. Differenzierbare
Funktionen.
(e) Fiir n = 1 erhalten wir aus Satz 1 die bereits bekannte Approzimationseigenschaft der

Tangente (siche Vorkurs, Abschnitt 4. Differenzierbare Funktionen), d.h. es gilt

t(z) = Pi(z) = f(x0) + f'(x0)(x — o).

(f) Falls fiir z € U(zg) die Bezichung = > z¢ gilt, so existiert analog ein { € (xg,x) mit der
obigen Eigenschaft (1).
(g) Nach Satz 1 erhalten wir somit folgende Darstellung fiir die Funktion f.

£

(n+1)! (& —0)"*". (3)

o) (g
f(z) = Py(z) + Ry (z) = Z fT('O)(m —z0)" +
k=0

Beispiel 1 (a) Man berechne fiir 2 € [~1,1] die Funktion sin 2 mit einer Genauigkeit von 1072,
wobeil zg = 0 verwendet wird!

Es gilt zunéchst wegen

" n

(sinz) =cosz, (sinz)’ =—sinz, (sinz)” =—cosz, sin¥

r =sinz,

dass
+1 :£=0,2,4,...

-1 :k=1,3,5,...

sin(%k) z|,_, =0, sin(ZE+1)

Die Struktur ist also



Somit erhalten wir

3 5 (n+1)
sinm:x—gl +§' +Sl? +1§'§) 1,
n
und damit
n+1
Ru(w)] < A2 <1072,

falls n + 1 = 5 gilt. Die Ndherungsformel ist also

3

sinx = x — :;—' + Ry(z), |Ra(z)| <1072

d.h.

73

sing ~ 1 — —

3
(b) Es sei f beliebig oft differenzierbar. Dann gilt

£k (y
s =3 T
k=0

falls R, () — 0 fiir n — oo erfiillt ist. Somit ist fiir diese Potenzreihen-Darstellung ausreichend,

dass die Bedingung

PRI
S

fiir alle € € [zg, x] bzw. alle £ € [z, z¢] erfiillt ist. Ist das der Fall, so erhélt man die Taylorreihe

zo|"t — 0 fiir n — oo

fiir die unendlich oft differenzierbare Funktion f. Insbesondere gilt fiir g = 0

= %0
=3 O

(c) Wir zeigen, dass die Taylorreihe der Funktion sin z fiir alle reellen 2 durch die Reihe

00 2j+1 3 5

o AR

N — 1)) = - il
smw—jgzo( 1) i) Y + T

gegeben ist. Wir setzen zp = 0 und beweisen, dass fiir eine beliebige reelle Zahl z die obige

Bedingung erfiillt ist. Es gilt zunéchst

(n+1) n+1
(n+ 1! (n+1)!
‘x’nJrl
Definieren wir S,, = m, so erhalten wir
n !
|| +2
Snt1 et || 1
S, T a2
" (n+1)!
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falls n/2 +1 > |z| gilt. Somit haben wir S, (x) — 0 fiir n — oo fiir jede beliebige reelle Zahl x.
Daraus folgt aber die Bedingung an das Restglied R,,(z).

Analog zeigt man, dass fiir reelle x

[e.9]

)
x —
e’ = E ik
i=0
o0 2j 2 4
X ¢ T
L — _1)J -1 4
cosr = ]ZO( 1) (2]')!_1 2!—|—4!:F....

gilt. Insbesondere folgt daraus

schreiben!
Weiterhin erhalten wir

i
n x) = —1) = -
In(l+2) = (~1) 7

j=1
falls |z| < 1 ist. Diese Reihe konvergiert sogar fiir x = 1. Man erhélt in diesem Falle als Wert

fiir die alternierende Reihe (siehe Vorkurs, Abschnitt 2. Folgen und Reihen)

[e.e]

41
In2 = Z(—l)]Jrl—..
i=1 J
Fiir x = —1 liegt bestimmte Divergenz vor, siehe harmonische Reihe in Vorkurs, Abschnitt 2.

Folgen und Reihen. Das entspricht In(1 4+ z) — —oo, falls | —1.
Der Vorteil dieser Taylorreihen besteht darin, dass zur Berechnung des Wertes f(z) nur einfa-
che algebraische Operationen (Addition/Subtraktion, Multiplikation/Division) benétigt werden.

Somit gelten fiir z =~ 0 z.B. als Ndherungen

2
. x
e ~1+zx, sinr ~ x, cosx%l—;, In(l+z)~ =z,

die in vielen Fallen fiir die praktische Anwendungen schon ausreichend sind. Die Taylorreihen
von weiteren elementaren Funktionen findet man in Formelsammlungen.
3.2 Potenzreihen

Wir wollen uns jetzt etwas ausfithrlicher mit den Potenzreihen beschéftigen, die u.a. bei der

Taylorentwicklung von unendlich oft differenzierbaren Funktionen entstehen. Wir wollen jedoch
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darauf hinweisen, dass sich nicht jede unendlich oft differenzierbare Funktion in eine Potenzreihe
entwickeln lésst (nicht-elementare Gegenbeispiele).
Es seien zq ein fester und x ein beliebiger Punkt des R, und a;, j € Ny, seien reelle Zahlen.

Dann nennt man die Funktion
[e.e]
f(x) = ag + a1(z — o) + az(x — x0)* + . Za] x — x0)’
7=0
Potenzreihe beziiglich des Punktes xy. Auch hier verwenden wir die Vereinbarung
(x —20)° = 1.

Wir sind daran interessiert, fiir welche = € R diese Potenzreihe konvergiert. Zunéchst ist offen-
sichtlich, dass |« — z¢| und |a;| zueinander indirekt proportional sind. Wenden wir das Wur-

zelkriterium fiir Reihen (siehe Vorkurs, Abschnitt 2. Folgen und Reihen) an, so erhalten wir

{/lajlle =zl = {/lajllz — ol

dass die obige Reihe fiir alle z € R (absolut) konvergiert, falls ein ¢ < 1 existiert mit

wegen

. q . :
{/lajllz — ol < ¢ = |o —zo| < - fiir alle j. (4)
¢/lajl

Andererseits liegt offensichtlich Divergenz vor fiir alle reellen x mit

aj||lx — x| > Q <= |z — x0| > fiir alle 7, (5)

Q
{/lajl
falls @ > 1 ist.

Analoge Resultate kann man mittels des Quotientenkriteriums, siche ebenfalls Vorkurs, Ab-

schnitt 2. Folgen und Reihen, herleiten. Dann muss im Falle der (absoluten) Konvergenz

fiir alle j (6)

& — o] < ——
laj+1]

laj]

gelten, wobei ¢ < 1 ist. Im Falle der Divergenz erhalten wir

fiir alle j (7)

|z — x0| > > 9
laj+1]

laj
falls @ > 1 ist.
Nach den fritheren Bemerkungen reicht es wieder aus, falls ein jy existiert, so dass (4) — (7) fiir

alle j > jo richtig ist.
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Definition 1 Die grifite Zahl R > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir |z — xo| < R die Potenzreihe
(absolut) konvergiert und fiir |x — xo| > R Divergenz vorliegt, bezeichnet man als Konvergenz-

radius der Potenzreihe.

Unter Verwendung von (4) — (7) erhalten wir sofort folgendes Ergebnis.

Satz 2 Der Konvergenzradius R ist durch

L. 1 gl
E_jllf?o laj] oderﬁ—jlggo o]

gegeben, falls dieser (endliche oder unendliche) Grenzwert existiert.

Dabei verwenden wir folgende Vereinbarungen:
R=0, falls lim {/|aj| =00
j—o0
und
R =00, falls lim {/|a;|=0.
j—00

(analog fiir das Quotientenkriterium).
Fiir |z — x9| = R ist das Verhalten unbestimmt. Oft gehort |v — z9] = R nicht mehr zum
Konvergenzbereich. Es muss also das Verhalten der Reihe fiir + — 9 = R und x — 9 = — R

extra untersucht werden. Wir verweisen auf die nachfolgenden Beispiele.

Beispiel 2 (a) Wir betrachten (mit der iiblichen Vereinbarung)
e .
fla)=> o
j=0

Wir haben zg = 0. Wegen a; = 1 und {/|a;| = 1 erhalten wir

lim {/|a;|= lim 1 =1
j—o00 j—o0

und somit R = 1. Damit konvergiert die Potenzreihe fiir alle reellen Zahlen x mit |z| < 1. Es

gilt in diesem Falle (analog zur geometrischen Reihe, sieche Vorkurs, Abschnitt 2)

o

Setzen wir x = 1, so erhalten wir Z 17 = 0o (bestimmte Divergenz). Falls z = —1 ist, so gilt fiir
§=0

die Partialsummen Syyy1 =0 und Sony = 1, N € Np. Es liegt also ebenfalls keine Konvergenz
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vor (Reihe ist unbestimmt divergent).

(b) Wir untersuchen

©© . .
x) = ijx].
j=1
Somit ist a; = j7. Wegen {/ laj| = j folgt

lim {/|aj] = lim j = ooc.
j—oo j—oo

Wir erhalten damit entsprechend der Vereinbarung R = 0, d.h. die Reihe konvergiert fiir kein

reelles z # 0.

(c) Fiir
flay=>_ %
=0’
. . ) 1 | ]+1‘ _ T J! — 7 L i
ergibt sich wegen a; = — der Grenzwert lim = lim — = lim —— = 0. Somit
4! j—00 ]aj] j—o0 (j + 1)! j—ooj+1

erhalten wir entsprechend der Vereinbarung R = oo, d.h. die Reihe konvergiert fiir alle reellen

Zahlen z. Es gilt f(z) = €”.

Fiir die Addition, Multiplikation, Differentiation und Integration von Potenzreihen gelten fol-

gende Eigenschaften.

o0 e}
Satz 3 Es seien Zaj(x —20)’ und ij(x —x0)? 2wei Potenzreihen mit Konvergenzradius
j=0 J=0

R, bzw. Ry.

(a) Sind X und p reelle Zahlen, und ist R der Konvergenzradius von

)\Za]x—xo —i—,qu (x — o)’ :i)\a]—i-,ub x—xo)j,
7=0

so gilt R > min{R,, Ry}.
(b) Ist R der Konvergenzradius der Reihe

Zaj x—CC(] Zb x—xo Zaobj—|—a1bj,1—|—...—i—ajb0)(:v—x0)j,
7=0

so gilt R > min(R,, Rb)

(c) Die Potenzreihe f(x Za] x — o)’ st fir |z — xo| < R, beliebig oft differenzierbar. Es
7=0
gilt
e Zyj—l )G —2)-(—k+Dajlx —z)F k=1,2,...
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(gliedweise Differentiation), wobei simtliche Reihen f (k)(x) ewnen Konvergenzradius Ry > R,

haben. Insbesondere gilt
F¥ (o) = apk!
(d) Liegt das Intervall [a,b] innerhalb des Konvergenzradius R,, so ist die Potenzreihe

flz) = Zaj(:n — x0) im Intervall [a,b] integrierbar. Es gilt
=0

/: f(z)dz = i /: a;(x — z0)’ du,

Jj=0

(gliedweise Integration)

Beispiel 3 Unter Verwendung der Potenzreihe der Sinusfunktion und der gliedweisen Integra-

sint
tion betrachten wir das Integral der Funktion 4 (Integralsinus). Wir erhalten

T o3 T 2 4 6
Si(:ﬂ):/ SlTntdt = /(1_t__|_t__t_:|:...)dt
0 0 ' !

Es gilt nun folgender Zusammenhang zwischen Taylorreihe und Potenzreihe einer unendlich oft

differenzierbaren Funktion (Identititssatz).

Satz 4 Fulls sich eine beliebig oft differenzierbare Funktion als Potenzreihe
© .
f@) =Y aj(x — o)
=0

darstellen lisst, so gilt fir die Koeffizienten

Wir werden spéter Potenzreihen bei der Losung von speziellen Differentialgleichungen verwenden

(Potenzreihenansatz).
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4 Lineare Algebra

4.1 Lineare Gleichungssysteme

Als Einfiihrung betrachten wir folgende 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten.

T1+x2 = 4

201+ 3z = 9.

In diesem Fall existiert genau ein Losungspaar (z1,z2), das beiden Gleichungen geniigt.
Durch #quivalente Umformungen (Multiplikation der 1. Gleichung mit 2 und anschlieende Sub-

traktion von Gleichung 2) erhéllt man

2x1+2x9 = 8

2561+3562 = 0.

zo = 1 und damit aus 2z1 + 2 = 8, dass 1 = 3 gilt. Somit ist die eindeutig bestimmte Ldsung

gegeben durch (x1,x2) = (3,1). Wir betrachten jetzt das lineare Gleichungssystem

$1+3£C2 = 3

1+ 312 = 6.

Dieses Gleichungssystem ist nicht losbar, da 3 # 6 gilt.
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Abschlieflend betrachten wir das lineare Gleichungssystem

r1+xo = 1

2x1 + 229 = 2.

In diesem Falle sind beide Gleichungen &dquivalent. Ist also z1 = ¢ ein beliebiger reeller Parame-

ter, so erhalten wir zo = 1 — 21 = 1 —t. Es existieren also unendlich viele Lisungen (z1,x2), die

durch (¢,1 —t), t € R, gegeben sind.

Insgesamt erhalten wir, dass ein lineares Gleichungssystem entweder keine, genau eine oder un-

endlich viele Losung(en) besitzen kann.

Durch den sogenannten Gaufischen Algorithmus kann man das Losen von linearen Gleichungs-

systemen (GLS) formalisieren. Wir beschreiben das an einem konkreten Beispiel.

Beispiel 1 Gegeben sei das GLS, bestehend aus 2 Gleichungen fiir 3 Unbekannte

2c1 —x90+23 = 0

2$1—$2—£C3 = 1.

Es gilt:

Die elementaren Umformungen
e Multiplikation einer Gleichung mit einer reellen Zahl a # 0,
e Addition (bzw. Subtraktion) einer Gleichung zu (bzw. von) einer anderen Gleichung,
e Vertauschen zweier Gleichungen

verdndern die Losungsmenge eines GLS nicht. Wir schreiben jetzt das GLS formal als

2 -1 1 0
2 -1 -1 1
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Dabei bezeichnet \, die sogenannte Hauptdiagonale. Nun verwenden wir diese elementaren Um-
formungen, um Trapezgestalt zu erreichen, d.h. unterhalb der Hauptdiagonale sollen nur noch

Nullen stehen. In unserem konkreten Beispiel erhalten wir aus

2 -1 1 O
-1 -1 1
2 -1 1 0
0 0 =21
d.h. es gilt
—2x3:1=>x3:—%.

Damit bleibt nach Einsetzen dieses Wertes fiir x3 in die erste Zeile eine Gleichung fiir die

Unbekannten z; und x5, die durch
1
2w1—x2+x3:0:>2x1—m2:—m3:§

gegeben ist. Wihlen wir fiir zo = ¢, t € R freier Parameter, so folgt schliefilich

1t
Tr1 = 4 2.
Die Losungsmenge unseres GLS ist also durch
t 1 1
= =(z+-,t,—): teR
{1’ (1’1,1’2,1’3) (2 +47 ) 2) € }

gegeben. Ausgehend von diesem Beispiel geben wir jetzt das Schema fiir den allgemeinen
Lésungsalgorithmus an.

Es sei das GLS mit m Gleichungen und n Unbekannten

a1 ry + aire + -+ agpr, = by

a211 + agxre + -+ agmxTy, = b
......... — (1)

aAm1x1 + amaxe + -+ GmnTn = bm

gegeben. Dabei gelte immer m < n.
Unsere Strategie besteht darin, dass wir durch elemntare Umformungen eine Trapezgestalt er-
reichen wollen. Dabei verwenden wir wieder die formale Schreibweise.

0.B.d.A. nehmen wir an, dass a;; = 1 gilt. Sonst dividieren wir die erste Zeile durch a1, falls
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a11 # 0 gilt. Im anderen Fall fithren wir einen Zeilentausch und gegebenfalls eine Divsion durch.

Wie oben verwenden wir das Schema

a2 -+ ai, by

azi1 azy -+ az, by
(2)
aml Am2 - Gmn bm
Nun addieren wir das (—a;;)-fache der 1. Zeile zur i-ten Zeile fiir ¢ = 2,...,m, um Nullen in der

ersten Spalte unterhalb der Hauptdiagonale zu haben.

1 a2 - apn b
! ! /
0 ag - ay, U
(3)
/ / /
0 a’m2 Qn b
Jetzt wenden wir auf
/ / /
Qa9 ag, by
(4)
! ! /
Qo Opp bm

die gleiche Prozedur (2) wie vorher auf das Ausgangsschema an (0.B.d.A. a}, = 1.) Dabei lassen
wir triviale Zeilen (d.h. Zeilen mit nur Nullen) weg, da sie keine Informationen geben.

Falls bei der Prozedur eine Zeile der Form

mit b # 0 entsteht, so beenden wir das Verfahren; in diesem Fall ist das GLS nicht l6sbar, da
in diesem Fall

021 4 -+ 0z, =b #0

gelten miisste. Das GLS besitzt somit keine Lisung.

Ansonsten erreichen wir nach endlich vielen Schritten Trapazgestalt, d.h. wir haben folgende

Situation
1 aip -+ ay - apn b
0 dgg --- @Gy -+ don by
(5)
0O O
0 ag o am by

Es konnen nun die folgenden zwei Fille auftreten:

Fall (a): Auf der Hauptdiagonale stehen nur Einsen.
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Fall (b): Auf der Hauptdiagonale stehen auch Nullen. Dann miissen alle Zahlen in den ent-

sprechenden Spalten unterhalb der Hauptdiagonale nach dem Algorithmus ebenfalls Nullen sein

(sonst ist noch Zeilentausch moglich).

Es gelte [ = n (Fall I):

Falls (a) erfullt ist, so konnen wir sukzessiv die Losung des GLS berechnen: Wir setzen
mn:Bn:>mn_1---:>x1.

Somit erhalten wir eine eindeutig bestimmte Lidsung.
Falls (b) gilt, so setzen wir z3, = ¢, € R (freie Parameter) fiir ag; = 0 und verfahren anschlieflend

wie im Fall (a). Wir erhalten also unendlich viele Lisungen des GLS.

Es gelte [ < n (Fall II):
Dann setzen wir z; = t; fiir i =1+ 1,...,n (freie Parameter). Anschliefilend verfahren wir wie

im Fall I, um sukzessiv z;, ¢ = 1,...,[, zu berechnen. Wir erhalten also ebenfalls unendlich viele
Losungen des GLS.

Abschlieflend veranschaulichen wir uns diesen Algorithmus noch einmal an einem Beispiel.

Beispiel 2 Wir betrachten das GLS bestehend aus 4 Gleichungen fiir 5 Unbekannte.

201 —x9+x3—24+25 = 0

—2x1 4+ a9 —2m3 — x4 + 225 = —1 (6)
dr1 — 220+ 23 —T4 —T5 = 2
201 — T —x3 — 224+ 25 = 1

Damit erhalten wir

2 -1 -1 -2 1 1

Wir multiplizieren jetzt die 1. Zeile mit 1/2. Damit gilt

1 -1/2 1/2 —-1/2 1/2 0
2 1 -2 -1 2 -1

45



Nun addieren wir das 2-fache der 1. Zeile zur 2., das (-4)-fache zur 3. und das (-2)-fache zur

letzten Zeile. Damit erhalten wir

1 —1/2 1/2 —1/2 1/2 0

o 0 -1 -2 3 -1
o o0 [-1] 1 -3 2
o 0 -2 -1 0 1

Wir multiplizieren jetzt die 3. Zeile mit (-1). Es folgt

1 —1/2 1/2 —1/2 1/2 0

0o 0 -1 -2 3 -1
o o [1] -1 3 =2
0o 0 -2 -1 0 1

Nun addieren wir das 2-fache der 3. Zeile zur letzten Zeile.

1 —1/2 1/2 —1/2 1/2 0
o 0 -1 -2 3 -1
0 0 1 -1 3 =2
0 0 o [-3] 6 -3

Damit haben wir die Trapezform erreicht. Abschlieend multiplizieren wir die 4. Zeile noch mit

(—1/3).
1 —1/2 1/2 —1/2 1/2 0

o [o] -1 -2 3 -1
0 0 1 -1 3 =2
0 0 0 1 -2 1
Wir wihlen jetzt x5 = t, wobei ¢ ein freier reeller Parameter ist. Daraus folgt aus der 4. Zeile

wegen x4 — 2x5 = 1, dass x4 = 2t + 1 ist und damit aus der 3. Zeile wegen x3 — x4 + 3x5 = —2

r3 = —2-+x4— 3x5

= —242%4+1-3t=-1—1

Da der Koeffizient auf der Hauptdiagonale in der 2. Zeile 0 ist, wihlen wir 2o = u, wobei u ein

freier reeller Parameter ist. Damit folgt aus der 1. Zeile

1 _ 1 +1 1
T 2u = 2$3 2$4 2$5
= 1+1t+t+1 1t—1+t
22 2 2
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1
und damit z; = Pl + 1+ ¢. Somit ist die Losungsmenge des GLS (6) gegeben durch
{($1,$2,$3,$4,$5) = (1 + % +tu,—1—-t 1+ 2t’t) tute R}

Somit besitzt die Losung zwei freie Parameter. Wir kénnen also die Losung schreiben als

) L+3+t 1 3 1
To U 0 1 0
z3 | = —-1-t |=| -1 [+u-] 0 [+t-] -1 |, (7)
T4 1+ 2t 1 0 2
I5 t 0 0 1
N—— N—— N—— N——
z Zo Z1 Z2

u, t € R beliebig, oder
T =20+ ur; +1tx2, t,ueckR.
4.2 Matrizen
Wir verwenden jetzt die obige symbolische Schreibweise und fithren den Begriff der Matrix ein.

Definition 1 (a) Fine Matriz ist ein rechteckiges Schema von reellen Zahlen, die Elemente
der Matriz heiffen. Eine (m,n)-Matriz besteht aus m Zeilen, n Spalten und somit m - n reellen
Zahlen.

(b) Eine Matriz heifit quadratisch, falls m = n gilt.

(¢c) Eine (m,1)-Matriz nennt man auch Spaltenvektor und eine (1,n)-Matriz Zeilenvektor.

(d) Falls © = (x1,...,2n) und y = (Y1, ...,yn) € R™, so bezeichnet

i=1
das Skalarprodukt von x und y.
Im folgenden verwenden wir als Schreibweise fiir eine (m,n)-Matrix A:

aip -0 Qln
A= (aij) = (aij)(m,n) = . (9)
Gml - Amn

Dabei bezeichnet a;; das allgemeine Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, wobei fiir die

Indizes 1 <i <m,1 < j < n gilt. Diese Matrix besitzt also m Zeilenvektoren a; € R"
ai:(aﬂ,...,am), Z‘:L”.’Tn7

47



und n Spaltenvektoren a’ € R™

Weiterhin sind zwei (m,n)-Matrizen A und B gleich (A = B), falls
al-j:bij, izl,...,m,jzl,...,n

gilt.

Fiir z € R™ verwenden wir hierbei auch die Schreibweise als Spaltenvektor

x1
x:(xl""axn)’ r =

Tn

Falls z € R™ und A die (m,n)-Matrix aus (9) ist, so definieren wir Az € R™ durch

aiy o+ Qln T a11x1 + -+ apTy

A;U: =1 e

Wir erhalten also fiir die i-te Zeile

n
(Az); = Zaikwk = (aj,z), i=1,...,m.
=1

Damit ergibt sich fiir das GLS (1) folgende Matrixschreibweise mittels der (m,n)-Matrix A
A=(a;5): A:zeR"— Az eR™, Ax=0,

wobel

Ein GLS heifit homogen, falls die rechte Seite b der Nullvektor ist, d.h. b; =0 firi =1,...,m.
Ansonsten sprechen wir von einem inhomogenen GLS.

Das Skalarprodukt in der Definition 1 besitzt folgende Eigenschaften:
o (Symmetrie) (z,y) = (y,2),
o (Linearitit) (Ax 4 py, z) = XNz, 2) + pu(y, 2), A, p€R,
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o (Positivitit) (x,z) > 0 und (x,z) = 0 genau dann, wenn x = 0 gilt.
Verwendet man die Linearitét des Skalarproduktes (oder die Linearitiat des GLS), so folgt

(A + ) - = {ai M) + {ai, )
= Mas, z) + plaq,y) = MAz); + p(Ay);
und somit
A(Mx 4+ py) = ANz + pAy,

d.h. A ist eine lineare Abbildung. Damit erhilt man leicht folgende Aussage bzgl. der Losungs-
struktur eines GLS. Wir werden spéter, z.B. bei den linearen Differentialgleichung, eine analoge

Struktur haben.

Satz 1 Die allgemeine Lisung i, eines inhomogenen GLS Ax = b ist die Summe aus der

allgemeinen Lésung Tpom des zugehorigen homogenen GLS Ax = 0 und einer speziellen Lisung

s des inhomogenen GLS. Tinh = Thom + Ts

Beweis: Es seien x und y zwei beliebige Losungen des inhomogenen GLS. Dann folgt aus Az = b

und Ay = b wegen der Linearitit sofort
O0=b—-b=Azx— Ay = A(x — y),

d.h. x — y ist Losung des zugehorigen homogenen GLS. |

Beispiel 3 Im Beispiel 2 im Abschnitt 4.1 gilt

Tinh ‘= T, Ts:=T0g, Thom = UT1 + tTa.

Wir fithren jetzt fiir Matrizen eine Addition, Subtraktion und eine Multiplikation (Hinterein-
anderausfithrung) ein.

Es seien A = (a;;) und B = (b;;) zwei (m,n)-Matrizen und A eine reelle Zahl. Dann wird durch
A+ B = (as; + bij)
die Addition der Matrizen A und B und durch
A = (X aiy)

die skalare Multiplikation der Matrix A elementeweise definiert.
Es gilt nach dieser Definition
(M + puB)x = Mz + uBx
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fir alle z € R™ und alle reellen Zahlen A, u.

Beispiel 4 Wir betrachten die beiden Matrizen

1 2 3 0 0 -1
A — s B =
0 20 -1 -2 3
Dann gilt
1 2 2 -3 -6 -9
A+ B= , (=3)A=
-1 0 3 0 -6 0

Weiterhin bezeichnen wir mit 0 = (0) die Null-Matriz und mit —A = (—a;;) die zu A = (ajj)
entgegengesetzte Matrix.
Damit gilt

A+0=0+A=A, A+ (-A)=-A+A=0.

Deshalb bezeichnet man die Null-Matrix als das neutrale Element und —A als das inverse Ele-
ment zu A beziiglich der Addition. Die Giiltigkeit der entsprechenden Assoziativ-, Kommutativ-
und Distributivgesetze ist leicht nachweisbar, da sie elementeweise auf den entsprechenden Ei-
genschaften der reellen Zahlen beruhen.

Falls A = (a;;) eine (m,n)-Matrix ist, so erhilt man die zu A transponierte Matriz AT durch

Vertauschen der Zeilen und Spalten von A. Somit ist AT = (aj;) eine (n, m)-Matrix.

Beispiel 5
1 4
1 2 3
A= , AT =1 92 5
4 5 6
3 6

Eine Matrix heit symmetrisch, falls A = AT gilt. Sie ist also stets quadratisch und geht bei

Spiegelung an der Hauptdiagonale in sich tiber.

Beispiel 6
1 2 3
A= 2 4 5 | = AT,
3 5 6
Es seien A und B zwei (2,2)-Matrizen. Wir fiithren jetzt das Matrizenprodukt AB dieser beiden

Matrizen ein.
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Es gelte

ail a2 bi1 b2
A= .

a1 a2 bar  bao
Dann definieren wir die Matrix AB = C durch
c11 = a11bir +aebar,  ci2 = ar1bia + aizba

Co1 = ag1bin + agbor,  c22 = agbiz + agzbay,
d.h. es gilt unter Verwendung der Zeilenvektoren a; und der Spaltenvekoren b’
cij = {a, '), i,j=1,2,
(Vorzeile x Nachspalte).

aji; a2 bi1 b2 c1 |12
az a bor  ba2 C21  C22
Es lisst sich zeigen, dass
A(Bzx) = (AB)z
fiir alle x € R? gilt. Somit entspricht das Matrizenprodunkt AB der Hintereinanderausfiihrung
Ao B.

Die Definition des Matrizenproduktes und diese Eigenschaft kann man auf beliebige (n,n)-

Matrizen A und B mit n > 3 verallgemeinern.

Beispiel 7 (a) Gegeben seien die Matrizen

4 5 6 1 0 0
A=112 3|, E=]01 0
7 8 9 0 01
Dann gilt
AE = EA = A,

d.h. die Matrix F ist das neutrale Element beziiglich des Matrizenproduktes und wird als
FEinheitsmatriz bezeichnet. Sie entspricht der identischen Abbildung (Ex = x fir alle x € R",
hier n = 3).

(b) Im allgemeinen gilt AB # BA, d.h. die Reihenfolge der Anwendung von A und B ist wichtig!

So erhalten wir z.B. fiir
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dass

6 2
5 1

Definition 2 Es sei A eine (n,n)-Matriz. Falls eine (n,n)-Matriz B existiert, so dass
AB=BA=F

gilt, so heifit die Matriz B die zu A inverse Matrixz (beziiglich der Matrizenmultiplikation ).

Wir setzen dann B = A=, In diesem Falle nennt man A invertierbar oder requldr.

Bemerkung 1 (a) Hierbei ist natiirlich E die (n,n)-Einheitsmatrix. Falls A regulir ist, so ist
A~ eindeutig bestimmt.
Es gelte

AB=BA=E, AC=CA=E.

Wir zeigen, dass dann B = C folgt. Das folgt aus
B=FEB=(CA)B=C(AB)=CE=C.
(b) Es gilt wegen AA™l = A"1A=F
A(A™'2) = A7Y(Az) = Ex =z fiir alle = € R™

Wir erhalten also
A1 _ A
s Ay S p

und

A A1
T — Ar — x

Satz 2 Es sei A eine reguldre (n,n)-Matriz.
(a) A ist invertierbar genau dann, wenn A~ invertierbar ist.
(b) (A1) = 4.
(c) Ist auflerdem B eine regulire (n,n)-Matriz, so ist AB ebenfalls eine regulire (n,n)-Matriz,
und es gilt
(AB)"'=B7tA"L

(d) Das GLS Az = b hat fiir jedes b € R™ genau eine Lisung x € R™. Sie ist gegeben durch

x=A"1b.
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Der Beweis dieser Eigenschaften ist leicht. Wir zeigen nur (c). Wegen
B 'A'AB=B YA 'AB=B'EB=B'B=E

und der Eindeutigkeit der inversen Matrix ergibt sich die Aussage (c).

Satz 2(d) unterstreicht, dass die Existenz und die Berechnung der inversen Matrix wichtig ist
fiir die Losung von GLS.

Wir beschiéftigen uns deshalb jetzt mit zwei Verfahren fiir die Berechnung der inversen Matrix
(falls diese iiberhaupt existiert).

1. Verfahren (Anwendung des GauB-Algorithmus)

Es sei A eine (n,n)-Matrix. Wir suchen also eine (n,n)-Matrix, die wir X nennen wollen, so

dass AX = F gilt. Bezeichnen wir mit

el 0 x1
i __ _ i
e = €is - 1 y L= Lig
€ni 0 Tni

den i-ten Spaltenvektor von E bzw. X, so muss also

gelten. Wir haben also n GLS mit gleicher Koeffizientenmatrix A zu lésen. Wir kénnen also den
GauB-Algorithmus simultan auf diese n GLS anwenden. Wir erhalten somit die inverse Matrix
X aus AX = F, falls die Matrix A durch dquivalente Umformungen in die Einheitsmatrix E

iiberfithrt werden kann. In diesem Falle gilt

AX=E<+=FEX=A"1"+= X=A4"",

d.h.
an - amm |1 - 0
!
anl apn, |0 1
wird in
1 - 0 | 11 - Zn
|
0 -+ 1 | Zp - ZTpm

umgewandelt. Falls E nicht ereichbar ist, so ist A nicht regulér. A heif3t dann singuldr.
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Beispiel 8 Wir untersuchen, ob die Matrix

-2 -1 2

regulir ist und berechnen in diesem Fall die inverse Matrix B~!. Wir erhalten

2 1 -1 1] 100 (1] 1 -1 ] 010
1] 1 -1 ] 010 2 1 -1 | 100
-2 -1 2 | 00 1 -2 -1 2 |00 1
1 1 -1 10 1 0 1 1 -1 10 1 0
0 -1 1 | 1 -20 01 o |0 2 1
0 [1] o |0 2 1 0 -1 1 | 1 =20
1 1 -1]010 10 -11]0 -1 —1
0 1] o | 021 01 0 |0 2 1
00 1 | 101 00111 0 1
1001 -10 1 -1 0
0101]0 2 1 —B'=[0 2 1
00111 0 1 10 1

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass BB~' = B~'B = E gilt. Dieses Verfahren ist
immer anwendbar. Der Nachteil besteht jedoch darin, dass man kein einfaches Kriterium hat,
ob iiberhaupt die inverse Matrix existiert. Es kann also passieren, dass man erst nach groflem

Rechenaufwand erkennt, dass die Matrix singulér ist.

2. Verfahren (Cramersche Regel am Beispiel von (2, 2)-Matrizen)
Gegeben sei die allgemeine (2, 2)-Matrix

a b
A =
c d
Gesucht ist die inverse (2, 2)-Matrix
u v
Al =B =
w oz

Wir wollen jetzt die Elemente u, v, w, z berechnen. Wir erhalten aus



die beiden GLS

au—l— =1
cu+ =0

und

av+bz = 0

cw+dz = 1

Wir suchen jetzt nach notwendigen Bedingungen fiir die Losbarkeit dieser GLS.

Multiplizieren wir im 1. GLS die 1. Gleichung mit d und die zweite mit b, so erhalten wir

adu+bdw = d

bcu +bdw = 0.
Subtrahieren wir nun die zweite Gleichung von der ersten, so folgt
adu — bcu = (ad — be)u = d. (10)

Analog erhilt man aus dem 1. GLS, indem man die 1. Gleichung mit ¢ und die zweite mit a

multipliziert wegen

[au] +bw = 1

[cu]+dw = 0.
bew — adw = (be — ad)w = c. (11)

Wir nehmen an, dass ad — bc = 0 gelten. Dann wiirde aus (10) und (11) die Beziehung ¢ =d =0

folgen. Damit ergibt sich jedoch ein Widerspruch zu cv + dz = 1. Die notwendige Bedingung fiir

die Losbarkeit lautet also

ad — be # 0. (12)

Falls (12) erfllt ist, so erhalten wir aus (10) und (11)

d —c

YSad—be YT ad—be

Analoge Untersuchungen fiir das 2. GLS liefern

B —-b _ a
T d—be ° T ad—be

Wir haben somit folgende Aussage hergeleitet.
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Satz 3 Es sei die (2,2)-Matriz

gegeben.

(a) Die inverse Matriz A~ existiert genau dann, wenn (12) gilt. Wir erhalten dann

1 d —b
-1
= 13
ad — be ¢ a (13)

(b) Das GLS Az = q, q € R?, hat genau dann eine eindeutig bestimmte Lisung

x=A"q,
falls (12) gilt.

Bemerkung 2 Das Kriterium ad — be # 0 entspricht bei der Matrix

A=
c d

der Differenz aus der Multiplikation der Elemente auf der Hauptdigonale und der Elemente auf
der Nebendiagonale von A. Diese Grofe fiithrt jetzt zum Begriff der Determinante einer (n,n)-
Matrix.

Als Anwendung von Satz 3 betrachten wir folgendes Gleichungssystem

T+ 222 = 4
2x1+ 3z = 5.
In diesem Fall haben wir
a b 1 2 4
A = = s q =
c d 2 3 5
Damit folgt nach (a)
= 3 =2 -3 2
-1\ -2 1 2 -1
sowie nach (b)
T -3 2 4 -2
xr = ! = Ailq = =
X9 2 -1 ) 3
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4.3 Determinanten
Definition 3 (a) Es sei die (2,2)-Matriz A gegeben durch

A:
c d

Dann heif$it die Zahl ad — be die Determinante zweiter Ordnung von A. Wir schreiben

a b
det A = = ad — bc. (14)
c d

(b) Es sei die (3,3)-Matriz
air a2 a13

A= a21 az2 a23

azr asz2 as3

gegeben. Dann definieren wir die Determinante dritter Ordnung von A durch
det A = +aj1a22033 + ai2a23a31 + 13021032
—a11093032 — (12091033 — (13022031 (15)
Beispiel 9 (a) Man verwendet auch die Schreibweise
det A = |A|.

Im Fall n = 3, siehe Definition 3 (b), erhalten wir die sogenannte Sarrus’sche Regel. Diese

entspricht folgender Merkregel.

ail aiz ais

ail a2 a1z ai; a2 a1 a2 a3
ag1 Q2 a3 G21 G22 oder az; az2 as3
aszyp asz2 dasz asp as2 ailp a2 ais

G21 a2z az3

(b) Wir berechnen die Determinante zweiter Ordnung

det A = C.OS vy . (16)
sing rcosy
Wir erhalten det A = cos -7 cos @ — (—rsin g -sin) = rcos? ¢ 4+ rsin? o = 7.
(¢) Wir berechnen die Determinante dritter Ordnung
cospsinty —rsinpsind  r cos cos
det B =| sinpsind rcospsind rsinpcosd |- (17)

cos 0 —7rsind
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In diesem Fall erhalten wir

det B = cosgsind - rcospsind - (—rsind)
+singsing - 0 - r cos ¢ cos ¥
+cos ¥ - (—rsinpsind) - rsin p cos ¥
—cos? - rcospsintd - rcos pcos
—cospsind -0 - rsin g cos v
—sinpsind - (—rsinpsind) - (—rsind)
= —r?sin®¥sind cos® ¢ — r?sin ¥ cos® ¥ sin’ ¢ (18)

—r2sin 9 cos® 9 cos? ¢ — 12 sin? ¥ sin ¥ sin? ¢
= ( sin 9 cos? ¥(sin? ¢ 4 cos? ) + sin® ¢ sin ¥(sin? ¢ + cos? gp))

= —r?sind(cos® ¥ + sin® ¥) = —r? sin 0.

Die Determinante einer (n,n)-Matrix ldsst sich allgemein stets mittels des GauBischen Algo-
rithmus bestimmen. Dazu verwendet man insbesondere die im folgenden Lemma angegebenen
Eigenschaften (d) — (h) fiir die &quivalenten Umformungen.

Wir geben nun ohne Beweis einige Rechenregeln fiir Determinanten an. (Es ist jedoch nicht
schwer, diese Eigenschaften der Determinante fiir n = 2,3 nachzuvollziehen, insbesondere folgt
(b) aus (a) und (f) aus (e).) Wir sagen, dass eine (n,n)-Matrix Dreiecksgestalt hat, falls unter-

halb der Hauptdiagonale nur Nullen stehen.

Lemma 1 Es seien A und B zwei (n,n)-Matrizen.

a) det(AB) = det A - det B.

b) det E = 1. Gilt det A # 0, so existiert A~ und det A™! = et A’
c) det A = det AT

1

(

(

(

(d) Die Determinante einer Dreiecksmatriz ist gleich dem Produkt ihrer Diagonalelemente.
(e) Beim Vertauschen von zwei Zeilen (Spalten) dndert sich das Vorzeichen der Determinante.
(f) Hat eine Matriz A zwei gleiche Zeilen (Spalten), so gilt det A = 0.

(g) Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile (Spalte) ein Viel-
faches einer anderen Zeile (Spalte) addiert.

(h) Bei Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit einer reellen Zahl X dndert sich der Wert der

Determinante um das \-fache.

Beispiel 10 (a) Wir zeigen jetzt an einem Beispiel, wie man diese Rechenregeln zur Berechnung
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der Determinante der (4, 4)-Matrix

— 00 =
—_

S O O o~
—

0
0 1

verwenden kann. Wir vertauschen zuerst die 1. und 3. Spalte, danach multiplizieren wir die 3.

Zeile mit 1/8 und subtrahieren schliefflich die 3. Zeile von der 4. Zeile.

0 4 1 0 4 1
0 [1] 7 1 0 [1] 7 1
detA = (—1)- 1] =(-1)-8 1]

0 0 8 1 0 0 :

0 0 11 0 0 1 1
0 4
1] 7

= (-1)-8 L =(-1)-8-4-1-1 z:—28
1 8

0

0
0 0
0 0

(b) Schaut man sich den Gaufischen Algorithmus im Beispiel 8 noch einmal an, so erkennt man,

dass nach den obigen Rechengesetzen det B = 1 gilt.

Wir bemerken, dass es weitere Verfahren zur Berechnung der Determinante gibt. Zum Beispiel
beruht der Entwicklungssatz von Laplace darauf, dass die Bestimmung einer Determinante der
Ordnung n auf die Untersuchung von n Determinanten der Ordnung (n — 1) zuriickfiihrt wird.
Dadurch erreicht man nach endlich vielen Schritten mindestens Determinanten der Ordnung 3.
Es sei

ail v Qin

det A =

anl  + Gpn
Als Unterdeterminante des Elementes a;j, 1 < 7,j < n, bezeichnet man die Determinante (n-1)-
ter Ordnung A%, die man aus der Ausgangs-Determinante durch Streichung der i-ten Zeile und
j-ten Spalte erhélt. Setzen wir die

Ay = (=1)"7AY

(Adjunkte zum Element a;;) so gilt

n
detA:Zaiinj, jzl,...,n,
1=1
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(Entwicklung nach der j-ten Spalte) sowie
n

detA:Zaiinj, 1=1,...,n,
j=1

(Entwicklung nach der i-ten Zeile). Uns stehen also 2n Moglichkeiten zur Verfiigung um det A
zu berechnen. Die Idee besteht natiirlich darin, eine Variante zu verwenden, wo in der Zeile bzw.

Spalte viele Nullen stehen!

Es sei
4 4 1
A=18 0 1
1 0 1

Entwickeln wir jetzt nach der 2. Spalte, so folgt

8 1
det A = (—4) = —28.
11

Analog erhélt man fiir

— 00 =
[

o O O
—

bei der Entwicklung nach der 2. Spalte
det B = (+1)det A = —28.
Als Verallgemeinerung von Satz 3 erhalten wir die folgenden Aussagen.

Satz 4 A sei eine (n,n)-Matriz.
(a) Die inverse Matriz A~ existiert genau dann, wenn det A # 0 erfiillt ist.

(b) Das GLS Ax = b besitzt fiir jede rechte Seite b € R™ genau dann eine eindeutig bestimmite

Losung x € R™, wenn det A # 0 gilt.

Der Satz 4 liefert ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Losbarkeit von GLS,
jedoch nicht ein Verfahren fiir die Berechnung der Losung. Deshalb betrachten wir noch einmal

die fritheren Untersuchungen fiir den Fall n = 2. Es sei also

a b
A — = q1
c d Q2
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Es gilt

Nach (13) wissen wir

1 1 d —b
det A c a
Somit erhalten
x| 1 d —b a1 dq1 — bgz
Lo det A ¢ a - det A —cqy + ago
Anschaulich bedeutet das
1 1 g b
= —(4+dg; — bgy) = —— 19
e detA(+ a e2) det A d (19)
q2
bzw.
1 1 a qi
- (- - . 2
2 det A( cq1 + agz) det A ¢ g (20)

Man erhilt also die Koordinaten x; der Losung z, indem man in der Determinante von A den
i-ten Spaltenvektor durch die rechte Seite ¢ des inhomogenen GLS ersetzt und anschliefend
durch den Wert det A dividert.

Wir verallgemeinern dieses Ergebnis, d.h. (19) und (20), auf den Fall n > 2.

Satz 5 (Cramersche Regel) Es sei A eine regulire (n,n)-Matriz, d.h. es gilt det A # 0. Es

sei b € R™ mit

by
b=
by
Dann ist x = (z1, 2, ...,%,) € R™ mit
aip -+ a1 b1 a1 -0 aig
1
T Jet A yi=1,...m, (21)
anp1 -+ Api—1 bn Ani+1 " Qpn

die eindeutig bestimmte Losung des GLS Ax = b.

Bemerkung 3 Die Anwendung der Cramerschen Regel ist besonders sinnvoll fiir n = 2,3, da
man in diesen Féllen ziemlich schnell alle auftretenden Determinanten berechnen kann. An-
sonsten sollte man i.a. besser den GauBschen Algorithmus benutzen. Man beachte, dass die

Cramersche Regel nur fiir regulére (n,n)-Matrizen anwendbar ist!
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Beispiel 11 (a) Wir betrachten folgendes GLS

T1+ 222+ 3x3 = 1

5562 +6563 = 0

7561+8562 = 0.
Wir erhalten
1 2 3 1
A=105 61|, b=1]0
7 8 0 0

Nach der Sarrus’schen Regel erhalten wir wegen

1

0
detA= 7 =04+0+84—-105—-48 — 0= —69.
1

0

ot N CoO Ot N
S W O O W

Wenden wir jetzt Satz 5 an, so ist die eindeutig bestimmte Losung x = (x1,z2,23) € R3 des

obigen GLS mittels Sarrus’scher Regel (jeweils nur ein Term ist verschieden von Null) durch

(1] 2 3
1 1 48
= —— g —8:—
T1="591 0 56 5o ¥ =5
0 8 0
1 [1] 3
1 L,
2= 591 0 0 6= 59T Ty
70 0
1 2 [1]
1 35
S — (=35 =2
=g 0050 oo (73 =159
78 0

gegeben.

(b) Ersetzen wir jetzt den obigen Vektor b sukzessiv durch

0 0
b: 1 ; b: 0 )
0 1

so wiirde man mit der Cramerschen Regel ebenfalls die Koeffizienten der inversen Matrix A~}

erhalten.
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4.4 Basis, Koordinatentransformation

Wie iiblich sei
R"={z = (z1,...,25) : z; €R}

die Menge aller geordneten n-Tupel reeller Zahlen.

Die kanonische Basis im R? ist gegeben durch die Basisvektoren

1 0
el = , e? =
0 1
bzw. im R? durch
1 0 0
el=lo |, =111, €=]o0
0 0 1

Diese Basen besitzen folgende Eigenschaften:

e Vollstandigkeit: Jedes x € R™, n = 2, 3, lisst sich als Linearkombination der Basisvektoren

e',1=1,...,n, darstellen.

e Minimalitdt: Falls wir einen Basisvektor entfernen, so ist die Vollstdndigkeit nicht mehr

erfiillt.
e cindeutige Darstellung von x € R", n = 2,3, durch die Koordinaten bzgl. der Basis.

e Orthonormalitdt (Orthonormalbasis): Es gilt

le'| =1, (e’ e)) =di; = ! ;5 1 Kronecker—Symbol.
0: i#j

Wir wollen diese Eigenschaften verallgemeinern.

Definition 4 Es seien k,n € N. Die Vektoren v',...,v* € R™ heifen linear unabhingig, falls
aus

vt 4+ 4 ap® =0 im R® (22)
die Aussage a; = --- = ag = 0 folgt, d.h. es gibt nur eine triviale Darstellung des Nullelementes
0 e R™

Ansonsten heiffen die Vektoren linear abhdngig.

Die Untersuchung der linearen Unabhingigkeit fiihrt also zur Bestimmung der Losungen des
homogenen GLS (22). Die Vektoren sind linear unabhéngig, falls (22) nur die triviale Losung

a1 = -+ = ag = 0 hat. Falls nichttriviale Lésungen existieren, sind die Vektoren linear abhéngig.
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Beispiel 12 (a) Die Vektoren

1 1 1
w=111], w*=]o0], w=]o0
1 1 0

sind nach Definition 4 im R3 linear unabhiingig, da das homogene GLS

1 1 111 a; 0

ar | [1] [+ 0 |+az| 0 [=]10 0 a | =10
1 0 110 as 0
(Losung kann man erraten) nur die triviale Losung oy = ag = a3 = 0 hat:
Aus der zweiten Gleichung folgt ay = 0, somit mit der dritten Gleichung aus a; + as = 0, dass
a9 = 0 und schliellich mit der ersten Gleichung aus a; + as + ag = 0, dass ag = 0 gelten muss.

Hierbei interpretieren wir also die Menge B = {w!, w? w3} als Matrix
B= (wl w? wg) ,

d.h. die Elemente der Menge B werden als Spaltenvektoren der Matrix B aufgefasst.
Das gleiche Ergebnis erhélt man auch unter Verwendung der Eigenschaften der (3,3)-

Determinante

11
det B = 0 0 |=1#0.
1 0
Folglich besitzt das homogene GLS eine eindeutige Losung, die durch die stets existierende
triviale Losung gegeben ist.

(b) Die Vektoren

1 1 1 3

0 2 1 3
vl = , v = , V= , ot=

0 3 1 4

0 4 1 5

sind im R? linear abhingig. Es gilt
v1+v2+v3—v4:0,

d.h. wir kénnen z. B. a1 = as = a3 =1, ay = —1 wéahlen.

Man zeige selbst, dass alle folgenden Mengen von Vektoren
{1)1,?)2,1)3}, {02’1)37@4}’ {1)1,1)3,?}4}
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ebenfalls im R* linear unabhiingig sind.

(c) Falls 0 € M, so ist M stets linear abhéingig.

(d) Die lineare Unabhéngigkeit von n Vektoren im R™ garantiert die Findeutigkeit der Darstel-
lung eines Elementes x € R™ als Linearkombination dieser n Vektoren.

Falls
n . n .
T = Zaiv’ = Zﬂivl,
=1 =1

so folgt wegen
n

0="> (ai =)o’

i=1

aus der linearen Unabhéngigkeit von v*, ¢ =1,...,n, dass
Oéi:ﬁi, 2:1,...,71,

gelten muss. Das ist jedoch nicht fiir linear abhéngige Vektoren richtig. So folgt z.B. im R* wegen

ol 402 403 = ot

siehe (b),
0 = 0v' + 002 + 003 + 00 = 10! + 1% + 1% — 11)4,
dass die Darstellung des Nullelementes 0 € R* durch die Vektoren v!,v?,v3,v* nicht eindeutig
ist.
Damit ist folgende Definition sinnvoll.

Definition 5 Es sei die Menge B = {v!,v%,... 0"} C R" gegeben.
(a) B heifit Basis im R™, falls die n Vektoren v',... v" linear unabhdingig sind.

(b) Es sei B eine Basis in R" und x € R™. Falls

n
r= &'
i=1

gilt, so bezeichnet
&1

rBp =

&n

die Koordinaten von x beziiglich der Basis B.
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Wir bemerken, dass im R™ die maximale Anzahl von linear unabhéngigen Vektoren genau n ist.
Deshalb nennt man den R™ auch einen n-dimensionalen Raum. Es ist auch {iiblich die Koordi-
naten als Zeilenvektor zp = (&1,...,&,) zu schreiben. Im allgemeinen verwendet man bei der

Koordinatendarstellung bzgl. der kanonischen Basis Bi die Schreibweise

r =2, = (§1,.--,6n)-

Bisher haben wir uns nur mit der kanonischen Basis beschéftigt. Bei vielen Aufgabenstel-
lungen, z.B. in der Mathematik, Physik und Chemie, ist man jedoch an einer Basis interessiert,
die dem konkreten Problem angepasst ist. So stimmt in der Chemie bei Kristalluntersuchungen
das Koordinatensystem mit der vorhandenen Molekiilstruktur iiberein.

Um Verwechslungen zu vermeiden, verwenden wir im folgenden fiir
e Koordinaten — griechische Buchstaben: o, 5,7, ...,
e Vektoren — lateinische Kleinbuchstaben: a,b,c, ...,

e Matrizen — lateinische Groflbuchstaben: A, B,C, ... ..

Beispiel 13 Es sei der Vektor z € R? durch

4
1‘ =
3
und die zwel Basen
1 2 4 -1
By =<{v' = , v = , By = w = , w? =
1 1 1 3

beziiglich der kanonischen Basis By = {e!,e?} C R? gegeben. Es gilt also

4
T =TB =

3

Wir berechnen jetzt die Koordinaten zp, von x beziiglich der Basis By. Wir erhalten aus

1 2 1 [2] a; 4

1 2
T =V + a2V = o + o = = ,
1 1 1 as 3

dass ag = 1 und somit a; = 2 gilt. Somit ergibt sich

B, =
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Wir berechnen jetzt die Koordinaten zp, von x beziiglich der Basis By. Wir haben

4 -1 051 4
T = ﬁlwl + ﬁQwQ - - )
1 3 B2 3
und damit mittels Cramerscher Regel
114 -1 15 114 4 8
=1 13 2T “ 13
3 3 1 3
Somit erhalten wir
15
13
TBy, = B
13

Interpretieren wir jetzt die Basen B; und By wie in den Beispielen 12 und 13 als Matrizen,
d.h. wir fassen die Basiselemente als Spaltenvektoren in den entsprechenden Matrizen auf, so
erhalten wir

By = (v' v?), By = (w'w?).

Damit gilt nach den obigen Untersuchungen fiir alle 2 € R?

r = Bixp, = Bexrp, <+ ‘ Bixp, = Baxp, ‘

Da beide Matrizen wegen der linearen Unabhéngigkeit der Basisvektoren regulér sind, erhalten
wir also

-1 —1
rp, = By "Boxp,, wp,= DBy, Bixp,.

(Aus der linearen Unabhingigkeit folgt die eindeutige Losbarkeit der homogenen Gleichungs-
systeme, und damit det By # 0 und det Bs # 0. Dieses Ergebnis ldsst sich auch fiir den R"

nachweisen.

Satz 6 (Koordinatentransformation) Sind By = {v!,...,v"} und By = {w!, ... w"} zwei
Basen des R"™, so konnen die Koordinaten xp, von x € R™ beziglich der Basis By aus dem

Koordinatenvektor xp, beziiglich der Basis By durch
By, = B;llegl (23)

berechnet werden. Die Matriz

S=B;'B

wird als Ubergangsmatriz von der Basis By zur Basis By bezeichnet.

S~ = B;lBg ist dann die Ubergangsmatriz von der Basis By zur Basis By und es gilt

B, = B1_1B21'32. (24)
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Beispiel 14 Wir verwenden die gleichen Basen wie im Beispiel 13. Somit haben wir, unter

Verwendung von (13) aus Satz 3,

5 1 2 gt 1 1 -2 1 2
1= s 1 g
11 det By \ 1 1 1 -1

Weiterhin erhalten wir entsprechend der Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation

1 -1 2 4 -1 -2 7
1 -1 1 3 3 —4
und damit fiir
15
13
rp, = N
13
nach (24)
-2 7 15 2
B, = B;lngBQ = 13 =
3 —4 = 1

Spezialfall: Falls By = By die kanonische Basis ist, so ist die korrespondierende Matrix B die

Einheitsmatrix E. Damit ergibt sich in (24), dass S = B2_1E = BQ_1 und S~ = B, gilt.

Jetzt befassen wir uns noch kurz mit dem Verhalten von Matrizen beziiglich Koordinatentrans-
formationen.

Es sei B die alte Basis und By die neue Basis im R™. Dann gilt nach Satz 6 und (24)
B, :Bg_lBll'Bl :SmBI, S:B2_1B1,

wobei die Ubergangsmatrix S die Basistransformation von Bj nach Bs bezeichnet, d.h. wir
haben
BQS = By <= By = B15*1.

Durch die Matrix A beziiglich einer Basis By (z.B. wird oft als B; = Bk die kanonische Basis
verwendet) ist eine lineare Abbildung, die wir mit L4 bezeichnen wollen, definiert (im Falle
By = Bg ist Lyz = Az). Beim Ubergang zu einer neuen Basis By wird diese Matrix A zu einer

Matrix A transformiert, wenn sie die gleiche lineare Abbildung L4 : = — L x darstellen soll.

Wir haben also fiir die Abbildung L 4 bzgl. der zwei verschiedenen Basen die folgenden Matri-
zendarstellungen

A 1‘31—>(A1')Bl, A .%'BQ—>(A1')BQ.

Somit folgt mit
r = leBl = BQI’BQ, LAm = Bl(Ax)Bl = BQ(AI’)BQ
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und

TRy, = SwBl, (Ax)Bl = S_l(Ax)B2,

das folgende Diagramm

A

By : rp, — (Az)p,
A ~

By : rp, — (Ax)p,.

Somit muss fiir die Matrizen die Beziehungen
A=S"1AS, A=5A5"" (25)
gelten. Falls By = By gilt, d.h. fiir die zugehorige Matrix ist By = FE, so erhalten wir wieder

S = By' und S7! = By in (25).

Fiir den Vektor z = (z1,...,2,) € R™ ist durch
lz| = /23 + 4 a2

dessen Betrag (oder Norm) definiert. Damit gilt nach Definition 1 folgender Zusammenhang

zwischen dem Betrag | - | und dem Skalarprodukt (-, )

‘x’:\/mz,/@,@(:)]m\Q:x%—F---—i—wi:@ﬂw-

Falls |z| =1 fiir x € R gilt, so heifit  normierter Einheitsvektor.
Weiterhin sind zwei Elemente x, y € R™ orthogonal (senkrecht) zueinander (z L y), falls die

Bedingung (x,y) = 0 erfiillt ist. Insbesondere gilt wegen (0, z) = 0, dass wir
(R

fiir alle x € R™ haben.

Es seien n Vektoren v!

..., 0" im R™ gegeben, fiir die
1: j=i
0: j#i

gilt. Folglich sind diese n Vektoren im R™ paarweise orthogonal sowie normierte Einheitsvektoren.

(vl 0"y = §j; = i,j=1,...,n,

AuBerdem sind sie stets linear unabhingig im R™: Es gelte 0 = Ajv! + - - - + \,v™. Daraus folgt

wegen (0,v') = 0 und der Linearitit des Skalarproduktes

0= <0,Ui> = <Z)\j1)j,?}i> = Z)\j<?}j,?}i> = )\jéji = )\i7 1= 1,... ,n,
=1 i=1
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dass alle \; gleich Null sind.
Falls B = {v'}", die obigen Eigenschaft (v/,v") = dji, 4,5 = 1,...,n, erfiillt, so nennt man

B eine Orthonormalbasis (ONB) im R™. Eine ONB besteht also aus n-linear unabhéngigen

1

paarweise zueinander orthogonalen Basisvektoren v*,...v"™. Damit erhalten wir wegen

vl (ol - (vt ™)
B'B = | ... (0=
" (", ot - (U™ o)
1 0 0
= 0 1 0 0
0 0 1

Da aber die inverse Matrix von B eindeutig ist, folgt hieraus
BT = B!

Es sei wieder B eine ONB im R", und x € R”™ habe die Koordinaten zp = (a1,...,a,).
Dann erhélt man analog zur linearen Unabhéngigkeit folgenden Zusammenhang zwischen den

Koordinaten von z beziiglich v* und dem Skalarprodukt (z,v?). Aus
T = + -+ "

ergibt sich

n

(z,0') = Zaj(vj,v1> = a;dj1 = oy,
j=1

und damit allgemein
. n . .
(x,0v") = Zaj(v],v’> =a0; =05 1=1,...,n.
j=1
Wir erhalten somit folgende Darstellung
x = Z(x,viﬁ}i. (26)

Bei vielen Untersuchungen ist es giinstig, mit einer ONB zu arbeiten, die dem vorgegebenen
Problem angepasst ist, siehe z.B. néchster Abschnitt. Daraus ergibt sich die Frage, ob man eine
beliebige Basis im R” in eine ONB iiberfiithren kann. Zur Losung dieses Problems verwenden wir
das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren.

Gegeben sei die Basis By = {v!,...,v"} im R™. Wir miissen also mittels B; eine neue Basis

By = {w!,...,w"} im R" bestimmen, fiir die gilt
(wi, wj> = (5”
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Der erste Vektor w! wird durch
1
1 v
w = —
vl

definiert. Jetzt bestimmen wir fir @? = v? 4+ t;w' die reelle Zahl ¢; so, dass
0= (0? w') = W, w') + t1 (w!, wh),

d.h. w? L w! gilt. Wegen (w!,w') = 1, erhalten wir t; = —(v?, w'), d.h.

AbschlieBend normieren wir diesen zu w' orthogonalen Vektor @? noch und erhalten

w2 v? — (02, whHw!
2

a2 e = (0 whwt]

w

Wir setzen dieses Orthonormalisierungsverfahren mit w? fort. Dann folgt fiir @3 = v? + sjw! +

sow? aus w3 L wh, @3 L w?, dass s; = —(v3, w!) und sy = —(v3, w?) gelten muss. SchlieBlich
=3
w

ist w3 = m Allgemein definieren wir
w

k L

bl vk—i—l _ Zi:1<vk+1’wl>wl
- k . i
|,Uk:+1 _ Zi:1< k+1’ wz>wz|

k=0,1,...,n—1. (27)

Nach Konstruktion bilden die so definierten Vektoren w?, i = 1,...,n, die gesuchte ONB By im
R™.

Beispiel 15 Gegeben sei die Basis (selbst iiberpriifen)

1 1 1
vt=1 11, A= o |, =] =1
1 -1 0

Wir erhalten nach (27) fiir k =0

1

1 Ul 1 1
w = — = ——
ot V3

1

Wegen (v? w!) = 0, gilt bereits v? 1L w'. Damit folgt mit (27) fiir k = 1
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Weiterhin erhalten wir

1 1
2
1 1
<U3aw1> = 07 <Ugaw2> = ﬁ? <U37w2>w2 - 5 0 ) 7}3 - <U37w2>w2 = -1
-1 1
2
Somit gilt fiir w? nach (27) im Falle k = 2
: 1
2
5 02— (3wt — (03, w?)w? v3 — (v3, w?)w? 1 ) 1 )
w® = = = _ = — _
08— (8, whyul — (0, u?)e] 18— 8 ue] 16 Ve
1
5 1
2

4.5 Eigenwertprobleme

Wir beschéftigen uns jetzt mit Eigenwertproblemen, die vielfialtige Anwendungen haben.

Definition 6 Es sei A eine (n,n)-Matriz. Dann heifst die reelle Zahl \ Eigenwert von A, falls
ein x € R™\ {0} ewistiert, so dass

Ax = \x

gilt. Man nennt dann x Eigenvektor von A zum FEigenwert \.

Bemerkung 4 (a) Da z = 0 (Nullvektor) stets eine triviale Losung von Az = Az fiir alle reellen
A ist, muss x = 0 in der Definition 6 ausgeschlossen werden.
(b) Die besondere Eigenschaft eines Eigenvektors x zum Eigenwert A besteht also darin, dass

sich bei Anwendung von A der Wert um das A-fache &ndert.

Beispiel 16 Wir betrachten die Matrix

1 -1
A=
-1 1
Dann ist
1
zl =
1
FEigenvektor zum Eigenwert A\; = 0 und
2
2% =
-2
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Fiir Eigenvektoren ergibt sich aus der Linearitét von A folgende Eigenschaft.

Lemma 2 Es seien o und (3 reelle Zahlen. Falls x' und x® Eigenvektoren von A zum gleichen

Eigenwert \ sind, so gilt das auch fiir ax' + Bx2.

Wir beschiftigen uns jetzt mit einem Algorithmus fiir die Losung des Eigenwertproblems, d.h.

wir wollen fiir eine vorgegebene Matrix

ail ai2 aln

a21 QA22 -+ QA2p
A p—

Gn1 Aap2 - Aapp

alle Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren bestimmen.
Es sei 0 # x € R™ ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann folgt aus Ax = Ax, dass das homogene
GLS, gegeben durch

(A= AE)x =0,

eine nichttriviale Losung hat. Daraus ergibt sich aber

a1 — A a2 e a1n
a asy — A - a
det(A—\E)=| =+ ™% oz (28)
anl an2 o Opp — A

Wir bezeichnen mit
Py(A) =det(A —AE) = co + ciA+ - + e AV H 4 (=1)"A"

das charakteristische Polynom des obigen Eigenwertproblems. Es gilt zunéchst Grad(P,) = n
beziiglich des Parameters A. Wir miissen also unter Verwendung des Fundamentalsatzes der
Algebra, siehe Satz 9 im Abschnitt 2.3, die Nullstellen von P, (A) bestimmen.

Haben wir 0 < k < n verschiedene (reelle) Nullstellen \;, i = 1,...,k, gefunden, so miissen wir

anschlieffend fiir jeden Eigenwert A\; das zugehorige GLS

l6sen, um die zugehorigen Eigenvektoren x* bestimmen zu kénnen.
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Beispiel 17 (a) Wir betrachten

11
A=
0 1
Dann folgt aus
1—A 1 5
Py(\) =det(A — AE) = =(1-X)7,
0 1—A

dass Ay = As = A =1 gilt. Aus

0
(A-AE)x=(A—-1E)z = =
0 0 T2 0

ergibt sich o = 0 bei frei wihlbarem Parameter 1. Somit ist z.B.

ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert A = 1.

(b) Fiir die Matrix

0 1
B =
-1 0
erhalten wir
-2 1 5
Py(\) =det(B— \E) = =A"+1
-1 =X

und somit die komplexen Nullstellen
Al =1, A= —i.
(In diesem Fall kann man die Eigenvektoren nur in
C 2 R?

bestimmen. Man wiirde dann die normierten konjugiert komplexen Eigenvektoren

1 1 1 1
z=—= , W= —=

V2 \ V2 \

erhalten.)
Da wir im weiteren nur an reellen Eigenwerten interessiert sind, kénnen wir also nur eine

spezielle Klasse von Matrizen betrachten.
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Bei unseren spiteren Anwendungen sind wir insbesondere an Eigenwertproblemen fiir reelle

symmetrische (n,n)-Matrizen A interessiert, d.h. es gilt
A=AT.

Fiir derartige Matrizen (Hermitesche Matrizen) kann man folgende Eigenschaften beweisen, die

flir unsere spéteren Anwendungen entscheidend sind.

Satz 7 Es sei A eine (reelle) symmetrische (n,n)-Matriz. Das charakteristische Polynom Py (\)
besitze k verschiedene Nullstellen Ay, ..., A\ mit den Vielfachheiten nq,...,ng. Dann gilt:

(a) Alle Eigenwerte \; sind reell.

(b) Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

(c) Hat der Eigenwert \; die Vielfachheit n;, so existieren genau n; linear unabhdingige Eigen-
vektoren zum Eigenwert X\;, d.h algebraische und geometrische Vielfachheit stimmen tiberein.

(d) Aus dem Fundamentalsatz der Algebra ergibt sich
ny+---+ng=n.

Bemerkung 5 Da nach den fritheren Untersuchungen orthogonale nichttriviale Vektoren stets
linear unabhéngig sind, folgt aus Satz 7, dass insgesamt n linear unabhingige Eigenvektoren
existieren, aus denen man mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren eine ONB
konstruieren kann. Wir veranschaulichen dieses Verfahren anhand eines Problems, das in der

Chemie auftritt.

Beispiel 18 Wir betrachten die symmetrische Matrix

01 1
A=11 0 1
110

Sie wird in der Chemie im Rahmen der Hiickel-Theorie zur Darstellung der Molkularorbitale und
der zugehorigen Energieniveaus fiir m-Elekronensysteme des Cyclopropenyl-Radikals verwendet.

Wir erhalten fiir

-2 1 1
A-=XE|=| 1 —x 1 |=-XM+3x+2=-0+12*1-2)=0
11 =

75



die einfache Nullstellen A\ = 2 und die doppelte Nullstelle Ay = —1.

Es existiert ein linear unabhingiger Eigenvektor v! zu A\; = 2. Das GLS fiir A; = 2 lautet

-2 1 1 0 1 -2 0 1 1 -20
1 -2 1 0 1 -2 1 0 0 30
1 -2 0 -2 1 1 0 0 3 =30
1 1 -2 0 1 0 -1 0
01 -1 0 01 -1 0
Somit ist #' = aw!, a € R, mit
1
ol=1 1
1
die allgemeine Losung dieses homogenen GLS.
Wir betrachten jetzt das GLS fiir Ay = —1. Es existieren dann zwei linear unabhéngige Eigen-
vektoren v? und v3. Wegen
1 1 10
1 1 10 1 110
1 1 10
erhalten wir die allgemeine Losung 2 = v? + yv3, 8,7 € R, mit
1 1
’U2 = 0 ’1)3 = —1
-1 0
Daraus erhalten wir nach Beispiel 15 die ONB von drei Eigenvektoren
1 1 1
1 1 1
1 2 3
wh=—=1 1 =—1 o0 =—| -2
V3 V2 V6
1 -1 1

In der Molekiilorbital-Theorie ist es iiblich, Gréfle und Vorzeichen der Koeffizienten der Eigen-

vektoren graphisch durch verschiedene Grofien und Farben der entsprechenden Symbole darzu-
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stellen. Wir erhalten hier

w! w? w?

gleich grof3 gleich grof§ oder Null verschiedene Grofie

gleiches Vorzeichen verschiedene Vorzeichen verschiedene Vorzeichen

Abschlieflend wollen wir eine gegebene symmetrische (n,n)-Matrix A, die beziiglich der kanoni-
schen Basis By = Bk gegeben ist, in eine Matrix A beziiglich einer ONB By der Eigenvektoren
der Matrix A transformieren, siehe auch (25).

In diesem Falle ist die korrespondierende Matrix B; wieder die Einheitsmatrix E. Nach Satz 7
existiert fiir die Matrix A eine ONB aus n Eigenvektoren {z!,... 2"} mit Az’ = \;2’. Definieren
wir die Basis By durch By = {z!,... 2"}, so gilt fiir die zugehorige Matrix By = (x!---2").

Damit erhalten wir nach Konstruktion

Nach (25) ergibt sich mit A = A die Aussage
M 0 - o0

. 0 A2 0+ 0
A=By'AB, =

0 - - 0 A\

Andererseits folgt, wie bereits frither gezeigt, aus der Tatsache, dass die Eigenvektoren eine ONB

bilden, die Beziehung

x! (b (2t 2m)
BiBy = | ... | (a2 =]
x" (™ 2ty - (2™, ")
1 0 0
= 0 1 O 0 [,
0 0 1
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und damit wieder

BY = By, (20)

falls entsprechend unser Festlegung die Spaltenvektoren der Matrix By eine ONB bilden.
Somit erhalten wir

A = BIAB,.
Eine Matrix U, fiir die (29) erfiillt ist, nennt man eine orthogonale Matrix.

Beispiel 19 Wir wenden jetzt unsere Untersuchungen auf das Beispiel 18 an. Dann ist die

orthogonale Matrix Bs, die die Matrix A diagonalisiert, durch

V2 V31
BQZ% V20 =2
V2 —V3 1

gegeben. Man kann sich leicht selbst davon iiberzeugen, dass folgendes gilt

2 0 0
BB, =B,BI =E, A=BIABy,=| 0 -1 o0
0 0 -1

4.6 Orthogonale Transformationen im R? und R?, Symmetriegruppen

Wir beschiiftigen uns jetzt mit speziellen Abbildungen im R? und R3.

Drehung in der Anschauungsebene R?

Wir untersuchen nur den Fall der Drehung um den Nullpunkt 0 € R? mit einem Drehwinkel
¢ € [0,27), der entgegen dem Uhrzeigersinn gemessen wird. Allgemeine Drehungen kann man
als Hintereinanderausfithrung einer Verschiebung in Nullpunktlage, einer Drehung im Nullpunkt

und einer anschlieflenden Riickverschiebung auffassen.

Gegeben sei der Drehwinkel ¢ und ein beliebiger Punkt 2 € R?. Dann seien seine kartesischen

und Polarkoordinaten, siehe Vorkurs, Abschnitt 1: Allgemeine Grundlagen,

T cos o

To sin o
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Bezeichnen wir mit A, die Drehung um den Nullpunkt mit dem Winkel ¢, so erhalten wir fiir
y=AyT

y1 cos(a + ¢)

Y2 sin(a + ¢)

Unter Verwendung der Additionstheorem fiir die sin- und cos-Funktionen folgt daraus

y1 =rcos(a+¢) = rcosacosp —rsinasing
= T1COSQY — Tysing
und
ya =rsin(a+¢) = rcosasinp + rsinasinp
= zisinp +  xo2sinp,
d.h.
Y1 cosp —singp T
Y2 sinp  cosep T2

Die Drehung um den Winkel ¢ wird also beziiglich der kanonischen Basis durch die (2, 2)-Matrix

oS —sin
A, = v 4 . z—y= Az, (30)
sinp  cosp
beschrieben. Weiterhin folgt aus sin(—z) = —sinz und cos(—xz) = cos z fiir die inverse Matrix
cos(— —sin(— cos sin
ATV = A, = (=) (=¢) ) _ ¥ i
sin(—¢)  cos(—yp) —sing cosp
wegen
T _ 4-1
A, =A,,

dass die Drehmatrix orthogonal ist. Es ist leicht zu tiberpriifen, dass
AQO1+302 = AsO1A302 = A<,02A301 = AQO2+<,01

erfiillt ist (kommutative Matrizen).
Jede Drehung ist Winkel- und Ldngen-invariant, d.h. wegen der dquivalenten Definition des

Skalarproduktes in R? durch (x,y) = |z||y| cos o erhalten wir
(Apz!, Apz?) = (2!, 2%).
Somit geht bei der Anwendung von A, eine ONB in eine ONB iiber. Weiterhin ergibt sich

det A, = cos? ¢ +sin’ p = 1.
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Beispiel 20 Gegeben sei die kanonische Basis

By = Bg = {e', e} = : ~ F.
0 1
(2: entsprechend unserer Interpretation)
Bei einer Drehung um den Winkel ¢ erhalten wir als neue Basis
cos ¢ —sinp
By = {e}o,ei} = , = A,
sin Cos

Die Ubergangsmatrix ist also S = Ag = A_, (siche 4.4), da S := By 'B; = A;lE = A;l = Ag.
Unter Verwendung von Satz 6 (Koordinatentransformation) ergibt sich fiir die Koordinaten von

x € R? beziiglich der Basis B; bzw. By

T
By, = SmBl = A<px31.

Gegeben sei jetzt der Drehwinkel ¢ = 7/4 und x = zp, = . Damit erhalten wir wegen

SIHZ:COS4:
V22
v = ATep — | 22T 1y V2
2 (%] 1 _ﬁ ﬁ 1 0
2 2

Bemerkung 6 (a) Fiir jede orthogonale Matrix D gilt det D = +1. Das folgt aus
1 =det E =det(DD™ ') = det(DDT) = det D - det DT = (det D).

(b) Es sei
ai;; a
D 11 a12
a21 Q22
eine orthogonale (2,2)-Matrix mit det D = 1. Dann kann man zeigen, dass dann D eine Drehung

im R2 beschreibt.
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Wir erhalten

ppT — ail a2 ain  a;
a G2 a2 G2
_ af) + a, aiiag1 + a12a22 _ 0
11021 + @12022 a3, + a3, 0 1
und
pTp — ain a2 ail a2
a2 G2 a1 G2
_ aj; + a3, a11ai12 + 21022 _ 0
a12011 + G22a21 a3y + a3, 0 1

Damit erhalten wir folgende Gleichungen
1= aj, +ajy = ai, + a3,

_ 2 2 9 2
1 =aj3 + a3y, = ajy + as

sowie

0 = aj1a21 + aizags.

Aus (31) ergibt sich

|a12| = |az|
und aus (31), (32) und (33), dass
lag| <1, ij=1,2.
Verwenden wir (31), so existiert genau ein ¢ € [0, 27) mit
a11 = COSY, ag] = sin .

Aus (35) und

1=detD = a11a92 — a120a21

folgt

aiga2 <0

und damit wegen (34)

a1p — —ag] — — sin @Y.
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Mit (33) erhalten wir schlieflich
0 = cos psin ¢ — agy sin ¢ == agy = COs .

Damit lasst sich die Matrix D darstellen als

cos —sin
D= 4 4 , @ e€l0,2m).
sinp  cos g

Drehung im Anschauungsraum R3?

Hierbei erfolgt eine Drehung A, mit dem Winkel 0 < ¢ < 27 um eine Gerade, die Drehachse

genannt wird.

Wir nehmen z.B. an, dass die Drehachse durch die z-Achse gegeben ist, die durch den Vektor

erzeugt wird. Folglich bleiben alle Vektoren auf der z-Achse bei der Anwendung von A,
unverindert. Es gilt also

A¢e3 =é3.

Somit ist e? ein Eigenvektor der Drehmatrix A, zum Eigenwert A = 1, und die Drehung wirkt

sich nur auf die (z,y)-Ebene aus, die durch die Vektoren

1 0
el=1o0 ], &=]1
0 0

erzeugt wird. Somit hat man in der (z,y)-Ebene die gleiche Situation wie bereits vorher bei der

Drehung im R2. Daraus folgt fiir

T

T3
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dass

cosyp —sinp 0 1
Ayr =] sinp cosp 0 T2
0 0 1 3

gilt. Da diese Drehung ebenfalls Winkel- und Lingen-Invarianz hat, ergibt sich analog zum R?
(Apz, Apy) = (x,y), det A, =1, A;l = Ag.

Insbesondere ist A, ebenfalls eine orthogonale Matrix, die eine ONB in eine ONB {iberfiihrt.

Vektorprodukt in R3

Gegeben seien zwei Vektoren

al bl
a = ag , b= by
as b3

beziiglich der kanonischen Basis Bx = {e!,e?,e3}.

Definition 7 Das Vektorprodukt a x b zweier Vektoren a und b aus dem R? ist ein Vektor mit
folgenden FEigenschaften:
(i) a x b € R? steht senkrecht auf a und b,
(ii)

la x b| = |a||b|sin ¢, (36)
wobei ¢ den Winkel zwischen a und b mit 0 < o < 7w bezeichnet,

(iii) die Vektoren a, b und a x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Bemerkung 7 (a) Das Vektorprodukt ordnet zwei Vektoren wieder einen Vektor zu.

(b) Das Rechtssystem kann man mittels der ,Rechten-Hand-Regel* bestimmen: der ausge-
streckte Daumen zeigt in Richtung von a, der ausgestreckte Zeigefinger in Richtung von b und
der nach oben ausgestreckte Mittelfinger in Richtung von a x b. Man beachte aber, dass eine

Rechtssystem nicht aus orthogonalen Vektoren bestehen muss (siche Spatprodukt, spéter)! (c)
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Es gelte jetzt a # 0, b # 0 und a # Ab. Somit sind a und b in R? linear unabhiingig. Betrachtet
man das von a und b gebildete Parallelogramm, so entspricht der Betrag des Vektorproduktes
(oder dufieren Produktes) der Vektoren a und b dem Flicheninhalt dieses Parallelogramms.
(d) Wir erinnern daran, dass beim Skalarprodukt (oder inneren Produkt) den zwei Vektoren
a und b die skalare Groe (a,b) zugeordnet. Es ldsst sich zeigen, dass das in Definition 1(d)
eingefiihrte Skalarprodukt

(a,b) = arbi(er, e1) + azba(ey, e2) + agbz(es, e3)
sich auch folgendermaflen berechnen ldsst

(a,b) = a1by + agbz + agbs = |al|b| cos . (37)

Beispiel 21 Das Vektorprodukt wird z.B. bei der Berechnung des Drehmomentes M , gegeben
durch

— —

M=7rx K,
sowie des Drehimpulses I beziiglich des Nullpunktes
[=Fxp=7Fxmi

verwendet.

Kraft K im Punkt B, F:E

bzw. Masseteilchen mit Masse m, Geschwindigkeit ¢ und Impuls ' = mv im Punkte P, ¥ =OP

Wir wollen jetzt wie im Falle des Skalarproduktes eine Koordinatendarstellung des Vektorpro-

duktes angeben. Aus Definition 7 folgt unmittelbar

etxe'=0 i=1,2,3,
elxe?=e3 e?xed=el, e xel=é

Weiterhin gilt fiir a, b, ¢ € R? und A € R

axb=—(bxa),
ax(b+c)=axb+axec,

a X (Ab) = A(a x b).
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Unter Verwendung dieser Rechenregeln kann man folgende Aussage herleiten. Dabei sollen die

Vektoren a, b € R? beziiglich der kanonischen Basis die Darstellung

ail bl
as bg

haben.

Satz 8 Die Koordinatendarstellung des Vektorproduktes a X b lautet
axb= (a2b3 — agbz)el + (a3b1 — a1b3)62 + (a1b2 — a2b1)63. (38)
Man kann insbesondere folgende Merkregel verwenden, die formal durch

a]; as asg
axb~| b by by

el e? el

gegeben ist. Man beachte, dass es sich hierbei jedoch nicht um eine Determinante handelt.

Spatprodukt im R?

Das Spatprodukt (oder gemischtes Produkt) der drei Vektoren a, b, ¢ € R3, bezeichnet mit
(axb,c), ist die reelle Zahl, die dem Volumen des von den drei Vektoren aufgespannten Parallel-
epipeds (Parallelflachs) ist und positiv ist, falls a, b und ¢ ein Rechtssystem bilden. Im anderen
Fall erhélt das Produkt ein negatives Vorzeichen. Verwenden wir Satz 8 und die Definition des

Skalarproduktes, so lisst sich das Spatprodukt auch durch

a]; ag asg
(axbe)y=|b by by

C1 C2 C3

berechnen, falls die drei Vektoren beziiglich der kanonischen Basis die Darstellung

ai b1 c1
a = as , b= by , C= [6))
as b3 c3

haben. Insbesondere gilt dann unter Verwendung der bekannten Determinantengesetze

(a xbyc)y={(bxc,a)=(cxab)y=—(axcb) =—(cxba)=—(bxa,c).
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Unter Verwendung dieser Resultate kann man jetzt (wie im R?) analoge Untersuchungen fiir
orthogonale Matrizen A im R? mit det A = 1 vornehmen und zeigen, dass dann die Matrix A
eine Drehung im R? beschreibt.
Es sei die orthogonale Matrix

a1 a2 ais

A= as az ax

az1 az2 ass
beziiglich der kanonischen Basis By = Bx = {e!,e?,€3} in R mit det A = 1 gegeben. Unser Ziel
besteht darin, aus den Koeffizienten von A die Drehachse und den Drehwinkel zu erhalten.

Als erstes bestimmen wir die Drehachse, d.h. einen nichttrivialen Eigenvektor z*

zum Eigen-
wert A = 1 (oben e?®). Die Existenz folgt unter Verwendung der Orthogonalitit von A und

Determinanteneigenschaften (Lemma 1 im Abschnitt 4.3)

det(A —1E) = det(A - E) =det(A(E — A™")) = det(A(F — AT)) = det A - det(E — AT)

= 1-(=1)3det(AT — E) = —det(A — E)T = —det(A - E),

d.h. det(A — 1E) = 0. Somit ist A\ = 1 ein Eigenwert von A, und es existiert ein nichttrivialer
Vektor 3 € R? mit |23| = 1.

Mittels Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren bilden wir eine ONB By = {z!, 22, 23}.
Verwendet man die Transformationsformeln fiir Matrizen aus Abschnitt 4.4, so erhalten wir mit

St = ST = (2! 22 2%) = By aus A die neue Matrix A = SAST beziiglich der ONB B, mit

a1 a2 O
A= az1 a2 O )
0 0

det A =det A - det(SST) =det A-det E = det A =1 und

AAT = SAST o (SAST)T = SAST o (ST)TATST = E.

Jetzt konnen wir auf die (2,2)-Untermatrix von A, die somit ebenfalls orthogonal ist und de-

ren Determinante gleich 1 ist, dieselben Uberlegungen wie oben anwenden und erhalten nach
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geeigneter orthogonaler Basistransformation die neue Matrix

cosp —siny 0
A= | sin ¢ cose O (39)
0 0 1

Wir bestimmen jetzt den Drehwinkel ¢ mit —7 < ¢ < 7. Man kann zeigen, dass
1
cosp = §(a11 + age + asz — 1) (40)

gilt.

Das folgt aus der Tatsache, dass bei orthogonalen Basistransformationen die sogenannte Spur
einer Matrix, d.h. die Summe der Elemente der Hauptdiagonale, invariant ist. Somit erhalten
wir aus (39) die Gleichung 2cos ¢ + 1 = a1 + ag2 + ass.

Wir miissen jetzt nur noch das Vorzeichen von ¢ bestimmen. Dazu wihlen wir € R? mit

rxz3 # 0. Dann lisst sich zeigen, dass ¢ das gleiche Vorzeichen wie das Spatprodukt (z x Az, z3)
besitzen muss. Gilt z.B. (x x Az,2%) > 0, so bilden {x, Az, 23} ein Rechtssystem (Drehwinkel

¢ > 0 entspricht rechtsherum entsprechend x3: Rechtsgewinde).

Wir behandeln nun den umgekehrten Fall, d.h. die Drehachse und der Drehwinkel ¢ seien gege-

ben, und wir suchen die Drehmatrix A, beziiglich der kanonischen Basis B = Bx = {el,e?,e3}.

Dazu wahlen wir zuerst den Vektor

z* = (&,73,G3)

mit (x3,2%) = 1, der die vorgegebene Drehachse beschreibt. AnschlieBend withlen wir ! und
22 so, dass B’ = {x!,22, 23} ebenfalls eine ONB und ein Rechtssystem in R3 bilden. Dazu
verwenden wir das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren. Beziiglich B’ erhalten wir
cosip —sing 0
Ap,= | sing cosp 0
0 0 1

Verwenden wir jetzt die Ergebnisse iiber orthogonale Basistransformationen von Matrizen wie

im Abschnitt 4.4, so erhalten wir mit S~! = ST = B™'B' = EB' = B’ = (2! 22 2%)
A T
A, =5A,87.
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Damit gilt fiir die gesuchte Matrix
A,=STA,8=BA,B".

Beispiel 22 Gegeben sei die Drehachse durch den Vektor

und der Drehwinkel ¢ = 7/6. Dann erhalten wir als orthonormierte Vektoren zunéchst

3V2 V2
3 _ 1 1_ 1
0 0
Verwenden wir die Eigenschaften des Vektorproduktes, so kann man den dritten Vektor durch

el e2 e3 0

2t =23 x !l = W2 =3v2 0= 0
V2 V20 1
definieren (oder auch erraten). Dann bilden z3, 2! und 2? und damit auch 2!, 22 und 2 ein

Rechtssystem. Wir setzen jetzt B’ = {z!, 22, 23}. Wegen
T 1 ™ 1
—_ = — 3 1 —_ = —
cos 5 2\/_, sin =3

und A, = STA,S = B'A:pB’T erhalten wir folglich

V2 0 3V2 V3 -3 0 V2 3v2 0
A, = | 3V2 0 -3V2 B oo 0 0 1
0 1 0 0 0 1 V2 —3v2 0

VB 14 iVE vl
= | —3+1V3 +31V3 —1V2
12 V2 V3
Spiegelung in der Ebene
Auch hier nehmen wir 0.B.d.A. an, dass die Spiegelungsgerade durch den Nullpunkt geht (an-

sonsten zusétzliche Verschiebungen).
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Wir sind jetzt an einer Matrix
a b

c d

Ag =

interessiert, die eine Spiegelung an einer vorgegebenen Gerade durch den Nullpunkt beschreibt.

Es miissen also folgende Eigenschaften gelten:
1. Ag(Agx) = x fiir alle x € R2.
2. |Agx| = || fiir alle z € R2.
3. Es existiert eine Gerade g durch den Nullpunkt mit Agz = x fiir alle z € g.
4. Es existiert eine Gerade ¢ durch den Nullpunkt mit § 1 g und Agx = —x fiir alle z € g.

Aus 3. bzw. 4. folgt, dass A =1 bzw. A = —1 ein Eigenwert von Ag ist!

Es sei die Richtung der Geraden g durch den normierten Einheitsvektor

w1

w2

definiert. Dann ist nach der 3. Eigenschaft w ein Eigenvektor zum Eigenwert A = 1, und es muss
det(As — E)=(a—1)(d—1)—bc=ad—d—a+1—bc=det As—a—d+1=0

gelten. Weiterhin sei die Gerade g durch den normierten Einheitsvektor

U1
v =
U2
definiert. Dann ist nach der 4. Eigenschaft v ein Eigenvektor zum Eigenwert A\ = —1, und es

muss
det(As+ FE)=(a+1)(d+1)—bc=ad+d+a+1—-bc=detAs+a+d+1=0

gelten. Wir erhalten damit

a+d=0=d= —a,

d.h.
det Ag = —1 (41)

und wegen d = —a

—a’—cb=—-1+<=a*+cb=1. (42)
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Da eine Spiegelung langeninvariant ist, folgt weiter aus

1 a 0 b
Ag = , As = ;

0 c 1 —a
dass

l=d’+2=d’ 4+ =1’ =2
Somit haben wir b = +¢. Wir nehmen jetzt an, dass b = —c gilt. Dann erhalten wir wegen
be = —c? aus der letzten Beziehung und (42)

l=d®>+c*=d> -

Also muss entweder ¢ = b = 0 erfiillt sein oder die Annahme b = —c muss falsch sein. In beiden

Fillen gilt somit b = ¢. Damit hat Ag folgende Struktur

a b
Ag = , det Ag = —(a* +b?) = —1. (43)
b —a

Wegen det Ag = —1 existiert S~!. Da a? + b = 1, erhalten wir wegen

T a b a b a’>+b%> ab—ab 1 0
AgAg = AgAg = — — B
b —a b —a ab—ab a%+ b2 0 1

und der Eindeutigkeit der inversen Matrix die Beziehung (bzw. auch aus der 1. Eigenschaft)
AL = At

Somit wird jede Spiegelung im R? durch eine orthogonale Matrix Ag mit det Ag = —1 dargestellt.

Falls die orthogonale (2,2)-Matrix A mit det A = —1 gegeben ist, so folgt aus

det(A+1E) = det <A(E + AT)> — det Adet(E + AT) = det Adet(AT + E)(—1)?

= detAdet(A+ E)=—det(AL+ E),

dass A = £1 Eigenwerte sind. Somit wird durch den normierten Eigenvektor w mit |w| = 1 zum
Eigenwert A = 1 die Spiegelgerade g und durch den normierten Eigenvektor v mit |v| = 1 und
v L w zum Eigenwert A = —1 die orthogonale Gerade g beschrieben.

Falls umgekehrt die Spiegelgerade g und die orthogonale Gerade § im R? vorgegeben sind, so
wihlt man zunéchst eine ONB {v, w} mit v € § und w € g. Somit wird die Spiegelung bzgl.

dieser ONB durch die Matrix
. -1 0
A

0 1
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dargestellt. Es gilt

—1=det A=det BT det Adet B =det B~ det Adet B= —1 = det A

Anschlieflend fiihrt man, analog zu den Drehungen, eine orthogonale Basistransformation durch,
um die Matrix A bzgl. der kanonischen Basis zu erhalten.
Ahnliche Uberlegungen gelten auch fiir Spiegelungen im R3. In diesem Falle hat man eine Spie-

L w? € R? aufgespannt

gelebene durch den Nullpunkt, die durch zwei orthonormierte Vektoren w
wird. Die orthogonale Gerade § wird dann durch einen Vektor v erzeugt, so dass {v, w!, w?}

eine ONB in R? darstellt. Da dann w' und w? zwei Eigenvektoren zum Eigenwert A = 1 und v

ein Eigenvektor zum Eigenwert p = —1 sind, gilt fiir die Matrix
-1 0 0
As=1 0 10
0 01

bzgl. dieser Basis. Durch eine orthogonale Basistransformation erhélt man die Matrix Ag bzgl.
der kanonischen Basis in R3. Somit ergibt sich auch hier, dass eine Matrix A, die eine Spiege-
lung in R? beschreibt, eine orthogonale Matrix ist (A7 = A~!) und fiir ihre Determinante gilt
det A = —1.

Symmetriegruppen im R3

Fiir den Chemiker ist das Gebiet der Molekularsymmetrie von grofler Bedeutung. Ein wichti-
ger Bestandteil ist dabei zunéichst die Theorie der Drehsymmetrieoperationen (Drehungen von
Molekiilsymmetrieachsen). Dabei werden alle Drehungen, die ein Molekiil in sich iiberfiihren, zu
einer Menge zusammengefasst, die eine Gruppenstruktur besitzt. Man nennt sie deshalb Dreh-
symmetriegruppe eines Molekiils. Die Symmetrie-Elemente eines Molekiils sind die Drehachsen.
Weitere Symmetrie—Elemente eines Molekiils sind Spiegelungsebenen, Drehspiegelachsen und In-
versionszentren sowie die korrespondierenden Symmetrieoperationen (Spiegelungen, Drehungen,
Drehspiegelungen, Inversionen (Punktspiegelungen)). Die Gesamtheit aller Symmetrieoperatio-
nen (Decktransformationen) bilden dann in der Molekularorbital- Theorie die Symmetriegruppe
eines Molekiils. Man versteht also unter einer Symmetrieoperation (Decktransformation) eines
Molekiils im R? eine Abbildung
A: R > R3

mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Es gibt mindestens einen Punkt # € R3 mit Ar = z (Fixpunkt).
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(ii) Die Abbildung A ist lingen- und winkelinvariant. Somit bleiben die Bindungsléngen und

Bindungswinkel gleich.

(iii) Das Molekiilkerngeriist (in der Gleichgewichtslage) wird durch die Abbildung A in sich

iiberfiihrt (d.h. gleiche Atomkerne kénnen vertauscht werden).

Wir wollen diese Decktransformationen hier am Beispiel des Wassermolekiils HoO beschrei-
ben. Dabei soll sich das Sauerstoff-Atom O im Koordinatenursprung befinden, und die beiden

Wasserstoff-Atome H', H? sollen in der yz-Ebene symmetrisch zur z-Achse angeordnet seien.

Beziiglich der kanonischen Basis im R3 verwenden wir folgende Bezeichnungen fiir die verschie-

denen Decktransformationen.

e F: identische Abbildung:
H' - H'| H*>- H? 0-O0,

gegeben durch

1 00
E=1010
0 01

e (5(z): Drehung um Winkel ¢ = 7 bzgl. der z-Achse:

H' - H? H?>-H' 0-O0,

ist wegen cosm = —1 und sin 7w = 0 gegeben durch
-1 0 0
Ca(z)=|[ 0 -1 0
0 0 1

e 0,,: Spiegelung an der zz-Ebene:
H'—- H? H?->H'! 0-0,

92



gegeben durch

1 0 O
Ogz = 0 -1 0
0 0 1

e 0,.: Spiegelung an der yz-Ebene:
H' - H'| H?>- H? 0-O0,

gegeben durch

-1 0 O
Oyz = 0O 1 0
0 0 1

Wir erhalten damit, dass die Menge der Decktransformationen
D ={E, C3(2), 03z, 0y:}

bzgl. der Hintereinanderausfithrung (entspricht Matrizenmultiplikation) eine Gruppe bilden, da

die Gruppeneigenschaften erfiillt sind.
0) a,b € D= aobe D und o ist assoziativ.
1) Es existiert ein neutrales Element e € D mit
aoe=ceoaq=a firalle a €D.
Hier e = E (identische Abbildung).
2) Es existiert fiir alle a € D ein inverses Element a~! € D mit

1

In unserem Fall gilt sogar a™* = a, d.h. jede Decktransformation ist zu sich selbst invers.

D besteht also nur aus Inversionen.

Bemerkung 8 (a) Da a € D orthogonal ist, folgt automatisch

wegen der vorliegenden Matrix—Strukturen.

(b) Falls zusétzlich o kommutativ ist, so spricht man von einer kommutativen oder abelschen
Gruppe. Insbesondere ist D eine abelsche Gruppe.

(c) Die kleinste nicht-kommutative Gruppe von Decktransformationen wird durch das Ammo-

niakmolekiil N Hj realisiert.
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5 Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen

5.1 Beispiele

Es sel —0o < a < b < oo ein endliches Intervall. Die stetige Funktion y = f(x) sei auf [a, b]
definiert und in (a, b) n-mal stetig differenzierbar, d.h. die Ableitungen 3/, ...,y existieren in
(a,b) und sind stetig.

Eine Gleichung zwischen der unabhéngigen Variable z, der Funktion y(x) und deren Ableitun-
gen nennt man eine gewdhnliche Differentialgleichung. Die Ordnung der Differentialgleichung
entspricht der Ordnung der héchsten Ableitung, die vorkommt. Damit ist eine gewdhnliche Dif-

ferentialgleichung n-ter Ordnung in impliziter Form durch

F(x,y(z),y (x),... ,y(”)(x)) =0, z € (a,b)

und in expliziter Form durch

y™ (@) = Gla,y(2),y' (2),....y" (), 2 € (a,b)

gegeben. y = f(z) heifit Losung der Differentialgleichung, falls y n-mal stetig differenzierbar ist
und die Differentialgleichung in (a, b) erfiillt.

Ist F' eine ganze rationale Funktion in y,7/,..., so kann man von einem Grad der Differen-
tialgleichung sprechen. Dieser entspricht der héchsten Potenz, die von y,v/,... gebildet wird.

Insbesondere heifit eine Differentialgleichung der Form
S i@y @) + fol@)y(x) + g(z) =0
i=1

linear, day, v/, ..., y"™ nur linear (in erster Potenz) vorkommen. Falls g = 0, so sprechen wir von

einer homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung; falls g # 0, so ist sie inhomogen.

Beispiel 1 (a) (y"(z))® + (/(x))? + xy(z) = 0 ist eine implizite Differentialgleichung zweiter
Ordnung und dritten Grades.
(b) ¥ (x)y'(z) = y(x) ist eine implizite Differentialgleichung dritter Ordnung und zweiten Gra-
des, und , ,

()~ 2o + 7 =0
ist eine implizite Differentialgleichung zweiter Ordnung und zweiten Grades.
()

y' (@) = 2%y (2) + y(a) sinz + ¢*

ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung in expliziter Form.
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Zur Bestimmung der allgemeinen Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung braucht
man im allgemeinen n Integrationsschritte, die n beliebige Integrationskonstanten erzeugen.
Wir betrachten als Beispiel 3”(z) = 0. Dann erhalten wir nach zweimaliger Integration zuerst
y'(z) = ¢1 und schliellich y(z) = c¢1x + ¢o. Dabei sind ¢; und ¢g zwei voneinander unabhéingige
beliebige reelle Zahlen. Wenn durch zusétzliche Bedingungen eine oder mehrere Konstanten
festgelegt werden, so erhélt man eine spezielle oder partikulire Losung der Differentialgleichung.

Haben wir im obigen Beispiel zusétzlich die beiden Anfangsbedingungen

d.h. die partikuldre Losung lautet y(x) = 2z + 1. Wir geben einige Beispiele an, wo Differenti-

algleichungen auftreten.

Beispiel 2 (a) Bakterienwachstum

dn
Die Wachstumsgeschwindigkeit T einer Kolonie von Bakterien ist proportional zur Quadrat-
wurzel der Zahl n(t) der zu einem Zeitpunkt ¢ vorhandenen Bakterien. Somit erhalten wir die

Differentialgleichung erster Ordnung

dn
— =k
dt v

mit einer Proportionalitdtskonstante k. Falls n # 0, so erhalten wir

dn
— = kdt
Vn ’

und schliefllich durch Integration 2/n = kt + ¢, d.h. die allgemeine Losung ist gegeben durch
1 2
n=mn(t) = Z(kt +c)”. (1)

Wir bemerken, dafl auch n = 0 eine Losung der Ausgangsgleichung ist, die wir jedoch bei
den dquivalenten Umformungen ausschliefen mussten. Sie ist nicht in der allgemeinen Losung
(1) enthalten und wird deshalb als singuldre Losung bezeichnet: Fiir n = 0 und ¢ = 0 (keine
Bakterien vorhanden) wiirden wir aus (1) folgern, dass ¢ = 0 und damit wegen n(t) = ik2t2
ein quadratisches Wachstum vorliegt, obwohl gar keine Bakterien vorhanden sind! Man muss
deshalb immer noch alle singulére Losungen einer Differentialgleichung bestimmen, falls solche

existieren.

(b) Freier und verzogerter Fall
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Die Funktion z(t) beschreibe die Bewegung eines Massepunktes mit Masse m # 0 ldngs der

x-Achse in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ > 0 unter dem Einfluss einer Kraft F' = F(t, z(t), @(t)).

dzx d?

Es sei wie iiblich 4(t) = e Z(t) = Fﬂ; Dann folgt nach dem Newtonschen Gesetz

F =mi(t) = f(t,x(t),2(t)).

(bl) freier Fall
Es gilt m& = mg, wobei g ~ 9, 81ms 2 die Erdbeschleunigung ist, oder dquivalent # = g. Daraus

erhalten wir zunéchst als allgemeine Losung fiir die Geschwindigkeit v
v(t) =z(t) =gt + 1

und fiir die Ortskurve z(t)

x(t) = gt2 + 1t + co.

Geben wir uns zusétzlich als Anfangslage z(0) = xg und Anfangsgeschwindigkeit #(0) = vg vor,
so erhalten wir die partikulire Losung x(t) = gt2 + vot + xg.

(b2) wverzagerter Fall

Wir nehmen jetzt an, dass zusétzlich ein Luftwiderstand proportional zur Geschwindigkeit vor-

liegt. Dann lautet die Differentialgleichung
mi =mg — ot, (2)

wobel o0 > 0 der Widerstandskoeffizient ist. Durch die Substitution # = v erhalten wir die

inhomogene lineare Differentialgleichung
o
)= —— . 3
0 —vtyg (3)

Wir werden im Abschnitt 5.2.3 sehen, dass die Losung von (3) durch

o(t) = cre"mt + g
o

gegeben ist. Falls v(0) = vy ist, so erhalten wir

mg mg
vp=¢C+— —C =09 — —
(o2 (o2
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und damit die partikuldre Losung von (3)

v(t) = (vo - @)e*%t + 19
o o

Wegen @(t) = v(t) erhalten wir nach nochmaliger Integration
x(t) = <vo — @> < — @)e*%t + mg, + .
o
Falls zusétzlich z(0) = 0 gilt, so ist

(=27
Co=\vg — — || —.
oc/o

Damit erhalten wir schlieflich als partikulére Losung von (2)

x(t) = m <vo — @> <1 — e*%t> + 29,

o o o

(c) radioaktiver Zerfall
N(t) > 0 bezeichne die Anzahl der Teilchens eines radioaktiven Materials zum Zeitpunkt ¢ > 0.
Wir nehmen jetzt an, dass die Abnahme der Teilchenzahl beim radioaktiven Zerfall proportional

zur vorhandenen Teilchenzahl erfolgt. Die den Prozess beschreibende Differentialgleichung lautet

dann

dN

Y AN
a Y

wobei « eine Materialkonstante ist. Wir haben also eine homogene lineare Differentialgleichung
dN
erster Ordnung. Wegen N > 0 erhalten wir ~ = —adt und durch Integration In N = —at + C,

und somit als allgemeine Lésung
N =N(t) = e 0 =0 7 = g,

Unter der Anfangsbedingung N(0) = Ny ergibt sich A = ¢“ = Nj. Die partikulire Losung lautet
also

N(t) = Nge™ .

Mit ¢, /o wird die Halbwertzeit bezeichnet, in der die Hélfte des anfangs vorhandenen Materials

zerfallen ist, d.h. es gilt
Daraus folgt

und unter Verwendung der Logarithmus-Funktion
—In2 = —oztl/Q,
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d.h.
B In2

a=—".
l1/2

Damit ist man in der Lage, Riickschliisse {iber das vorliegende radioaktive Material zu ziehen.

5.2 Differentialgleichungen 1. Ordnung

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einigen Losungsverfahren fiir gewthnliche Diffe-

rentialgleichungen 1. Ordnung.

5.2.1 Richtungsfelder — geometrische Losungsmethode

Wir betrachten die explizite Differentialgleichung 1. Ordnung

y'(z) = f(z,y(2)). (4)

In diesem Fall kann man (4) geometrisch deuten. Die Steigung der Losungskurve y = y(x)
(Anstieg der Tangente) wird in jedem Punkt (z,y(x)) durch den Wert von f(z,y(x)) gegeben.
Verlduft also die Losungskurve y(x) durch den Punkt (x,y), so bestimmt der Anstieg f(x,y)
lokal den weiteren Verlauf. Ein Wertetripel (z,y,y’) definiert somit ein Linienelement, d.h. ein
Stiick der Geraden mit dem vorgegebenen Anstieg f(x,y) im Punkte (z,y). Das Richtungsfeld
in der (z,y)-Ebene bezeichnet dann die Gesamtheit der Linienelemente der Differentialgleichung
(4). Die Kurven f(z,y) = ¢, ¢ € R, nennt man die Isoklinen der Differentialgleichung. Sie dienen
dem systematischen Vorgehen zur graphischen Bestimmung des Richtungsfeldes, in das man

dann mit guter Naherung Losungskurven der Differentialgleichung einzeichnen kann.
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Beispiel 3 (a) y/(z) = 2 4+ y(x). In diesem Fall sind die Isoklinen die Geraden = +y = c.

Unter der Anfangsbedingung y(0) = 1 erhalten wir die partikulére Losung, die durch den Punkt
(0,1) verlauft. Wir werden in 5.2.3 sehen, dass die allgemeine Losung dieser inhomogenen linea-
ren Differentialgleichung 1. Ordnung durch y(x) = Ce® — (1 + x), C' € R, beschrieben wird.

(b) ¥'(z) = \/y. In diesem Fall haben wir als Isoklinen \/y = ¢, d.h. Geraden y = ¢} = ¢ mit
y > 0.

1
Analog zu Beispiel 2 erhiilt man y(z) = Z(ﬂ: +C)?, C € R. Wegen 3/ > 0 gilt z + C > 0. Wei-
terhin existiert die singuldre Losung y = 0.

(c) Die Isoklinen der Differentialgleichung y/(z) = x sind gegeben durch die Geraden z = c.

2
Die allgemeine Losung ist in diesem Fall y(z) = % +C,CeR.

Bemerkung 1 Das Isoklinenverfahren stellt ein gut anwendbares graphisches Losungsverfah-

ren fiir Differentialgleichungen dar (schneller Uberblick iiber den Verlauf der Losungskurve und
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damit der Losungen der Differentialgleichung, partikuléire Losungen durch Vorgabe von Anfangs-
bedingungen kénnen niherungsweise ermittelt werden).

Der Nachteil besteht darin, dass dieses Verfahren nur fiir Differentialgleichungen 1. Ordnung an-
wendbar ist und i.a. die Bestimmung der Losungsfunktion y = f(x) nur ndherungsweise moglich
ist.

In unserem weiteren Vorgehen sind wir deshalb an Algorithmen zur exakten Bestimmung der
Losung einer Differentialgleichung interessiert. Es zeigt sich, dass dieses Ziel fiir bestimmte Klas-

sen von gewthnlichen Differentialgleichungen erreichbar ist.

5.2.2 Trennbare Differentialgleichungen

Wir betrachten jetzt Differentialgleichungen der Form

Y (x) = p(z,y(x)) = f(x)g(y). (5)
In diesem Falle erhilt man durch formales Umstellen
dy
—— = f(x)dz,
9(y) (@)

d.h. man kann die Variablen in der Gleichung separieren. Deshalb nennt man Differentialglei-
chungen vom Typ (5) separierbare oder trennbare Differentialgleichungen. Den Losungsalgorith-

mus kann man formal folgendermaflen beschreiben.
e Man untersuche, ob g(y) = 0 eine singulire Losung von (5) ist.

e Falls die Bedingung g(y) # 0 erfiillt ist, fiihre man eine Trennung der Variablen durch und

erhalt

e Durch Integration erhélt man die allgemeine Losung

/%:/f(x)dm—i- const.

e Ist zusétzlich eine Anfangsbedingung durch y(xg) = yo vorgegeben, so kann man die

Integrationskonstante entsprechend bestimmen.

Satz 1 Es gelte —oo < a < b < 00, —00 < ¢ < d < oo und (xo,y0) € (a,b) x (¢,d). Es sei f(z)
stetig in [a,b] und g(y) stetig differenzierbar in [c,d] mit g(y) # 0 fir alle y € [c,d]|. Dann lisst

sich die die eindeutig bestimmite Liosung der Differentialgleichung

y'(x) = f(x)g(y), ylxo) = yo
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aus
F(x,y):/yjd—Z—/;f(v)dv:O, x € (a,b), y € (c,d)

berechnen.

Beweis: Differenzieren wir die letzte Gleichung nach x, so erhalten wir mit der Kettenregel

(sowie Ableitung nach der oberen Grenze)

L
—y' () — f(x) =0
70 (z) — f(z)
Da F(xo,yo) = 0, folgt (lokal) die explizite Bedingung yo = y(zo). [ |

d
Beispiel 4 (a) Spezielle trennbare Differentialgleichungen sind d_y = ¢(y), sowie die homogene
x

d
lineare Differentialgleichung d—y = f(x)y(x) und die inhomogene lineare Differentialgleichung
x

dy

dr ().

(b) Analog kann man die trennbaren Differentialgleichungen
dx
ay Hi(@)gi(y)

beziiglich = = z(y) betrachten.

(c) Wir untersuchen die trennbare Differentialgleichung

dy T
Y_ T o) =1
= g U ) =1,
1
d.h. es muss stets y # 0 gelten, und wir haben f(z) = —z und g¢(y) = —. Damit sind die
Y
Voraussetzungen des Satzes 1 fir f(x), z € R, und ¢(y), y € (—00,0) bzw. y € (0,00) erfiillt.
2 2
Nach dem obigen Algorithmus erhalten wir aus ydy = —zdzx die allgemeine Losung % =c— %,
d.h. die Kreise

22 +y? =2¢ ceR.

Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung y(1) = 1 ergibt sich ¢ = 1, d.h. 22 4+y? =2. Da
y(1) =1 > 0, folgt hieraus wegen y # 0 die explizite Darstellung der Losung (des Ausgangspro-
blems)

y(x) =+v2-22, 0 < |g| < V2.
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(d) Fiir die trennbare Differentialgleichung

era}

(@) y(0)= 7

- ycosy’

erhalten wir f(z) = ze?® und g(y) = . Somit sind die Voraussetzungen von Satz 1 fiir

ycosy
x € R und z.B. fiir y € (0,7/2) (bzgl. der Anfangsbedingung y(0) = 7/4) erfiillt. Wegen

/ycos ydy = /xehdac +c
erhalten wir durch partielle Integration
. 1 2x
ysiny + cosy = Z(?x —1De** +c.

Die Anfangsbedingung y(0) = % liefert

und somit ¢ = (= +1). Wir erhalten die partikulére Losung (in impliziter Form)

2
L V2T
2 4

Ry

1 2 1
ysiny + cosy = 1(23: —1)e* + \/7—(% +1)+ 1

Eine explizite Darstellung der Losung (selbst lokal) hat hier wenig Sinn.
(e) Bevolkerungswachstum P(t) in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ in den Entwicklungsléndern

Es wird beschrieben durch die Differentialgleichung
dpP
(i) = = aPP(t), a >0, 8>1, P(0) =Py

bzw.
dP
(ii) i aP(t), a >0, P(0) = F.
Man kann sich leicht durch Nachrechnen davon iiberzeugen, dass die Losung fiir (i) durch
1 1
P(t) = —— fir 0<t<T=—"
(—Palfl —a(B - 1)t) A a(f —1)Fy
0

mit P(t) — oo fiir t — T bzw. fiir (ii) durch

P(t) = Pye™.

gegeben ist.
(f) Dosis — Wirkungsfunktion eines Medikamentes

Die Funktion W (z) beschreibe die Wirkung des Medikamentes bei Einnahme von z Einheiten.
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Damit gilt die Anfangsbedingung W (0) = 0. Fiir wachsendes x (z hinreichend grof§) néhert sich
W (zx) einer Wirkungssattigung S > 0. Somit gilt

Sx
W(z) = ——
(ﬂj) ﬂj—'—A’
wobei A > 0 eine positive Konstante ist. S ist also die Asymptote fiir die Funktion W (z). Es
folgt, dass W (x) der trennbaren Differentialgleichung

dw S+ A) - Sz SA é<W>2
S

dr . @+ A2 (@t A2

x
geniigt.

(g) Reaktionskinematik

Wir betrachten eine bimolekulare Reaktion, bei der ein Molekiil vom Typ A mit einem vom
Typ B ein Molekiil vom Typ AB bildet. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 sind a Molekiile vom Typ A und b
vom Typ B vorhanden, wobei a # b gelte. 2:(t) bezeichne die Anzahl der verbrauchten Molekiile
in Abhéngikeit von der Zeit ¢. Fiir die Reaktionsgeschwindigkeit 2—35 erhalten wir die trennbare
Differentialgleichung

d
d—f:k(a—x)(b—x), 0<z<a, 0<z<b,

wobei k > 0 eine Konstante ist. (Die Reaktionsgeschwindigkeit nimmt also um so mehr ab, je
mehr Molekiile verbraucht sind.) Falls z # a und x # b (sonst sind alle Molekiile eines Typs

verbraucht), so gilt

/ da kt +
— = c.
(a—2x)(b—x)

Nach Partialbruchzerlegung, siche Abschnitt 3.2, folgt aus

1 _ A, B
(a—2)(b—2x) a—2 b—x

1=A(b-2x)+ B(a—x).

Fiir x — b erhalten wir 1 = B(a — b) sowie fiir x — a die Gleichungl = A(b — a), d.h.

Somit gilt

(a—z)(b—2z)  (a—b)(a—2x) * (a —b)(b—x)

und damit (man beachte —z im Integranden)

dx 1 1
/<a—m><b—x) = cple—2) - b -2)

1 a—
= 1 == .
a—bnb—m kt+ ¢

103



Beriicksichtigen wir die Anfangsbedingung z = 0 fiir £ = 0, so folgt

1 1
a—blna_a—blnb_c’
d.h. es gilt
1 la
Ta-b b
also

1 a—2x 1
kt = 1 — In- = 1 .
a—bnb—m a—bnb a—bna(b—x)

S

—_

S
—~

S

|

8

~—

Stellen wir jetzt nach x = x(t) um, so haben wir wegen

bla — x)
— = In——~<
(a —b)kt n b~ 2)
Ja—brt _ bla—2)
a(b—x)
a—xr = (b _ x)%e(afb)kt
a = x4 aqel@ Dkt _ 22 ola=b)kt
_ pla=b)kt) _ @ (a—b)kt
a<1 e ) ;,;(1 be )
schlief3lich
a(l _ 6(a—b)lct)
r = — 7
1— %e(a—b)kt
B a(e(afb)kt -1
o %(ae(a—b)kt _p
d.h.
(a—b)kt _ 1
e
2(0) = ab Ty (©)

Fiir t — oo erhélt man die Gesamtheit der verbrauchten Molekiile vom Typ A bzw. B:

Falls a > b, so ist tlg& x(t) = ab% =b

und fiir a < b folgt tll)r& x(t) = ab:—z = a. Somit wird die Reaktion beendet, wenn sémtliche
Molekiile eines Stoffes verbraucht sind.

5.2.3 Lineare Differentialgleichungen

Es sei —00 < a < b < oo, f und g stetig auf [a,b], und 2 € [a,b]. Nach Abschnitt 5.1 besitzt

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung die Form

Y (@) = f@)y(x) +g(x), =€ a,b].
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Falls ¢ = 0, so ist die Differentialgleichung homogen; ansonsten ist sie inhomogen.

Wir beschéftigen uns zunéchst mit der Losung der homogenen linearen Differentialgleichung mit

Anfangsbedingung
y'(x) = f(@)y(x), y(xo) = yo- (7)

Satz 2
y(x) = yo - ez TOM 4 < 4 < p, (8)

ist die eindeutig bestimmte Lisung von (7).

Beweis: Nach Beispiel 4(a) ist (7) eine trennbare Differentialgleichung. Da alle Voraussetzungen
von Satz 1 erfiillt sind, folgt damit die Existenz und die Unitét der Losung. Andererseits ergibt
sich aus (8), dass y(xg) = yo gilt. Differenzieren wir (8) nach z, so gilt (Ableitung nach der

oberen Grenze)
Y() = f@)yo - o M = fla)y(a).

Wir bemerken, dass die triviale Losung y = 0 enthalten ist (in diesem Fall muss die Anfangsbe-

dingung yo = 0 sein). [
Beispiel 5 (a) Die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung lautet
yhom(x) =c- efx f(U)dua ceR.
Sie erhélt man auch durch formales Vorgehen wie bei trennbaren Differentialgleichungen in 5.2.2.
dy
Y~ Fawa)

mit der singuldren Losung y = 0. Falls y # 0 gilt, erhalten wir dann
dy /
— = [ f(z)dx,
[2= [ @

mmm=/3mm+maLc#ﬂ

d.h.

und damit

y(z) = £Crel " T — ol fwde  p )

Beachten wir jetzt noch die singulédre Losung, so folgt

yhom(x) =c- efz f(U)dua ceR.
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Weiterhin ist die Losungsmenge der homogenen linearen Differentiagleichung linear, d.h. falls y;
und yo Losungen sind, so ist auch
y(@) = ayi(z) + coya(z), o, 2 €R,
eine Losung.
(b) Die allgemeine Losungen von y'(x) = y(z) sin x lautet

T .
J* sinudu —cosx

Ynhom(x) =cC-€ =c-e

(c) Wir suchen die Losung von

In diesem Fall ist

auf R\ {0} stetig. Wir suchen also die allgemeine Losung ypom(x) fiir z > 0 entsprechend der

Anfangsbedingung. Es gilt fiir die allgemeine Losung wegen In|z| = Inz fir x > 0

Yhom () = ¢ - T = e,

Wegen y(1) = 2 erhalten wir schliellich ¢ = 2 und somit die partikulire Losung y(z) = 2.

Wir beschiftigen uns jetzt mit der Losbarkeit der inhomogenen linearen Differentialgleichung

Y (x) = f(x)y(x) + g(z), 9)

wobei g die Inhomogenitéit bezeichnet. Dazu verwenden wir als Methode die Variation der Kon-
stanten. Nach Beispiel 5(a) ist die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung durch

yhom(l’) =C- efz flu)du

gegeben. Unser Ansatz fiir die Losung von (9) lautet jetzt
y(x) = cfa) -l IO, (10)

d.h. wir substituieren die reelle Konstante ¢ durch eine reelle Funktion ¢(z). Setzen wir (10) in

die Differentialgleichung (9) ein, so erhalten wir (Ableitung nach der oberen Grenze)

Y(@) = c(x) - el T 4 o(g) -l f (),
(z)
y(x
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Durch Vergleich mit (9) erhalten wir fiir ¢/(z) die Bestimmungsgleichung
glx) = (x) - S T,

d.h.

(@) = glw) e I 100

und nach Integration

c(x) =co + / g(v) -e” J*rdu gy, (11)
Setzen wir jetzt c¢(x) in (10) ein, so erhalten wir die allgemeine Losung von (9)
Yinh(2) = co - el fdu o o J* f(“)d“(/ e I Slwdu 'g(v)dv> (12)
Die Anfangsbedingung y(z¢) = yo liefert schlielich die partikulére Losung
Ypart (T) = 0 - efxo J(w)du 1 efwo f(u)du(/ o 7 Fu)du -g(v)dv) (13)
o
Satz 3 Es seien f(x) und g(z) stetig auf [a,b] und zq € [a,b).
(a) Die allgemeine Losung yinp der inhomogenen linearen Differentialgleichung (9) ist durch (12)
gegeben.

(b) Die eindeutig bestimmte Lisung der inhomogenen linearen Differentialgleichung (9) mit der

Anfangsbedingung y(zo) = yo ist (13).

Bemerkung 2 (a) Die Losungsstruktur ist analog zu der von linearen Gleichungssystemen,
siche Abschnitt lineare Algebra: Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differential-
gleichung y;,n(x) ergibt sich aus der allgemeinen Losung der korrespondierenden homogenen
linearen Differentialgleichung ypnom () und einer speziellen Losung der inhomogenen linearen

Differentialgleichung ys(z):

Es gelte
(@) = fl@)y()+g(2)
va(z) = f(@)ya() +g(2).
Dann folgt
(1 = y2)'(z) = f(2)(y1 — y2)(2)
(b) Es sei

Yhom(x) =c- el SN = ¢ h(z), ceR,
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die allgemeine Losung des homogenen Problems. Dann lautet der Ansatz fiir eine spezielle

Losung des zugehorigen inhomogenen Problems

Nach der letzten Bemerkung ist es ausreichend, wenn man nur eine spezielle Lésung bestimmt.
Dann folgt wegen h(z) # 0 und h'(z) = f(x)h(x)
Y@) = @) + ) (@) = @) + o) (F)h() )
= d@)h(@) + f(2)ys(x) = f(2)ys(z) +g(2)
d(z)h(z) = g(x)

die Bestimmungsgleichung fiir ¢/(z), die durch

gegeben ist, und durch Integration schlieBlich ¢(x).

(c) Falls die inhomogene lineare Differentialgleichung durch

y'(x) = ay(z) + g(x)

gegeben ist, wobei a eine Konstante ist und g(z) die Inhomogenitéit bezeichnet, so existieren
spezielle Ansitze, siche die folgende Tabelle. Dabei hat der Losungsansatz die gleiche Struktur
wie die Inhomogenitit. Das Losungsverfahren besteht darin, mit dem Ansatz in die Differenti-

algleichung einzugehen und die Koeffizienten durch Koeffizientenvergleich zu bestimmen.
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Ansitze fiir Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung erster Ord-

nung mit konstantem Koeffizienten ¢ und Inhomogenitét g(z)

Inhomogenitét g(x) Losungsansatz

P (x) = Z bz Qm(x) = Z a;x’, falls a#0
=0 1=0

[P ()] [Qmn ()], falls b#a

z[Qm(x)]e?®, falls b=a

[P, (2)] cos bz [Qu ()] cos bz + [Qum (x)] sin b
[P, (2)] sin ba [Qm ()] cos b + [Qum (x)] sin b
[P, ()]e* cos bx [Qn(2)]e® cos b + [Qum (2)]e” sin b
[P, (2)]e sin b [Qn(2)]e® cos b + [Qum (2)]e” sin b

Beispiel 6 (a) Wir bestimmen die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differential-
gleichung
y'(x) = y(z)sinx + sinz,
d.h. wir haben
f(x) =g(z) =sinz.

1. Schritt Nach Beispiel 5(b) ist die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialglei-

chung y'(z) = y(x) sinz gegeben durch

— COS T

Ynhom(z) =cC-€

2. Schritt Die Variation der Konstanten

liefert nach Bemerkung 2(b)



und somit

C(l‘) — _ecosw +c1

gilt. Folglich lautet die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
Yinh(T) = < — 9T 4 cl>e_ COST _ (o . p=COST _ ]

3. Schritt Falls zusétzlich die Anfangsbedingung y(0) = 0 vorgegeben ist, erhalten wir wegen

0= cie~! —1, dass ¢; = e gilt, und die partikulire Losung durch

_ elfcos x

Ypart (1') = -1

gegeben ist.
(b) Im obigen Beispiel ist die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

durch ypom(x) = ¢ - e™ 87

gegeben. Durch Probieren findet man, dass die inhomogene lineare
Differentialgleichung die spezielle Losung ys(z) = —1 hat. Somit erhalten wir auch diesem Fall

die Struktur
ylnh(x) = yhom(x) + ys(x)

dl
(c) Wir behandeln die Differentialgleichung des Gleichstromkreises U = RI(t) + L% mit An-
fangsbedingung I(0) = 0. Damit ist die Differentialgleichung des Stromes I in Abh#ngigkeit von
der Zeit ¢ eine inhomogene lineare Differentialgleichung. Die zugehorige homogene Differential-

gleichung ist gegeben durch
dl R
—=——1(t

wobei wie iiblich R den Ohmschen Widerstand, U die Spannung und L die Induktivitéit bezeich-
net.

Die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung ist

Nach der Tabelle erhalten wir als Ansatz fiir eine spezielle Losung der inhomogenen linearen

Differentialgleichung I4(¢t) = A, A Konstante. Einsetzen ergibt wegen
U=R-A

U
die Beziehung A = = Damit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differen-

tialgleichung



Beachten wir noch die Anfangsbedingung 7(0) = 0, so erhalten wir mit ¢ = —% schliefflich die

partikuldre Losung

(d) Wir bestimmen jetzt Losungen mittels der in der Tabelle angegebenen speziellen Ansitze.

(d1) ¥'(z) = y(x) + B, B € R. In diesem Fall ist
Yhom (T) = ¢ - €
und der Ansatz fiir die spezielle Losung lautet
ys(x) = A,

wobei A eine Konstante ist. Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir die Glei-
chung 0 = A+ 3, d.h. A = —(3. Damit ergibt sich fiir die allgemeine Losung der inhomogenen

linearen Differentialgleichung
Yinh(T) = Ynom (x) + ys(x) = c- €” = .
(d2) Es sei y/(z) = 3y(x) + €2*. In diesem Fall ist 3 = a # b = 2. Der Ansatz lautet deshalb
ys(z) = A - .

Durch Einsetzen erhalten wir

2A - e?® =3A . e* 4 7,
und somit nach Koeffizientenvergleich wegen 24 = 34 4+ 1, dass A = —1 und folglich
ys(x) = —e
gilt. Da ypom(x) = c - 3%, ist die allgemeine Losung durch

3z 2z

Yinh (%) = Ynom(x) + ys(x) = c- e —e

gegeben.
(d3) Wir untersuchen 3/(z) = 3y(z) + €3*. In diesem Falle gilt 3 = a = b. Der Ansatz ist somit

ys(x) = Az - 3.
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Durch Einsetzen und Koeffizientenvergleich erhalten wir
3Az - €3 + A - €3 = 3Ax - 3% 4 €37,

d.h. A = 1. Somit ist
ys(x) =x-e
und analog zu (d2)

Yinh(x) = C- 3T 43,

(e) Man weise nach, dass die im Beispiel 4 angegebene Losung des verzogerten Falls durch

gegeben ist.
(f) Wir zeigen, dass die allgemeine Losung von Beispiel 3(a) im Abschnitt der Differentialglei-

chung

durch

gegeben ist.
Zunéchst gilt

Ynom(z) = ce®, c€R.

Wegen g(z) = x lautet der spezielle Ansatz
ys(x) = Az +b.

Damit folgt
yo() —AZAv+b+a= (A+ 1)z +0.

Durch Koeffizientenvergleich folgt A =5, A+ 1 =0, d.h.
A=b=-1.
Somit lautet die spezielle Losung ys(x) = —x — 1, und die allgemeine Losung ist
Yinn(x) = ce® — (x 4+ 1).
Unter der Anfangsbedingung y(0) = 1 ergibt sich tatséchlich
Ypart() = & — (14 ).
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5.3 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit einigen Losungsverfahren fiir lineare Differential-

gleichungen 2. Ordnung, die sich auch auf héhere Ordnungen iibertragen lassen.

5.3.1 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Es sei I C R stets ein endliches Intervall. Wir betrachten zunéchst lineare Differentialglei-
chungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, die in der Physik und Chemie eine zentrale

Bedeutung besitzen. Ihre allgemeine Form ist

y'(z) +ay'(z) + by(z) = f(z), w1,

wobei a und b reelle Konstanten sind, und die auf dem Intervall I stetige Funktion f die Inho-
mogenitdt bezeichnet. Durch derartige Differentialgleichungen werden z.B. in der Mechanik oder
Elektrodynamik ungedampfte , geddmpfte und erzwungene Schwingungen eines harmonischen
Ostzillators bzw. in der Chemie die Normalschwingungen eines diatomaren Molekiils beschrieben.

Wir beschiftigen uns zunéchst mit der homogenen Gleichung
y'(x) + ay'(z) + by(z) = 0, (14)
die auf dem endlichen Intervall I definiert sei. Die Gleichung ist linear. Damit ergibt sich, dass
ayi(z) + cay2(x), 1, 2 €C,

eine Losung von (14) ist, falls y1, yo bereits Losungen sind. Das folgt aus

(c1y1 + coy2)" () + alciyr + caya)' (@) + b(c1y1 + coy2) ()
= c1(y (@) + ay1 (z) + by1(2)) + c2(y5 (2) + ays(z) + bya(z))

=0

fiir € I. Somit ist fiir zwei Losungen y; und yo von (14) auch jede (komplexe) Linearkombi-
nation der Form y = cjy; + coy2 mit beliebigen reellen oder komplexen Zahlen ¢; und ¢y eine
Losung ist.

Ohne Beweis geben wir folgenden wichtigen Satz an.

Satz 4 (a) Aus der Losungsmenge einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung (14) lassen sich stets zwei linear unabhingige Lésungsfunktionen yi und yo auswdihlen.

Mehr als zwei Lésungen sind jedoch stets linear abhdngig.
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(b) Es seien yy und ya zwei linear unabhingige Losungen von (14). Dann lisst sich die allgemei-
ne Losung der linearen Differentialgleichung (14) stets als Linearkombination Ypom = c1y1 + c2y2

darstellen.
Bemerkung 3 Zwei Losungen y; und yo heiflen linear unabhingig, falls aus

0= c1y1(z) + caya(x)
fiir alle = € I stets folgt, dass ¢; = ¢co = 0 gilt. Ansonsten heiflen die Losungen linear abhdngig.

In Analogie zur Losungsstruktur bei linearen Gleichungssystemen suchen wir ein ausgezeichnetes
System von Losungen von (14), aus denen man durch Linearkombination jede Losung darstellen

kann. Damit ist folgende Definition naheliegend.

Definition 1 Jedes System aus zwei linear unabhingigen Ldosungen der linearen homogenen
linearen Differentialgleichung (14) heifit Fundamentalsystem oder Fundamentalbasis der Diffe-

rentialgleichung.
Als Kriterium fiir den Nachweis eines Fundamentalsystems verwendet man folgende Eigenschaft.

Satz 5 Die Funktionen yy und ya seien Lisungen von (14). Sie bilden ein Fundamentalsystem
der Differentialgleichung, falls die sogenannte Wronski-Determinante W (z) # 0 fiir alle x € T
ist. Dabei ist W (z) fiir v € I definiert durch

(@) y5(x)
Diese Definition verallgemeinert somit eine bekannten Sachverhalt fiir linear unabhéngige Vek-
toren. Wir beschéftigen uns jetzt mit dem Losungsverfahren von (14). Dazu verwenden wir den

Exponentialfunktions-Ansatz

y(z) =e

Hierbei kann der Parameter A auch eine kompleze Zahl sein. Durch Einsetzen in (14) erhalten

wir wegen e # 0 folgende Bestimmungsgleichung fiir \:
M i4ad+b=0. (15)

Die Gleichung (15) nennt man die charakteristische Gleichung fiir die Differentialgleichung (14).
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra, siche Abschnitt 2.3, gibt es folgende M6glichkeiten

e es existieren zwei verschiedene reelle Losungen A # Ao,
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e cs existiert eine reelle Doppellosung A = Ao,
e es existieren zwei konjugiert komplexe Losungen A\ = o+ i0 und Ao = a — i3 mit § # 0.

Wir konstruieren jetzt daraus fiir jeden der Fille ein Paar reeller Losungen y; und ys.

)\1 >\2

Im ersten Fall erhalten wir fiir die Wronski-Determinante von y; = e

a a? a a?
M= S b S b=

6)\193 e)\2$
W (z) = = (g — Ap)eiFA)T £,
)\1 . eAlm )\2 . e)‘”

T und yo = e™2* wegen

Somit hat die allgemeine Losung in diesem Falle die Gestalt

Yhom(x) = Cy - eMT 4 Cy - e | C,C € R.

Fiir den zweiten Fall erhalten wir zunéchst wegen A = A\; = Ao, d.h.

nur eine unabhingige Losung y1(z) = . In Analogie zum Abschnitt 5.2.3 (oder mittels Va-
riation der Konstanten) wihlen wir als zweiten Kandidaten fiir das Fundamentalsystem die

Funktion ya(z) = z - e’*. Mit diesem Ansatz erhalten wir wegen
yo(z) = Az - N + N = Az + 1),

s (2) = MAz + 1)eM + XeM = (A2 + 2X)e™

und

A=—2, A=)

a
2

durch Einsetzen

Ya () + aya(z) + bya(x) = (N + 2\ + a(Ax + 1) + bx)
= N+ 20+ (=20 Az + 1) + N2a)

= M.0=0,

dass yo(x) = x - e’ ebenfalls eine Losung ist. Weiterhin gilt wegen

W(z) = = —e?® # 0,
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dass die so gewéhlten Funktionen y; und yo tatséchlich ein Fundamentalsystem bilden. Die

allgemeine Losung ist also in diesem Falle durch

Yhom(z) = C1 - 1M + Oy - A = (Crz + Co)er |, C1,C € R,

gegeben.

Im dritten Fall haben wir die beiden komplexen Loésungen A\ = « + i und As = a — i mit
2
a a
=——,3=1/b—— #0.
a=-5,8 17
Wir machen zun#chst den komplexen Ansatz
z1(z) = e = e (cos Bz + isin fx)

und

zo(x) = e = e**(cos B — isin fx).
Dabei verwendeten wir die Fulersche Formel (siche Abschnitt 1: Komplexe Zahlen)

¢ = cos Bz + isin B.

Somit erhalten wir zwei konjugiert komplexe Funktionen z)(z), 22(z) = z1(z). Wegen

Z;Z:Rez, Z;izzlmz

(siehe Abschnitt 1: Komplexe Zahlen) folgt

1 1
—(ehx + e’\”) = 560‘:’3(008 Bz + isin fx + cos fx — isin fz) = €** cos Sz,

2

1 A1z Aox 1 azr -l . azr ;

?(e 1 2 ):?e (cos Bz + isin Sz — cos Sz + isin fx) = €7 sin [z,
i i

und daraus konnen wir die zwei reelle Losungen
y1(x) = e* cos Bz, yo(x) = e**sin Sz
(selbst iiberpriifen) konstruieren. Diese bilden ebenfalls ein Fundamentalsystem. Es gilt

e*® cos fx e*® sin Bz

e (acos fxr — (Bsin fx) e*(asin Bz + [ cos )

W(z) =

Daraus folgt aber
W(CC) = e2amﬁ(sin2 Bx + cos? Bx) =8- p2om ?é 0.

Die allgemeine Losung lautet also

| Ynom () = €2%(C1 cos Bz + Cysin fa) |, C1,Ch € R
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Beispiel 7 (a) Man bestimme die allgemeine Losung von
y" (@) + 4y (2) + aoy(z) = 0 (16)
fir die Werte ag = 3,4, 5.
Die charakteristische Gleichung lautet
A2+ 4\ +ap = 0.
(al) Fir ag = 3 folgt
M 4+4r+3=0.

In diesem Fall erhalten wir \; = —1 und A2 = —3. Die allgemeine Losung von (16) ist somit
Yhom(x) = Cre™ 4+ Cre 3%, C1,Cy € R.
(a2) Fiir a9 = 4 erhalten wir wegen
N +4r+4=0
die doppelte reelle Nullstelle Ay = Ay = —2. Die allgemeine Losung von (16) ist folglich
Ynom () = € 2 (Crz + Cy), C1,Cy € R.

(a3) SchlieBlich gilt fiir ap =5
A2 +4X+5=0.

Wir erhalten die zwei komplexen Nullstellen A\; = —2 + ¢ und Ay = —2 — ¢. Damit hat die

allgemeine Losung von (16) die Form
Yhom (x) = e_Qx(C’l sinz + Cycosx), C1,Cy € R.

Eine spezielle Losung erhélt man, wenn die Konstanten C7 und Cs fixiert sind. Das kann z.B.
durch die Vorgabe zweier Anfangsbedingungen geschehen.

(b) (Der elektrische Schwingkreis) Wie iiblich bezeichnen wir mit C' die Kapazitéit, mit L die
Induktivitdt und mit R den Ohmschen Widerstand eines Stromkreises. Fiir den Strom [ in

Abhé#ngigkeit von der Zeit ¢t im Schwingkreis gilt dann folgende Differentialgleichung

d*I RdIl 1

. -4 T=0. 1
dt2+Ldt+LC’ 0 (17)

(b1) Der ungedimpfte Schwingkreis, d.h. es gelte R = 0. In diesem Falle haben wir die homogene

lineare Differentialgleichung
d?1 1
— +—=I1=0.
TR Te)
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Mit
1

Wy = —

0~ VIO

bezeichnet man wie tiblich die Kreisfrequenz. Damit erhalten wir

d*I
T Wil =0. (18)

Die allgemeine Losung lautet somit
I(t) = Acoswot + B sinwyt.

Ersetzen wir die Konstanten durch A = Ksing und B = K cosy und verwenden wir das

Additionstheorem fiir die Sinus-Funktion, so erhalten wir mit
2 2 2 A
K= A"+ B, gpzarctanE,QDE[O,Qﬂ),

die Darstellung
I(t) = K sin(wot + ¢).

Auflerdem gilt

dl
— = woK cos(wot + ¥)
dt
. . : dl U
Die Anfangsbedingungen seien durch 7(0) = 0 und a(()) =7 gegeben.
Somit folgt aus diesen Anfangsbedingungen ¢ = 0 (fiir ¢ = 7 ergibt sich sin(z + 7) = —sinx)

U
und K = o~ Unsere partikuldre Losung fiir (17) lautet somit
wo

I(t) = w%sinwot .

(b2) Der geddmpfte Schwingkreis mit Ohmschen Widerstand R # 0.

Wir setzen

1 R
wp = —— und — = 2.
" VIC L
Damit geht (18) tiber in
d2I dI
4 25— 27 = 0. 19
gz T 0g T (19)

In diesem Fall erhalten wir als Nullstellen fiir die charakteristische Gleichung

)\172 =—-6+ \/52 —wg.

In Abh#ngigkeit von ¢ und w miissen wir jetzt folgende drei Fille betrachten. Dabei bezeichnet

die Zahl



den Démpfungsgrad.
a): § < wp (kleine Ddmpfung D < 1), d.h. der Ohmsche Widerstand R ist relativ klein gegeniiber
der Induktivitidt L und der Kapazitat C

Mo =—0+i\/wd — 6% =—5=+iw

mit der Eigenfrequenz w, = y/w — §2. Somit lautet die allgemeine Lésung von (19)

Wir erhalten

I(t) = e (A coswet + Bsinwet).
Man erhélt schliellich die geddmpfte Schwingung
I(t) = e O K sin(wet + ) = e O K (sin wet cos ¢ + cos wet sin @),

A
falls Kcosp = B und Ksinp = A, d.h. wir setzen K = y/ A2 + B2 und ¢ = arctan I Dabei

bezeichnet Ke % die ,Amplitude“ und

we = \/wi — 62 = wy\/1 — D?

die Eigenfrequenz. Durch Zuriicksubstituieren gilt

, 1 R?
I(t) = e 2L'K sin ( 7ol mt—i—(p) :

B): § = wo (aperiodischer Grenzfall D = 1)
Wegen A1 = Ao = —§ erhalten wir die allgemeine Losung

I(t) = (Cyt + Co)e 2!,

die hochstens eine (reelle) Nullstelle ¢y haben kann, falls Cty + Co = 0 erfiillbar ist.
v): 6 > wp (aperiodische Schwingung: starke Dampfung D > 1)

Wegen A\ = —6 + /82 — w3 und Ay = —§ — 1/02 — w? erhalten wir mit v = /82 — w3 als allge-

meine Losung

I(t) = e % Cre" + Cre™ ).

Aus
Cie"' + Cye™ = Acosh~t + Bsinhyt
A B
= (" +e M)+ =( +e )

2 2

folgt
A+ B A-B
C = Co =
1 2 )y U2 9



Setzen wir also C; + Cy = A und C; — Cy = B, so gilt
I(t) = e % (Acosh yt + Bsinh~t)

und nach Zuriicksubstitution erhalten wir die allgemeine Lésung von (19) bei starker Dampfung

- | R /
I(t)=e2C (Acosh LCt—i—Bsmh LC’ )

Auch in diesem Fall existiert hochstens eine (reelle) Nullstelle. Unter Beriicksichtigung der An-

fangsbedingungen konnen auch im Fall (b2) die noch vorhandenen Konstanten bestimmt werden.
Weiterhin gilt allgemein folgende Aussage.

Satz 6 Das Anfangswertproblem der linearen homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit

konstanten Koeffizienten (14) mit den Anfangsbedingungen
y(zo) = yo, ¥ (w0) = y1, o € I,
besitzt genau eine Losung Ypart(T).

Es seien —0o < o < # < oo zwel reelle Zahlen. Wir untersuchen jetzt das inhomogene Problem

mit stetiger Funktion f(z), z € [«, §], d.h. wir haben

y' (@) + ay'(x) + by(z) = f(x), © € [o, B]. (20)

Auch hier verwenden wir die Methode der Variation der Konstanten, um eine Losung von (20)

zu erhalten. Wir nehmen an, dass die allgemeine Lésung des zugehorigen homogenen Problems

y'(@) + ay'(z) + by(z) = 0, x € [o, 3], (21)

durch y(z) = c1y1(z) + caya(z) gegeben ist. Dabei sind ¢ und ¢y beliebige reelle Zahlen. Unser

Ansatz fiir die Losung von (20) lautet somit

y(x) = cr(x)yi(x) + ca(x)ya(x). (22)
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Zur Bestimmung der unbekannten Funktionen ¢;(x) und c(z) miissen wir zunéchst die Ablei-

tungen y'(z) und y”(x) berechnen. Es gilt

Y (@) = c1(@)y1(2) + e2()ya () + ey @)y (2) + ch(x)y2(2).

Die Idee besteht jetzt darin, die Funktionen ¢;(z) und ca(z) so zu bestimmen, dass

ci(@)yi(@) + & (@)y2(x) =0 (23)
gilt. Damit erhalten wir
y'(x) = cr(@)yr(z) + ca()ya () (24)
Analog berechnet man daraus
y' (@) = (@) (z) + ca (@) (z) + Ay (@)1 () + o (2)ya (). (25)

Wir erhalten damit einerseits aus der Differentialgleichung (20)

y"(2) 4+ ay'(x) + by(z) = f(z)

und andererseits durch Einsetzen von (22), (24) und (25)

@)yl () + ca(2)ys (2) + i (2)yr () + cy(x)ya(x)
+acy(2)y) (2) + ca(x)ys () + ber (@)1 () + ca(x)ya(z)
= c1(@) (1 (@) + ayi (2) + bys () ) + e2(2) (95(2) + agh(@) + bya(a))
+ @)y (x) + & (x)ys(r)
= f(x).
Da 1 und y- ein Fundamentalsystem bilden und somit Losungen des korrespondierenden ho-

mogenen Problems sind, ergeben die beiden ersten Terme den Wert Null. Somit erhalten wir

A(@)yi(z) + ch(2)ys(x) = f(2), 2 € [o, 5], (26)

d.h. wir haben insgesamt die zwei Bestimmungsgleichungen (23) und (26) zur Berechnung der

unbekannten Funktionen ¢} (z) und c¢,(x). Wir erhalten also das Gleichungssystem

@\ i [ ) [0 o

1 1
ni(z) ys(x) ch(x) ch(x) f(x)
Da y; und ys ein Fundamentalsystem bilden, gilt fiir die Wronski-Determinante, dass W (x) # 0
fiir x € [a, (] ist. Somit hat das GLS (27) eine eindeutig bestimmte Losung



Eine anschliefende Integration liefert uns die beiden gesuchten Funktionen

c1(z), ca(x).
Es gilt auch hier folgende Aussage.

Satz 7 (a) Die allgemeine Losung yi,p(x) der linearen inhomogenen Differentialgleichung 2.
Ordnung mit konstanten Koeffizienten (21) hat die Struktur
ylnh(x) = yhom(x) + ys(x)

Dabei ist ypom(x) = c1y1(z) + coya(x) die allgemeine Lisung des zugehirigen homogenen Pro-
blems (14), d.h. {y1,y2} bilden ein Fundamentalsystem fiir (14), und c1, ca sind beliebig wihlbare
reelle Zahlen. ys(x) ist eine spezielle Losung des inhomogenen Problems (21).

(b) Das Anfangswertproblem der linearen inhomogenen Differentialgleichung 2. Ordnung mit

konstanten Koeffizienten (21) mit den beiden Anfangsbedingungen
y(zo) = yo, ¥ (w0) = 20, o € [, B],
besitzt genau eine Losung Ypart().
Beispiel 8 Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems
y"(x) + y(z) = cosx, x €[0,1], y(0) ==, y'(0) =0.
Die allgemeine Lésung des homogenen Problems

y"(z) +y(x) =0

ist wegen A2 + 1 = 0 durch
Yhom () = ¢1 cosz + cosinx

gegeben, d.h. wir haben das Fundamentalsystem {cosx, sinx}. Die Methode der Variation der

Konstanten ergibt als Ansatz
ys(x) = c1(x) cosx + co(x) sin x.

Nach Cramerscher Regel erhalten wir unter Verwendung von (27) die beiden Gleichungen

, —coszxsinx .
()= —F——— 5 =—coswsinz
COS“ T + s x
und
cy(x) = cos® z.
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Die Integration der Gleichung von ¢} (z) ergibt

2

. cos? x sin2z
cl(x):—/cosxsmxdx: 5 +e=— 5 s
Durch partielle Integration folgt aus der Gleichung fiir ¢} (x), dass
x(@) = [eos?ade = ESIEL | ¢

gilt. Damit ist eine spezielle Losung des inhomogenen Problems durch

—sin?xcosx + sin2zcosz + rsinx rsinx

gegeben. Somit lautet die allgemeine Losung des inhomogenen Problems

T sinx
2

Yinn(z) = +cicosx+ cosinz, x € [0, 1].

Aus den Anfangsbedingungen folgt schlief3lich
y(0) =m=q

und
sinx + xcoszx

y'(0) = — msinz + cycos ), _, = ca = 0.

Wir erhalten also die partikuldre Losung

rsinx
Ypart(T) = 5 tmeosz, T € [0, 1].

In Analogie zu linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann

man auch hier mit speziellen Ansétzen arbeiten, die in ihrer Struktur der jeweils vorliegenden

Inhomogenitét angepasst sind (siche Tabelle). Damit kann man sich ebenfalls eine spezielle

Losung ys(x) der inhomogenen Differentialgleichung beschaffen.

Beispiel 9 Wir suchen eine spezielle Losung von Beispiel 8, d.h. von

y"(z) + y(x) = cosz, x € [0,1].

Nach Tabelle gilt 3 =1, Py(x) = 1 und p(\) = A? + 1. Somit ist Bi = i eine einfache Nullstelle

von p. Der Ansatz lautet wegen Ty(x) = Acosx 4+ Bsinx
ys(x) = x(Acosxz + Bsinz) = Axcosx + Brsinz.

Es gilt weiter

y.(z) = Acosz + Bsinz + z(Bcosz — Asinz) = cos (A + Bx) + sinx(B — Axr)
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und

y!(x) = —sinz(A+ Bz)+cosz(B — Az) + cosx(B) + sinz(—A)

= cosz(2B — Ax) +sinx(—2A — Bzx).
Somit erhalten wir durch Einsetzen in die Differentialgleichung
y!(x) + ys(x) = cosw(Ax + 2B — Az) + sinx(Bx — 2A — Bx) = cos z.
Ein Koeffizientenvergleich ergibt also

A=0, B=

N | —

Wir erhalten also wie im Beispiel 8 die Losung
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Spezielle Ansétze fiir Losungen der inhomogenen linearen Diffe-

rentialgleichung mit konstanten Koeffizienten a; und Stérfunkti-
on f(x):
n—1
" (@) + ) ayV(z) = f(x)
j=0

Inhomogenitét f(x) Losungsansatz (p:= charakteristisches Polynom)
m . m .

Pn(z) = ) _bia’ Qm(z) =) Aiw’, falls p(0) # 0
i=0 =0

2¥[Qm(z)], falls 0 wv-fache Nullstelle von p

[P ()] e [Qun(2)]e™”, falls p(a) # 0

2V [Qm(z)]e**, falls & v-fache Nullstelle von p

[P ()] cos Bz, B # 0 () = [Quu()] cos B + (O ()] sim B, falls p(if) # 0

¥ [T, ()], falls i wv-fache Nullstelle von p

[Py ()] sin Bz, B+ 0 Tou(a), falls p(iB) # 0

V[T (x)], falls i wv-fache Nullstelle von p

[P, (z)]e™* cos fx, B #0 Ty () := [T ()]e™®, falls p(a+if) # 0

2V [T ()], falls o+ i3 v-fache Nullstelle von p

[P (z)]e* sin Bz, B# 0 Ty (), falls p(a +if) #0

2¥ [T (2)], falls a+if v-fache Nullstelle von p
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5.3.2 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit variablen Koeffizienten

In diesem Abschnitt wenden wir uns jetzt der Losung von Differentialgleichungen der Form

y"(x) +a@)y () + b(x)y(z) = q(2) (28)
zu. Dabei nehmen wir an, dass die Funktionen a(x), b(x) und ¢(x) beliebig oft differenzierbar
sind und in einer Umgebung U(xg) in Potenzreihen entwickelbar sind. Bei der Konstruktion der
Losungen verwenden wir bekannte Eigenschaften von Potenzreihen, siche Abschnitt 3: Taylor-
reihen und Potenzreihen.

Differentialgleichungen der Form (28) haben eine grole Bedeutung in der Physik und Chemie.
Zur Losung verwendet man als spezielle Methode den sogenannten Potenzreihenansatz, d.h. man

schreibt die Losung y in der Form
© .
y(z) = Zaj(x — x0).
j=0

Anschliefend versucht man, alle auftretenden reellen Koeffizienten a; durch Einsetzen von y(z)
in die Differentialgleichung (28) zu bestimmen. Man hat also im Gegensatz zu den speziellen
Ansétzen im letzten Abschnitt nicht mehr nur endlich viele Koeffizienten zu finden. Unter Ver-
wendung der Eigenschaften von Potenzreihen (siehe Abschnitt 3.2.) kann man folgende Aussage

beweisen.

Satz 8 Die Funktionen a(x), b(z) und q(z) seien auf dem Intervall (z9 — R,xo + R), R > 0,
als Potenzreihen im Punkt x = xg entwickelbar. Dann gilt dasselbe fiir die Lisungen y(x) der

Differentialgleichung (28).
o

Wir suchen also eine Funktion y(z) = Zaj(x — 20)?, die Losung der obigen Differentialglei-
7=0

chung (28) sein soll. Wenn wir y(z) in (28) einsetzen, miissen wir dann die Koeffizienten a;,
j € Ny, derart bestimmen, dass die Funktion y(x) auch tatséchlich der Differentialgleichung
(28) geniigt. Wir konkretisieren diese Methode durch einige einfache und trotzdem sehr wichtige

Beispiele, wobei wir nur das erste Beispiel ausfiihrlich behandeln werden.

Die Airysche Differentialgleichung

y"(2) — zy(x) = 0. (29)
Satz 8 sichert zunéchst, dass alle Losungen als Potenzreihen mit Konvergenzradius R = oo in

x = x¢ entwickelbar sind. Wir wihlen g = 0 und gehen mit dem Ansatz

e .
y(x) = aja’
j=0
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in die Gleichung (29) ein. Wegen

[e.e] oo
=> (j+Dajpa’, = (j+2)(j + Dajyor? (30)
7=0 7=0
folgt
[e.e] o0
Z(] +1)(j +2)ajon! — Za Il =0,
7=0 7=0
2&2—}—2;”;1... ny)il aj_1$j
also
© .
202 + >[5+ 1) + 2)aj2 — a; 1]/ = 0. (31)

J=1

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir das unendliche Gleichungssystem
2(12 = 0, (] + 1)(] + 2)aj+2 —aj-1= 0, ] = 1, 2, e (32)

Dabei bleiben die Koeffizienten ap und a; durch die Differentialgleichung (30) unbestimmt (freie

Parameter: werden durch Anfangsbedingungen fixiert). Wegen ay = 0 erhalten wir aus (32)
a5 — ag — ajp = - :0, d.h. agji—1 =0 fir j:1,2,.... (33)

Weiterhin ergibt sich

ao as ao ao
BT 3756 2356 2-5-32.2 (34)
und
ag ap ap
@0 8.9 2.5.32.2!.8.9 2.5.8.33.3" (35)
oder allgemein
ap .
;= . f =1,2,... 36
a3; 2.5-8-----(3j—1)-3 -l g =542 (36)
Analog erhilt man
ai .
1= - f =1,2,... 37
azj+1 4710(3]_’_1)3]]' ur j ) ( )

Damit gilt folgende Aussage.

Satz 9 Die allgemeine Losung der Airyschen Differentialgleichung (29) (mit freien Konstanten

ag und ay ) ist fir alle x € R gegeben durch

0 3
yle) = a0(1+22-5-8-----(3j—1)-3j-j!>
o0 L3t
+“1<$+Z4 7-10- (3j+1)-3j-j!) (38)

Jj=1
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Bemerkung 4 (a) Die Differentialgleichung ist nach dem englischen Mathematiker Sir George
Airy (1801-1892) benannt. Diese Gleichung tritt bei Problemen der Lichtbeugung und in der
Theorie der Beugung von Radiowellen an der Erdoberfliche auf.

(b) Durch Vorgabe von zwei Anfangsbedingungen y(0) = ¢p und 3/(0) = ¢; kann man die freien

Konstante ag = ¢y und a; = ¢; eindeutig bestimmen.

Die Hermitesche Differentialgleichung

y'(x) = 2zy/(z) + Ay(x) = 0. (39)

Hierbei ist A € R ein fixierter Parameter, d.h. wir behandeln eine Familie von Differentialglei-
chungen.

Wir gehen mit dem Ansatz

[e.e]

y(@) =3 ot

k=0
in (39) ein und erhalten unter Verwendung von (30)

[e o] e e} e}
Z(k + 1)(k + 2)cp oz =2 Z(k + Degyrz® X Z cpz® = 0.
k=0 k=0 k=0
—_———
2co+y g o2 kepak co+Y peq

Damit gilt

[e.e]
(22 + Aco) + Y _[(k + 1)(k + 2)cpt2 — 2k + Aeg]z™ = 0.

k=1

Somit sind ¢y und ¢; frei wéhlbar, und die anderen Koeffizienten ¢; werden, ausgehend von cg

und ¢y, rekursiv durch
2k — A
Chio = ——————
Pk + 1)k +2)

bestimmt. Somit ergibt sich z.B.

ek k=0,1,..., (40)

Y Y
C2 = ﬁcozico
A-X  —[4— N\
“T a3t @
8—A  —[8—All4— A\
G T 65T 6! “
sowie
2-A  2-2)
T R TH
6= B2
P T %8s 5l
o 10-X [0 N6- N2
7 7.6 7l ‘-

Unter Verwendung von Satz 8 erhalten wir damit folgendes Ergebnis.
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Satz 10 Die allgemeine Losung der Hermiteschen Differentialgleichung (39) (mit freiem reellen

Parameter \) ist fir alle x € R gegeben durch

A =4k —1) = A[A(k—2) = N ---[4 — A\
y(z) = Co(l_ixg_kz_Q[( ) = A (2k)!) - ]$2k>
4k —2 - N[k —1)—2—=\---[2 =)\
+cl<x+kzl[ ][((%J)rl)! -1 ]x%ﬂ)_ (41)

Bemerkung 5 (a) Fiir ¢y = 0 erhiilt man eine ungerade, und fiir ¢; = 0 eine gerade Losung
der Hermiteschen Differentialgleichung. Somit setzt sich die allgemeine Losung additiv aus einer
geraden und einer ungeraden zusammen.

(b) Es sei A > 0 eine gerade Zahl, d.h. es gelte A = 2n, n € Ny. Dann folgt aus (40), dass
Cn+2 = Cntd = Cnte = -+ = 0. Somit bricht eine der beiden eingeklammerten Reihen in (41) ab:
Falls n gerade ist, so ist die erste dieser Reihen ein gerades Polynom vom Grade n.

Falls n ungerade ist, so ist die zweite Reihe ein ungerades Polynom vom Grade n.

Multipliziert man diese Polynome mit

bei geradem n und mit

so erhilt man die Hermiteschen Polynome H,(x), n € Ny. Sie beginnen mit
Hy(z) =1, Hi(z) = 2z, Ho(x) = =2 + 42, Hy(x) = —122 4 823,....

Es ldsst sich weiterhin zeigen, dass fiir die Hermiteschen Polynome folgende Eigenschaften erfiillt

sind:

e Fiir das n-te Hermitesche Polynom H,(x) gilt

e Fiir n € N erhalten wir

H/(z) =2nH,_1(x), Hy1(z) = 22H,(z) — 2nH,,_1(x).

e Die Hermiteschen Polynome sind die eindeutigen Losungen der Differentialgleichung

y"(x) — 2xy'(z) + 2ny(z) = 0, n € Ny, (42)
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mit den Anfangsbedingungen
H,(0)=(-1)2-22.3.5---(n—1), H,(0) =0, falls n gerade (43)

bzw.

n—1 n+1

H,(0)=0, H (0)=(-1)2z -2 2 -3-5---n, falls n ungerade. (44)

(c) Die Differentialgleichung (39) ist nach dem franzosischen Mathematiker Charles Hermite

(1822-1901) benannt. Sie tritt z.B. bei der Untersuchung von Molekiilschwingungen auf.

Weitere wichtige Differentialgleichungen

Abschlielend geben wir noch einige weitere Differentialgleichungen 2. Ordnung mir variablen

Koeffizienten an, die man mittels Potenzreihenansatz 16sen kann.

e Die Legendresche Differentialgleichung mit reellem Parameter A

(1 —22)y"(x) — 2zy/ (z) + XA+ Dy(z) =0, |z| < 1, (45)

tritt z.B. bei geodétischen Problemen auf. Falls A = n € Ny gilt, so sind die allgemeine
Losungen durch die sogenannten Legendreschen Polynome P,(x), n € Ny, gegeben. Sie

beginnen mit

1 3 3 )
Py(z) =1, Pi(z) =z, Pa(x) = -3t 59027 P3(z) = —3Tt 53537---7-

Sie sind nach dem franzosischen Mathematiker Adrien—Marie Legendre (1752-1833) be-

nannt.

e Die Tschebyscheffsche Differentialgleichung mit reellem Parameter A

(1 —2%)y"(z) — 2y (x) + Ny(z) = 0, |«| <1, (46)

ist nach dem russischen Mathematiker Pafnutij L. Tschebyscheff (1821-1894) benannt. Fiir
A =n € Ny erhélt man die sogenannten Tschebyscheffschen Polynome T, (x). Sie beginnen
mit

1 3
To(x) =1, Ti(z) = x, Ta(x) = 3 + a7, Ts(z) = —1 +a°,. .,

und haben eine grofie Bedeutung bei Approximationsaufgaben.
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5.4 Systeme von linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten

Koeffizienten

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Losungsverfahren fiir Systeme von linearen Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Sie treten bei der Untersuchung
reaktionskinetischer Probleme und im Zusammenhang mit Molekiilschwingungen auf und sind

deshalb fiir Chemiker von groflem Interesse.

5.4.1 Homogene Systeme

Wir beginnen mit folgendem Einfiihrungsbeispiel. Beim radioaktiven Zerfall eines Materials M;
entsteht eine Substanz Ms, die wiederum zerfillt. Im folgendem bezeichnen wir mit ¢ die Zeit

und mit m; die Masse von M;, ¢ = 1,2. Dann gelte

Amy(t) =my(t+ h) —mi(t) = —ahmi(t), o >0,

<0
sowie
Amg(t) = ma(t + h) — ma(t) = — Bhma(t) + ahmy(t), 5 > 0.
———

——
? Zerfall Zuwachs

Damit erhalten wir fiir A — 0 folgendes System von Differentialgleichungen 1. Ordnung

Tfll(t) = —aml(t)
TfLQ(t) = aml(t)—ﬂmg(t).

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Losbarkeit eines allgemeinen Systems von zwei linearen

Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten a;j, ¢, 7 = 1,2, der Form

yi(z) = anyi(z) + anys(z)

yo(x) = anyi() + agys(z).

Damit erhalten wir als Matrixschreibweise

y1 () _ [ o an y1 () (47)
yy(x) az a2 Yo ()
~—————
A

bzw.
»

y'(x) = Ay(x), v €1,

fiir die gesuchte Funktion ¢(z) = (y1(x), y2(x)). Hierbei ist A eine reelle (2,2)-Matrix und I ein

endliches reelles Intervall. Wir bemerken, dass die folgenden Resultate auch auf Systeme mit
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n > 2 Gleichungen {ibertragen werden kénnen.
In Analogie zu den Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten arbeiten

wir auch hier mit einem Exponentialfunktions-Ansatz der Form

. yi(x) c1
j(x) = - .
y2(z) C2
Durch Einsetzen in (47) erhalten wir, dass (x) genau dann eine nichttriviale Losung des Systems

)
(47) ist, wenn g(z) eine nichttriviale Losung des Eigenwertproblems

-
/

y'(x) = Ag(z) = Mg(x),

d.h. von
(A= AE)j(z) =0 (48)

ist. Nach den Resultaten aus der linearen Algebra (siehe Abschnitt 4.5: Eigenwertprobleme)
folgt somit die Bedingung
det(A — AE) = 0.

Wir miissen also die Nullstellen der charakteristischen Gleichung 2. Grades

ajp — A a
P(\) = det(A—AE) = | S -
az  azg —A
bestimmen. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (siche Abschnitt 2.3: Integration gebrochen-
rationaler Funktionen) konnen fiir n = 2 folgende drei Fille bzgl. der Nullstellen A, Ay € C

vorliegen:

1. Fall: A\ # Ao sind wverschiedene reelle Nullstellen. In diesem Falle setzen wir

C11
() = M+
C12 C22

21
T = 1 () + Ga(2),

durch Einsetzen in die Differentialgleichung (47) bestimmen kann. Da e # 0 gilt, sind sie

nichttriviale Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems

2. Fall: A := A\ = )Xo ist doppelte reelle Nullstelle. In diesem Falle gehen wir analog wie im

Abschnitt 5.3: Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten vor und setzen



wobei
. c11 21
élx) = x+
€12 €22

ein Vektor ist, dessen Koordinaten Polynome hochstens ersten Grades in z sind. Wir erhalten

also

C
y(x) = o) pet 4
C12 €22

C21 = =
e = ji(z) + ().

Auch in diesem Falle erhélt man die Koeffizienten c¢;j, 7,7 = 1,2, durch Einsetzen in die Diffe-
rentialgleichung (48).
3. Fall: Wir haben zwei konjugiert komplexe Nullstelle A\ = o + i3 und A2 = o — i3 mit

B #0.

In diesem Falle verfahren wir analog zum Abschnitt 5.3: Differentialgleichungen 2. Ordnung mit

konstanten Koeffizienten. Wir setzen
. e*(c11 cos fx + co1 sin S c11 co1

ylx) = = e’ - cos fx + ™" - sin fx
e* (c19 cos fx + oo sin f) c19 C29

= Hi(x) + a(2),

wobel man die Koeffizienten

durch Einsetzen in die Differentialgleichung (47) bestimmt.
Allgemein erhélt man unter Verwendung der Linearitdt des Differentialgleichungssystems fol-

gendes Resultat. Man vergleiche insbesondere mit Satz 4.
Satz 11 (a) Aus der Lisungsmenge des homogenen linearen Systems
7

Y (z) = Ay(z), x € 1, (49)

von Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten lassen sich stets zwei linear

unabhdngige Lisungen

t(z) = (y11(2), y12(2)), va(r) = (y21(7), y22())

auswdhlen. Mehr als zwei Lisungen sind jedoch stets linear abhdngig.
(b) Es seien §1(x) und ya(x) zwei linear unabhdngige Lisungen von (49). Dann lisst sich die

allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung (49) stets als Linearkombination
y(x) = c1iji(x) + caifo()

darstellen.
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Bemerkung 6 Zwei Losungen () und ya(x) heiflen linear unabhingig, falls das homogene
lineare Gleichungssystem

0= c171(z) + c2fia ()

fir alle x € I nur die triviale Losung ¢; = ¢o = 0 hat. Ansonsten heiflen die Losungen linear

abhingig.

In Analogie zur Losungsstruktur bei linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten suchen wir auch hier nach einem ausgezeichneten System von Losungen fiir
(49), aus denen man durch Linearkombination jede Losung darstellen kann. Damit ist folgende

Definition naheliegend.

Definition 2 Jedes System aus zwei linear unabhdngigen Léisungen von (49) heifst Fundamen-

talsystem oder Fundamentalbasis des Differentialgleichungssystems (49).

Auch hier kann man als Kriterium fiir den Nachweis eines Fundamentalsystems folgende Eigen-

schaft verwenden.

Satz 12 Die Funktionen ¥1(x) = (y11(z),y12(x)) und go(x) = (yo21(x),y22(x)) seien Lisungen
von (49). Sie bilden ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungssystems, falls die Wronski-

Determinante W (x) # 0 fiir alle x € I ist. Dabei ist W (x) fiir x € I definiert durch

W(x) = y11(z)  ya1(z)

y12(w) Yoo (z)

Wir wenden die Losungstheorie jetzt auf einige Beispiele an.

Beispiel 10 (a) Wir lsen fiir ¢ € [0, 1] das Anfangswertproblem

B(t) = dz(t) +y(t)

yt) = —2x(t) +y(t) (50)

mit den Anfangsbedingungen

Erster Schritt Bestimmung der Nullstellen
Wir erhalten

134



Die Nullstellen sind Ay = 3 und Ay = 2.
Zweiter Schritt Losungsansatz

Nach den obigen Untersuchungen (1. Fall) erhalten wir
x(t A B
O\ (Ao (B
y(t) C D
Dritter Schritt Berechnung der reellen Koeffizienten A, B, C und D

Durch Einsetzen in (50) erhalten wir
3Ae3 + 2Be? = (4A + C)e® + (4B + D)e?.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt
C=-A D=-2B.

(Ein analoges Resultat liefert auch
3Ce% +2De* = (=244 C)e? + (—2B + D)e)
Die allgemeine Losung des Systems (50) lautet
Thom(t) = A + Be?,  ypom(t) = —Ae® — 2Be*.

Wir setzen A =1, B=0 bzw. A =0 und B = 1. Die Lésungen

n(t) = () = e
-1 -2
sind wegen
1e3t 162t
W(t) = = 2¢% H 17 =~ £ 0
—1e3t —2e?t

fiir alle ¢ € R linear unabhéngig und bilden ein Fundamentalsystem.
Vierter Schritt Einarbeiten der Anfangsbedingungen
Aus (51) und (53) erhalten wir A+ B =1 und —A — 2B =0, d.h. es gilt

A=2 B=—1.
Die Losung des Problems (50), (51) ist
Tpart () = 26" — €, ypapy(t) = =26 + 2¢™".

(b) Wir betrachten fiir ¢ € [0, 1]

(52)



mit den Anfangsbedingungen

Erster Schritt Bestimmung der Nullstellen
Wir erhalten

Die Nullstellen sind Ay = Ay = 1.
Zweiter Schritt Losungsansatz

Nach den obigen Untersuchungen (2. Fall) erhalten wir

Dritter Schritt Berechnung der reellen Koeffizienten A, B, C' und D

Durch Einsetzen in (54) erhalten wir
(A + Bt)e' + Be' = 3(A + Bt)e! — 4(C + Dt)e.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt

A B B
¢ 2 4’ 2
Die allgemeine Losung des Systems (54) lautet
A B B
uhom(t) = (A + Bt)eta Uhom(t) = <§ - Z + 515) el.

Wir setzen A =1, B=0 bzw. A =0 und B = 1. Die Lésungen sind dann

- 1 t = t ¢
Hi(t) = L e Po(t) = T
3 —1t3t
und wegen
ef te! 1t t 1
W(t): :(—_+—)€2t——€2t:——€2t7é0

et (Che e
fiir alle ¢ € R linear unabhéngig und bilden ein Fundamentalsystem.
Vierter Schritt Einarbeiten der Anfangsbedingungen
Aus (55) und (57) erhalten wir A =3 und A/2 — B/4 =1, d.h. es gilt

A=3,B=2.
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Die Losung des Problems (54), (55) ist
Upart(t) = (34 2t)el,  vpare(t) = (1 +t)e.
(c) Wir untersuchen fiir ¢ € [0, 1]

u(t) = 3u(t) + 2v(t)

o(t) = —bu(t) + v(t) (58)

mit den Anfangsbedingungen

Erster Schritt Bestimmung der Nullstellen
Wir erhalten
3—A 2 )
Py(\) = =X —4X4+13=0.
-5 1-=2A

Die Nullstellen Ay = 2 4 3¢ und Ay = 2 — 3i sind konjugiert komplex.
Zweiter Schritt Losungsansatz
Nach den obigen Untersuchungen (3. Fall) erhalten wir

u(t A B

Q = e cos 3t + e? sin 3t (60)

v(t) C D

Dritter Schritt Berechnung der Koeffizienten

Durch Einsetzen in (58) erhalten wir
e*[(2A + 3B) cos 3t + (—3A + 2B) sin 3t] = e*[(34 + 2C) cos 3t + (3B + 2D) sin 3t].

Fin Koeffizientenvergleich ergibt bei cos 3t bzw. sin 3t

A 3 3 B
=2 4B, D=-SA-Z=.
C=-5+38 277 2

Die allgemeine Losung des Systems (58) lautet
o2t
Upom (t) = €*(Acos 3t + Bsin3t), vpom(t) = 7[(—/1 +3B)cos3t — (3A+ B)sin3t]. (61)

Wir setzen A =1 B =0 bzw. A =0 und B = 1. Damit erhalten wir die Losungen

cos 3t sin 3¢

y1(t) = ) et h(t) = . e*.
—§cos3t—%sin3t %Cos?)t—isin?)t
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Sie sind wegen
et cos 3t et sin 3t 3 4
W(t) = =_e"#0
—2e!(cos 3t + 3sin3t) e (3cos3t — sin3t) 2
fiir alle ¢t € R linear unabhéngig und bilden ein Fundamentalsystem.

Vierter Schritt Einarbeiten der Anfangsbedingungen
Aus (59) und (61) erhalten wir A =2 und —A + 3B =4, d.h. es gilt

A=2 B=2
Die Losung des Problems (58), (59) ist
Upart (1) = 2€* (cos 3t +sin3t),  vVpare(t) = 2e* (cos 3t — 2sin 3t).

(d) Beispiel aus der Reaktionskinetik (Papula, Mathematik fiir Chemiker, S. 362)

Wir geben ein Beispiel, wo n = 3 Gleichungen auftreten. Das Vorgehen ist analog zum fritheren

Fall n = 2, mit entsprechenden Modifikationen fiir mehrfache Nullstellen.

Bei einer chemischen Reaktion wandeln sich Molekiile vom Typ X zunéchst in Molekiile vom

Typ Y und anschlieSend in Molekiile vom Typ Z. Die Molekularkonzentrationen zum Zeitpunkt

t seien durch cx(t), cy (t) und cz(t) gegeben. Die Reaktion kann dann durch folgendes System

von drei linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben

werden.
e = k
Cx = —Ri1cx
C/y = kch — kQCY
o=k
CZ - 2CY,

wobei fiir die Konstanten ki # ks gilt. In diesem Fall haben wir die drei verschiedenen Eigenwerte

A =0, Ag = —k1, A3 = —ko.
Man zeige, dass die spezielle Losung des Systems mit den Anfangsbedingungen

cx(0) =a, cy(0) =b, cz(0) =c

durch
ex(t) = ae k!
cy(t) = aﬁe"m + (k2 l;k—l)kl_ aky gy
cz(t) = a+b+c— aﬁeklt _ (k2 kz_gki)kl_ aky oot

gegeben ist.
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Bemerkung 7 Wir schrinken uns jetzt wieder auf den Fall n = 2 ein.
(a) Wie in den obigen Beispiel 10 (a)-(c) kann auch allgemein, entsprechend des Losungsansatzes
fiir die drei Fille, stets ein Fundamentalsystem {#(x), J2(z)} konstruiert werden. Somit gilt fiir

die allgemeine Losung von (49)

Yhom () = a1t (x) + c282().
(b) Falls A eine reelle symmetrische Matrix ist, so sind alle Eigenwerte reell (siche Abschnitt:

Lineare Algebra). Folglich kann dann nur Fall 1 oder Fall 2 auftreten.
(c) Falls fiir (49) zwei Anfangsbedingungen in der Form

y(z0) = Yo, wo € 1,

vorgegeben sind, so existiert wie im Satz 7 genau eine Losung 4t ().

5.4.2 Inhomogene Systeme

Wir beschéftigen uns jetzt mit dem inhomogenen System von zwei linearen Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten der Form

.
/

y'(z) = Ay(z) + §(x), z € I, (62)

wobei §(x) = (s1(x), s2(z)) eine stetige Storfunktion ist, die die Inhomogenitéit erzeugt.
Auch hier verwenden wir die Methode der Variation der Konstanten. Die allgemeine Losung des

zugehorigen homogenen Problems

-
/

Y (z) = Ay(z), x € 1, (63)

sei

Yhom () = c1i(z) + c22 ().
Hierbei sind ¢; und ¢ beliebige reelle Zahlen, und die beiden Losungen {#i(x), 72(z)} bilden ein
Fundamentalsystem. Unser Ansatz fiir eine spezielle Losung von (62) lautet somit

—

ys(w) = c1(2)91(x) + c2(2)g2(2). (64)

Zur Bestimmung der unbekannten Funktionen ¢;(x) und c(z) miissen wir zunéchst die Ablei-

tung von ys(z) berechnen. Es gilt

/

V(@) = @)ii(z) + h@)h(z) + ci(@)yy(2) + ca(@)y’y ()
A(er(@)#1 () +e2(2)2(2))
= (@) (z) + h(x)ga(r) + Ags(x)

= 5§x) + Ays(z).
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Damit erhalten wir folgendes inhomogenes lineares Gleichungssystem zur Berechnung der Funk-

tionen ¢ (x) und ().

() s1()

y11(z)  ya1(x) A
y12(z)  yo2(z) ch(w) s2()

Y (x)

Da det(Y(x)) = W(z) # 0 gilt, hat dieses inhomogene lineare Gleichungssystem genau eine
Losung (¢} (z),dy(z)), die man z.B. mittels Cramerscher Regel bestimmen kann. Durch Inte-
gration erhélt man dann die Funktionen (c;(z),ca(z)). Somit gelten analog zu Satz 7 folgende

Aussagen.

Satz 13 Wir betrachten das inhomogene linearen Differentialgleichungssystems 1. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten (62).

(a) Falls Yinn(z) die allgemeine Losung von (62) ist, so gilt

glnh(x) = ghom(x) + gs(x)

Dabei ist Ypom(x) = 171 (x) + cota(x) die allgemeine Lisung des zugehirigen homogenen Pro-
blems (63), d.h. {y1(x),y2(x)} bilden ein Fundamentalsystem fir (63), und c1, ca sind beliebig
wdhlbare reelle Zahlen. §s(x) ist eine spezielle Losung des inhomogenen Problems (62).

(b) Das Problem (62) mit den Anfangsbedingungen
y(x0) = Yo, o € 1,
besitzt genau eine Ldsung.
Beispiel 11 Wir bestimmen die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems

B(t) = dw(t) +y(t) — 36t

glt) = —2x(t) +y(t) — 2¢". (66)

i(t) = 4x(t) +y(t)

y(t) = —2z(t) +y(t). (67)
Die Matrix A ist dann durch
4 1
A=
-2 1



und das charakteristische Polynom durch
1 2
Py(\) = =@A-N1-XN)+2=X—-5\+6

gegeben. Damit haben wir wegen

5 25 24
Njp=ot,/2 22
127 9 4 4

die beiden reellen Nullstellen A\; = 3 und Ay = 2. Das korrespondierende Fundamentalsystem
fiir (67) ist damit durch

€11 €21
63t’ o2t

C12 €22
gegeben, wobei entsprechend des Systems (66) bestimmte Beziehungen zwischen den Koeffizi-

enten ci1,...,C bestehen. Unser Ansatz fiir die allgemeine Losung lautet somit

Thom (1) = c11€% 4 216, Ynom(t) = 1263 + cooe®.
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung (67) und Koeffizientenvergleich erhalten wir aus
ihom(t) = 361163t + 262162t = (4611 + 012)6325 + (4621 + 022)€2t,

dass

3ci11 =4c11 +cp = c12 = —ci1 = —C1

2co1 = 4021 + co9 = c99 = —2¢91 =: —202

gelten muss. Somit ist die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Problems durch

xhom(t) = Cle?’t + CQGQt, yhom(t) = —Clegt — 20262t (68)
gegeben. Wihlen wir C; = 1 und Cs = 1, so erhalten wir mit

1 3t 1 2t

ein Fundamentalsystem des homogenen Problems. Entsprechend der fritheren Uberlegungen ver-

wenden wir folgenden Ansatz fiir die Bestimmung einer speziellen Losung von (66)
z(t) = CL(t)e3 + Co(t)e?, yy(t) = —C1(t)e3 — 205 (t)e*. (69)

Damit erhalten wir das GLS



Mittels Cramerscher Regel erhéilt man wegen

o3t o2t .,
W(t) = =—e" #£0,
_e3t —2€2t
dass
—36t %
. —26t —262t 7ot 2t 9 3t
O = —— - e_;; O e 2o
und
et —36t
3t t
. —e’ —2e —2e* — 36te3
_ _ o —t —2t
Cy(t) = —5 = —5 = 2e”" 4+ 36te

gelten muss. Durch Integration (partielle Integration) erhalten wir
Ci(t) = 24te™ 4873 472 4 ¢y, Co(t) = —18te™ 2 — 9e™2t — 27 4 ¢y,

Damit erhalten wir nach (69) mit ¢; = ¢ = 0 die spezielle Losung des inhomogenen Problems

Ts(t) =6t — 1 — e ys(t) = 12t + 10 + 3¢t
Die gesuchte allgemeine Losung von (66) lautet damit wegen (68)

Tinh(t) = x5(t) + Thom(t) = 6t — 1 — el + Cre3t 4 Cye?,

Yinh(t) = Ys(t) + Ynom(t) = 12t + 10 4 3e! — C1e3t — 20ye™.

Bemerkung 8 (a) Wir bemerken, dass man auch hier mit speziellen Ansditzen arbeiten kann
(wie frither bei inhomogenen linearen Differentialgleichungen), die der Storfunktion §(¢) ange-
passt sind, um eine spezielle Losung des inhomogenen Problems zu finden.

(b) Abschlieflend betonen wir noch einmal, dass alle Ergebnisse aus dem Abschnitt 5.4 sich auf

Systeme mit n > 2 Gleichungen analog ausdehnen lassen.
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