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(1) Zeigen Sie:

a.) Für A ∈ CN×d mit d ≤ N gilt: det(ATA) 6= 0 ⇔ RangA = d.

b.) a1, . . . , aN−1 ∈ CN linear abhängig ⇔ a1 ∧ · · · ∧ aN−1 = 0.

c.) Sei U ⊂ Rd offen und φ : U → RN die Parametrisierung einer Fläche mit
d ≤ N . Gφ bezeichne die Gramsche Determinante zu φ. Dann gilt:

φ regulär ⇔ ∀x ∈ U Gφ(x) 6= 0.

(2) Seien aj ∈ CN , j = 1, . . . , N − 1. Berechnen Sie a1 ∧ · · · ∧ aN−1 für

a.) N = 2,

b.) N = 3.

(3) Berechnen Sie den Oberflächeninhalt der Polkappe einer Kugel mit Radius R > 0 im
dreidimensionalen euklidischen Raum, definiert durch{

(x, y, z) ∈ R3 :
√
x2 + y2 + z2 = 1,

√
x2 + y2 ≤ r, z ≥ 0

}
,

wobei r ≤ R.

(4) Sei r, R ∈ R+, so dass r < R. Berechnen Sie den Oberflächeninhalt des Rotations-
körpers im R3, der durch Rotation des Kreises { (x, 0, z) ∈ R3 : (x−R)2 + z2 = r2 }
um die z-Achse entsteht. Wie heißt diese geometrische Figur?

Zusatzaufgabe:

Berechnen Sie die Gramsche Determinante für die Parameterisierung der Sphäre mit Radius
R durch Kugelkoordinaten im R3.


