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(1) In der Definition von Modellmannigfaltigkeiten in der Vorlesung hat sich leider ein
kleiner Fehler eingeschlichen. Wir nennen eine riemannsche n-Mannigfaltigkeit (M,g)
riemannsches Modell, falls es ein R ∈ (0,∞], eine globale Karte φ : M → UR und
eine glatte Abbildung ψ : (0, R) → (0,∞) gibt, sodass die Abbildung

Φ :M \ {o} → (0, R)⊗ψ Sn−1, x 7→ (r(x), θ(x))

eine riemannsche Isometrie ist, wobei o := φ−1(0),

r :M → [0,∞), x 7→ |φ(x)|

und
θ :M \ {o} → Sn−1, x 7→ r(x)−1φ(x).

Es ändert sich also, dass wir nicht nur die Existenz einer Isometrie

M \ {o} → (0, R)⊗ψ Sn−1

fordern, sondern auch Anforderungen an deren genaue Gestalt stellen.
Beweisen Sie:

(a) Für alle x ∈M gilt ρg(x, o) = r(x).
(b) Der metrische Raum (M,ρg) ist genau dann vollständig, wenn R = ∞.

(2) Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und u ∈ D′(M). Beweisen Sie, dass es eine
größte offene Menge O ⊆M gibt, sodass ⟨u, φ⟩ = 0 für alle φ ∈ D(O).
Hinweis: Glatte Zerlegungen der Eins.

(3) Es sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und X, Y : M → TM messbare
Vektorfelder. Beweisen Sie, dass die Abbildung

M → R, p 7→ g(p)(Xp, Yp)

Borel-messbar ist.



(4) Es sei (M,g, µ) eine gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Beweisen Sie, dass die
in der Vorlesung definierten Operatoren

∇g : D′(M) → D⃗′(M) bzw. divµ : D⃗′(M) → D′(M)

Fortsetzungen von

∇g : C∞(M) → X(M) bzw. divµ : X(M) → C∞(M)

sind. Zeigen Sie ferner, dass sich die Identität ∆µ = divµ ◦∇g von C∞(M) auf D′(M)
fortsetzt.

(5) Es sei (M,g, µ) eine gewichtete riemannsche Mannigfaltigkeit. Beweisen Sie, dass für
u ∈ W 1

loc(M,µ) und φ ∈ D(M) gilt

∇g(φ · u) = φ∇gu+ u∇gφ.

Hinweis: Überlegen Sie sich eine Produktregel für die gewichtete Divergenz auf glatten
Vektorfeldern.

2


