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(1) Sei A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum. Zeigen Sie

‖A(A− λi)−1‖ ≤ 1 und |λ|‖(A− λi)‖ ≤ 1

für alle λ ∈ R \ {0}.
(Hinweis: Es reicht natuerlich (Warum?)

‖A(A− λi)−1f‖2 + |λ|2‖(A− λi)−1f‖2 ≤ ‖f‖2

für alle f aus dem Hilbertraum zu zeigen.)

(2) Sei A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum und B ein abschließbarer A -
beschränkter Operator mit A-Schranke κ. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gilt κ ≤ ‖B(A− z)−1‖ für jedes z ∈ %(A).
(b) Es gilt lim supλ→∞ ‖B(A − λi)−1‖ ≤ κ und lim supλ→−∞ ‖B(A − λi)−1‖ ≤ κ.

(Hinweis: Hier können Sie die Ergebnisse von Aufgabe 1 benutzen.)
(c) Es gilt limλ→∞ ‖B(A− λi)−1‖ = κ = limλ→−∞ ‖B(A− λi)−1‖.

(3) Sei g ∈ L1(R, λ) und p ∈ [1,∞) beliebig. Zeigen Sie: Für jedes f ∈ Lp(R, λ) existiert∫
R
g(x− y)f(y)dy

fuer fast alle x ∈ R, und die (fast ueberall) definierte Funktion

g ∗ f : R −→ C, x 7→
∫
R
g(x− y)f(y)dy,

gehoert zu Lp(R, µ) und erfuellt ‖g ∗ f‖p ≤ ‖g‖1‖f‖p.
(Hinweis: Es reicht (Warum?)∫

R

(∫
R
|g(x− y)f(y)|dy

)p
dx ≤ ‖g‖p1‖f‖pp

zu zeigen. Es gilt natuerlich |g| = |g|
1
p
+ 1

q fuer q mit 1
p
+ 1

q
= 1.)



(4) Definiere zu ε > 0 die Funktion qε : R −→ [0,∞), qε(t) = 1
π

1
t2+ε2

. Sei p ∈ [1,∞)
beliebig. Zeigen Sie

qε ∗ g → g in Lp(R, λ) für ε→ 0

für alle g ∈ Lp(R, λ), wobei qε ∗ g aus Aufgabe (3) (und der Vorlesung) bekannt ist.

(Hinweis: Aus der Vorlesung ist Ihnen ‖qε‖1 = 1 fuer alle ε > 0 bekannt. Nach
Aufgabe (3) gilt dann also

‖qε ∗ g‖p ≤ ‖g‖p
fuer alle g ∈ Lp(R, λ) und ε > 0. Zeigen Sie nun (Wie?)

qε ∗ φ→ φ in Lp(R, λ) fuer ε→ 0

fuer alle φ ∈ Cc(R) und nutzen Sie die Dichtheit von Cc(R) in Lp(R, λ).)
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