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(1) Seien Mx und Mx2 die maximalen Operatoren der Multiplikation mit der Funktion
[0,∞) → C, x 7→ x, bzw. [0,∞) → C, x 7→ x2 auf dem Hilbertraum L2([0,∞), λ),
wobei λ das Lebesguemaß ist. Zeigen Sie:

(a) Es gilt D(Mx2) ⊂ D(Mx) und zu jedem ε > 0 gibt es ein a > 0 mit

‖Mxf‖ ≤ a‖f‖+ ε‖Mx2f‖

fuer alle f ∈ D(Mx2).
(b) Es gibt kein a > 0 mit

‖Mxf‖ ≤ a‖f‖
fuer alle f ∈ D(Mx2).

(2) Zeigen Sie: Sind T und V abgeschlossene Operatoren im Hilbertraum, so sind aequi-
valent:

(i) Der Operator V ist T -beschraenkt.
(ii) Es gilt D(T ) ⊂ D(V ).

Ist %(T ) nichtleer, so ist dies aequivalent zu

(iii) Es ist V (T − z)−1 beschrankt fuer ein (alle) z ∈ %(T ).

(3) Sei −∞ < a < b <∞ und

W 1
(per)(a, b) := {f ∈ W 1(a, b) : f(a) = f(b)}.

Zeigen Sie, dass die Einschränkung von Q(N) auf D(Q(per) := W 1
(per) eine nach un-

ten beschränkte abgeschlossene Form ist und dass der zugehörige selbstadjungierte
Operator gerade der Abschluss des Operator S mit

D(S) = {f ∈ C2([a, b]) : es gibt ein g ∈ C2(R) mit g(x) = g(x+ (b− a)) und f = g|(a,b) }

Sf = −f ′′

ist.
b.w.



(4) Sei −∞ < a < b <∞ und Q aufW 1(a, b) definiert durch Q(f, g) :=
∫
R f
′g′dx. Zeigen

Sie, dass der zu Q gehörende selbstadjungierte Operator L gegeben ist durch

D(L) = {f ∈ W 1(a, b) : f ′ ∈ W 1(a, b) und f ′(a) = 0 = f ′(b)}

und
L(f) = −(f ′)′.
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