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(1) Sei (X,A, µ) ein Maÿraum.

(a) Zeigen Sie für eine beliebige Folge An ∈ A, n ∈ N, dass die Ungleichung
µ (∪n∈NAn) ≤

∑
n∈N µ(An) gilt.

(b) Zeigen Sie, dass für eine messbare Funktion f : X → C die folgenden Aussagen
äquivalent sind.

(i) Die Funktion f : X → C verschwindet µ-fast überall.

(ii) Für ein p ≥ 1 gilt
∫
X
|f |p dµ = 0.

(iii) Für alle p ≥ 1 gilt
∫
X
|f |p dµ = 0.

(2) Sei (X,A, µ) ein Maÿraum. Gegeben seien f, g ∈ L1(X,A, µ) und α, β ∈ C. Zeigen
Sie, dass die Gleichheit∫

X

(αf + βg) dµ = α

∫
X

f dµ+ β

∫
X

g dµ

gilt.

(3) Für 0 < p ≤ ∞ de�nieren wir die Abbildung ‖ · ‖p : R2 → [0,∞) durch

‖(x, y)‖p :=

{
(|x|p + |y|p)

1
p , falls 0 < p <∞,

max{|x|, |y|}, falls p =∞,
, (x, y) ∈ R2.

(i) Zeichnen Sie die Mengen

B
(p)
1 (0) := {(x, y) ∈ R2 : ‖(x, y)‖p ≤ 1}

für p = 1
2
, 1, 2,∞.

(ii) Zeigen Sie, dass für beliebige (x, y) ∈ R2 die Gleichheit

‖(x, y)‖∞ = lim
p→∞
‖(x, y)‖p

gilt.



(iii) Zeigen Sie, dass für 0 < p < 1 die Abbildung ‖ · ‖p keine Norm ist.

(4) Sei (X,A, µ) ein Maÿraum. Zeigen Sie, dass der Raum L∞(X,A, µ) vollständig ist.

Zusatz

Gegeben sei ein meÿbarer Raum (X,A, µ). Zeigen Sie, dass für eine meÿbare Funktion
f : X → C mit f ∈ Lp(X,A, µ) für alle 1 ≤ p ≤ ∞ die Gleichheit

‖f‖∞ = lim
p→∞
‖f‖p

gilt.
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