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(1) Für p ∈ Rn bezeichnen wir den von der globalen Karte (Rn, idRn) induzierten Iso-
morphismus Rn → TpRn mit Φn

p . Sei ferner f : Rn → Rm eine glatte Abbildung und
sei f ′(p) : Rn → Rm ihre Fréchet-Ableitung (die Ableitung im üblichen Sinne, siehe
Analysis II). Zeigen Sie, dass das folgende Diagramm kommutiert.

Rn TpRn

Rm Tf(p)Rm

Φnp

f ′(p) Df(p)
Φm
f(p)

(2) Seien (X, gX) und (Y, gY ) riemannsche Mannigfaltigkeiten und ψ : X → (0,∞) glatt.
Beweisen Sie die folgende Aussage. Ist Y m-dimensional, so erfüllt das riemannsche
Volumen vom Warpprodukt (M, gX ⊕ψ gY ) die Gleichung

volgX⊕ψgY = (ψm ⊗ 1) · volgX ⊗ volgY .
Hier ist (ψm ⊗ 1) : X × Y → R, (x, y) 7→ ψm(x) und volgX ⊗ volgY das Produktmaß
von volgX und volgY .

(3) Es sei M ⊆ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit ausgestattet mit der von
gRn induzierten riemannschen Metrik gM . Zeigen Sie, dass für jede Borel-messbare
Funktion f :M → [0,∞) gilt ∫

M

fdvolgM =

∫
M

fdσ.

Dabei bezeichnet
∫
M
fdσ das Oberflächenintegral von f .

Erinnerung: Es sei V ⊆ Rk offen. Eine injektive Funktion ψ : V → Rn heißt reguläre
Parameterdarstellung für M , falls ψ regulär ist (d.h. rangDψ(p) = k, alle p ∈ V ) und
ψ(V ) ⊆M . Für eine messbare Funktion f :M → R mit f = 0 auf M \ ψ(V ) definiert
man ∫

M

fdσ =

∫
V

(f ◦ ψ)Gψdλ.

Dabei ist λ das Lebesgue-Maß auf Rk undGψ : V → [0,∞) die Gramsche Determinante

Gψ(x) =
√

detDψ(x)TDψ(x) =
√

det(⟨∂iψ(x), ∂jψ(x)⟩).

Für auf ganz M definierte Funktionen wird dies geeignet mittels glatten Partitionen
der Eins fortgesetzt.


