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(1) Beweisen Sie den folgenden Fixpunktsatz: Sei (X, d(·, ·)) ein vollständiger metrischer
Raum und T : X → X eine Abbildung mit der Kontraktionseigenschaft:

d(Tx, Ty) ≤ M d(x, y), für alle x, y ∈ X,

wobei 0 < M < 1. Dann existiert genau ein Element z von X mit Tz = z.

(Hinweis: Zeigen Sie, dass xn := T nx eine Cauchy Folge ist. Was können Sie über
x := lim xn sagen? Verwenden Sie für die Eindeutigkeit einen Widerspruchsbeweis
und die Kontraktionseigenschaft.)

(2) Betrachten Sie den metrischen Raum (Rn, dd(·, ·)) mit der diskreten Metrik

dd : Rn × Rn −→ {0, 1}, dd(x, y) :=

{
0, x = y
1 x 6= y.

a.) Charakterisieren Sie alle konvergenten Folgen in der diskreten Metrik.

(Hinweis: Bestimmen Sie zunächst, was Konvergenz in der diskreten Metrik heißt.)

b.) Finden Sie die kompakten Mengen bezüglich dd.

(Hinweis: Untersuchen Sie endliche und unendliche Mengen.)

(3) Sei z = (ρ1, ...., ρm) ∈ Rm und k ∈ N. Dann gilt die Formel

(
m∑
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ρj

)k

=
∑

α:|α|=k
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zα,

wobei α = (α1, α2, ..., αm), |α| = ∑
j αj, α! =

∏
j αj! und zα =

∏
j zjαj.



Abbildung 1: Zu Aufgabe 4 b.: Die Funktion g(x, y) im Bereich (x, y) ∈ [1, 5]× [−5, 5].

(4) Betrachten Sie die Funktion g : R2 → R definiert durch

g(x, y) =

{ xy
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0),

a.) Zeigen Sie, dass die partiellen Ableitungen für alle (x, y) ∈ R2 existieren.

b.) Ist die Funktion differenzierbar? (Hinweis: Untersuchen Sie (x, y) 6= (0, 0) und
(x, y) = (0, 0) getrennt. Betrachten Sie auch die Stetigkeit von g. Siehe Abbildung!)

Zusatzaufgaben

(1) Untersuchen Sie die folgenden Punktmengen aus R auf Offenheit/Abgeschlossenheit:

a.)
⋃

n∈N{ 1
n
}, b.) {0} ∪ ⋃

n∈N{ 1
n
}, c.)

⋂
n∈N(−1− 1

n
, 1 + 1

n
).

(2) Untersuchen Sie die Funktion h : R2 → R auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit:

h(x, y) =

{
x2y2

x2+y2 , (x, y) 6= 0

0, (x, y) = 0.
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