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(1) Ein lineares Funktional ϕ : `∞ → R heißt Banachlimes, wenn gilt

(i) für den Linksshift SL(x1, x2, . . . ) := (x2, x3, . . . ) ist ϕ ◦ Sl = ϕ,

(ii) sind alle xk ≥ 0, so ist ϕ(x) ≥ 0,

(iii) für die Folge e = (1, 1, . . . ) ist ϕ(e) = 1.

Sei ϕ : `∞ → R ein Banachlimes. Zeigen Sie:

(a) (1) Für alle x = (xn) ∈ `∞ gilt lim inf
n→∞

xn ≤ ϕ(x) ≤ lim sup
n→∞

xn.

(2) ϕ ist stetig mit Norm ‖ϕ‖ = 1.
(3) ϕ ist nicht multiplikativ, d.h. i.a. gilt ϕ(x)ϕ(y) 6= ϕ(x · y).

(b) Es gibt Banachlimiten.
Hinweis: Betrachten Sie U := {x ∈ `∞ : lim

n→∞
xn existiert} und für eine Folge

von Intervallen In ⊂ N, für alle n ∈ N, mit |In| → ∞ für n → ∞ die Funktion
p(x) := limn→∞

1
|In|

∑
i∈In xi.

(2) Sei (M,d) ein vollständiger metrischer Raum. Sei (Fn) ein Folge nichtleerer abge-
schlossener Teilmengen von M mit der Eigenschaft F0 ⊃ F1 ⊃ · · · ⊃ Fn ⊃ . . .
und diam Fn → 0, wobei diam A := sup{d(x, y) : x, y ∈ A}. Zeigen Sie, dass der
Durchschnitt

⋂
n∈N

Fn nichtleer ist. Gilt dies auch, falls man auf die Vollständigkeit

verzichtet? Kann man die Voraussetzung diam Fn → 0 fallenlassen?

(3) Sei R mit der euklidischen Metrik ausgestattet. Zeigen Sie:

(a) Q ist keine Gδ-Menge.

(b) Sei f : R → R eine Funktion. Dann ist die Menge {t ∈ R : f stetig in t}, die
Menge der Stetigkeitspunkte von F , eine Gδ-Menge.
Hinweis: Betrachten Sie die Mengen {t ∈ R : ∃ offene Umgebung U von t so
dass für alle x, y ∈ U gilt: |f(x)− f(y)| < ε}.



(c) Es gibt keine Funktion f : R→ R, die in allen rationalen Zahlen stetig, aber in
allen irrationalen Zahlen unstetig ist.

(d) Es gibt andererseits eine Funktion f : R → R, die in allen irrationalen Zahlen
stetig, jedoch in allen rationalen Zahlen unstetig ist?
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f : [0,∞)→ R

f(x) :=

{
0 , für irrationales x > 0
1
q

, für rationales x = p
q
wobei p, q teilerfremd.

(4) Sei E 6= {0} ein normierter Raum. Zeigen Sie, dass für alle S, T ∈ L(E) stets ST −
TS 6= Id gilt.
Hinweis: Zeigen Sie, dass (n+ 1)Sn = TSn+1 − Sn+1T .
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