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(1)

Seien a,b € R und C'([a,b]) der Raum der auf dem Intervall [a,b] einmal stetig
differenzierbaren Funktionen. Fiir f, g € C'([a, b]) sei

doo(f,9) = sup{|f(z) — g(2)| - = € [a, 0]}

Zeigen Sie:

(a) (CY([a,d]),ds) ist nicht vollstindig.
(b) C'([a,b]) versehen mit der Metrik d(f, g) = doo(f, 9) +duo(f’, ¢') ist vollstindig.

Ein metrischer Raum (M, d) ist genau dann nicht separabel, wenn es eine iiberab-
zdhlbare Teilmenge A von M und ein 0 > 0 gibt mit d(z,y) > ¢ fiir alle z,y € A mit

T F#y.
Erinnerung: Ein metrischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzéhlbare dichte
Teilmenge enthalt.

Ein lineares Funktional ¢ : /*°(N) — R heifst Banachlimes, wenn gilt

(i) fir den Linksshift S(z1,xq,...) := (29, 23,...) ist ¢ 0 .S = ¢,
(ii) sind alle 2 > 0, so ist p(z) > 0,
(iii) fiir die Folge e = (1,1,...) ist p(e) = 1.

Zeigen Sie:

(a) Ist ¢ : £>°(N) — R ein Banachlimes, so gilt:
(1) Fir alle x = (x,,) € £ ist liminf z,, < ¢(z) < limsup z,,.
(2) ¢ ist stetig mit Norm ||| = 1.
(3)  ist nicht multiplikativ, d.h. es existieren z,y € ¢>°(N) mit p(z)p(y) #

oz - y)-

(b) Es gibt Banachlimiten.
Hinweis: Betrachten Sie den Untervektorraum U := {zx € (> : lim z,, existiert}
und setzen Sie ein geeignetes lineares Funktional beziiglich dem sublinearen
Funktional p(z) := limsup & S fort.



(4) Sei z = (z;) € /1(N) und ¢, : {*°(N) — K gegeben durch

02 (y) = szyz
1=0

Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung ¢ : (*(N) — (¢*(N))*, z — ¢, ist normerhaltend.

(b) ¢ ist nicht surjektiv. Hinweis: Sie kénnen einen Banachlimes betrachten.



